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内 容 简介 


线性 系统 理论 是 系统 与 控制 科学 领域 的 - 门 最 为 基础 的 课程 。 本 书 按照 课程 的 定位 和 少 而 精 的 原 
则 ,以 线性 系统 为 基本 人 赋 究 对 象 . 对 线性 系统 的 时 间 域 理论 和 复 频 卡 域 惧 论 作 了 系统 击 全 面 的 论述 。 主 
要 内 容 包 括 系 统 的 状态 空间 描述 和 乱 阵 分 忒 描述 ,系统 特性 和 运动 的 时 间 域 分 析 和 复 频 率 域 分 析 ,系统 
基于 各 类 性 能 指标 的 时 间 域 综合 机 复 频 率 域 综 全 他 

本 书 体系 新 颖 ,内 宅 丰 富 ,论述 严谨 ,重点 突 市 。 内 容 取舍 上 蝇 调 基础 性 和 实用 性 , 沦 述 方式 上 力 了 求 
符合 理工 科学 生 的 认识 规 神 。 每 意 都 配 有 相当 数 其 不 同类 型 的 当 鹏 。 本 书 订 作 为 理工 科大 学 生 和 研究 
生 的 教材 或 参考 书 ,也 可 供 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 学 习 参 考 。 
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新 编 《 信 息 .控制 与 系统 》 系 列 教材 
出 版 说 明 


信息 ,控制 与 系统 学 科 是 在 20 世纪 上 半 叶 形成 和 发 展 起 来 的 一 !] 新 兴 寺 术科 学 。 在 
大 类 探索 自然 和 实现 现代 化 的 进程 中 ,信息 .控制 与 系统 学 科 的 理论 .方法 和 技术 始终 起 
着 重要 的 和 基础 的 作用 。 基 于 信息 .控制 与 系统 科学 的 自动 化 的 发 展 和 应 用 水 平 在 一 定 
意义 上 是 一 个 国家 和 社会 的 现代 化 程度 的 重要 标志 之 一 。 本 系列 教材 是 关于 信息 .控制 
与 系统 学 科 记 属 各 个 领域 的 禁 本 理论 和 前 沿 技 术 的 一 套 高 等 学 校 系列 教材 。 

本 系列 教材 所 涉及 的 范围 包括 信号 各 信息 处 理 ,模式 识别 .知识 工程 .控制 理论 .智能 
控制 .过 程 和 运动 控制 . 传 感 技术 .系统 工程 .机 器 人 控制 .计算 机 控制 和 仿真 .网 络 化 系 
统 、 电 子 技术 等 方面 。 主 要 读者 对 象 为 自动 控制 .工业 自动 化 .计算 宙 科 学 和 技术 .电气 工 
程 、 机 械 工 程 、 化 工 工程 和 热能 工程 等 系 科 有 关 的 高 年 级 大 学 咎 和 研究 生 , 以 及 工作 于 相 
应 领域 和 部 门 的 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 ， 

10 多 年 前 ,清华 大 学 出 版 社会 同 清华 大 学 自动 化 系 , 曾 经 组 编 出 版 过 一 套 k 信 息 . 控 
制 与 系统 } 系 列 教材 ,产生 了 较 大 的 社会 影响 ,其 中 多 数 著作 获得 过 包括 国家 级 教学 成 果 
奖 各 部 委 优 秀 教 材 奖 在 内 的 各 种 奖励 ,至 今 仍 为 国内 从 多 院 校 所 采用 ,并 被 上 大 相关 领域 
科技 人 员 作为 进修 和 自学 读物 。 我 们 现在 组 编 的 这 套 新 编 4 信息 .控制 与 系统 } 系 列 教 材 ， 
从 一 定 意 义 上 说 ,就 是 先前 那 套 教材 的 延 伟 和 发 展 ,以 反映 近 些 年 来 学 科 的 发 展 和 在 科学 
研究 与 教学 实践 上 的 新 成 果 和 新 进展 ,以 适应 当前 科技 发 展 和 教学 改革 的 新 形势 和 新 需 
要。 列 人 这 套 新 编 系 外教 材 中 的 著作 .大 多 是 清华 大 学 自动 化 系 开设 的 课程 中 经 过 较 长 
教学 实 帕 而 形成 的 , 既 有 多 年 教学 经 验 和 教学 改革 基础 上 的 新 编著 的 教材 ,也 有 部 分 原 系 
列 教 材 的 更 新 和 收 订 版 本 。 这 套 新 编 系列 教 材 总 体 上 仍 将 保持 原 系 列 教 材 求 新 与 求实 的 
风格 ,力求 反映 所 属 领域 的 基本 理论 和 新 近 进 展 , 力 求 艇 到 学 科 先 进 性 和 教学 适用 性 统 
一 。 稀 要 说 明 的 是 ,此 前 我 们 曾 以 + 信息 技术 从 书 》 为 名 组 编 这 套 教材 ,并 已 出 版 了 阁 干 种 
著作 。 现 为 使 * 书 "和 “名 ”更 为 相符 ,这 些 已 出 版 的 著作 将 在 重印 或 再 版 时 列 人 这 套 新 纺 
系列 教材 。 

我 们 希望 ,这 套 新 编 系列 教材 , 既 能 为 在 校 大 学 生 和 研究 生 的 学 习 提 供 内 容 先进 .论述 
系统 和 教学 适用 的 教材 或 参考 书 , 也 能 为 广大 科学 工作 者 与 工程 技术 人 员 的 知识 更 新 与 继 
续 学 习 提供 遂 合 的 和 有 价值 的 进修 或 自学 读物 。 我 们 同时 要 感谢 使 用 本 系列 教材 的 广大 教 
师 . 学 生 和 科技 工作 者 的 热情 支持 ,并 热忱 欢迎 提出 批评 和 意见 。 
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在 系统 与 控制 科学 领域 内 ,线性 系统 是 基本 的 研究 对 象 ,并 在 过 去 几 十 年 中 取得 子 众 
末 结 果 和 重要 进展 ,已 经 形成 和 发 展 为 相当 完整 和 相当 成 熟 的 线性 系统 理论 。 线 性 系 统 
理论 的 重要 性 首先 在 于 它 的 基础 性, 其 大 量 的 概念 ,方法 .原理 和 结论 ,对 于 系统 与 控制 理 
论 的 许 黎 学 科 分 支 , 诸 如 最 优 控制 . 非 线性 控制 . 鲁 炉 控制 .随机 控制 . 答 能 控制 .系统 辨识 
和 参数 悄 计 .过 程控 制 .数字 滤波 种 通信 系统 等 ,都 具有 重要 和 基本 的 作用 .成 为 学 妃 和 研 
究 这 些 学 科 必 不 可 少 的 基础 知识 。 有 鉴于 此 ,国内 外 许多 大 学 都 毫 无 例外 地 把 线性 系统 
理论 列 为 系统 与 控制 科学 方向 的 一 门 量 为 基础 的 课程 。 

本 书 是 4 线 性 系统 理论 } 一 书 的 新 版 本 . 《线性 系统 理论 》 自 1990 年 出 版 以 来 ,由 于 体 
系 新 颖 .内 容 丰 富 和 论述 严 末 , 兽 为 国内 近 百 所 大学 广泛 采用 作为 高 年 级 本 科 生 和 镀 究 生 
教材 ,受到 相关 院 校 师 生 欢迎 肯定 并 已 连续 8 次 重印 。1993 年 3 月 ,该 书 继 而 由 台北 需 
林 图 书 有 限 公 司 出 版 发 行 繁体 字 版 本 ,台湾 地 区 多 所 大 学 采用 作为 研究 生 教 材 或 参考 书 。 
1996 年 2 月 , 获 国 家 电 于 工业 部 第 三 届 全 国 工 科 电 子 类 专业 优秀 教材 一 等 燃 。1997 年 7 
月 , 获 国家 教育 委员 会 国家 级 教学 成 果 奖 二 等 奖 。1999 年 4 月 ,经 国务 院 学 位 委员 会 有 
关 学 科 组 审议 通过 , 列 人 首 批 由 国家 教育 部 研究 生 工 作 办 公 室 推荐 的 “研究 生 教 学 用 书 ”。 

《线性 系统 理论 3 第 2 版 ,在 保持 第 1 版 的 体系 结构 和 基本 特色 前 提 下 ,借鉴 10 年 来 
课程 改革 和 课程 教学 上 的 成 果 和 经 验 , 贤 纳 10 年 来 教材 使 用 中 的 反馈 意见 和 有 关 建 议 ， 
对 全 书 所 有 章节 的 内 容 安 排 和 论述 方式 都 作 了 全 方位 的 完全 改写 。 第 2 版 在 五 个 方面 对 
原 书 作 了 有 价 信 的 发 展 和 改善 。 一 是 ,增加 了 若干 新 的 内 容 , 删 节 了 若干 繁杂 内 容 , 使 全 
书 内 容 更 为 丰富 和 完整 。 二 是 ,突出 了 问题 的 背景 和 提 法 ,使 对 系统 的 分 析 和 和 综合 联 指 出 
其 实际 背景 又 注意 问题 形式 化 。 三 是 ,强调 了 贯穿 于 各 章 论 述 中 的 知识 点 ,将 所 涉及 的 重 
要 概念 ,理论 .原理 和 方法 以 结论 形式 组 成 为 各 章 内 容 的 “知识 点 ”"。 四 是 ,加 强 了 方法 的 
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计算 层面 ,在 注重 理论 层面 严谨 性 的 同时 ,使 所 提供 的 系统 分 析 和 系统 综合 的 方法 更 暴 实 
用 性 。 五 是 ,增添 了 小 结 和 归纳 ,新 版 对 除 绪 论 以 外 的 每 章 最 后 都 增 写 了 简要 的 “小 结 和 
评述 ” ,认定 位 和 要 点 对 各 章 论述 的 内 容 作 了 归纳 ,梳理 和 评述 。 可 俯 相 信 , 上 述 改 善 和 党 
试 ,将 会 使 本 书 的 内 容 全 面 性 和 教学 适用 性 得 到 很 大 提高 。 

本 书 以 大 学 理工 科 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 为 读者 对 象 , 系 统 地 和 有 重点 地 阅 述 分 析 
和 综合 线性 多 变量 系统 的 理论 与 方法 .在 内 容 选 择 和 取舍 上 ,力求 以 少 而 精 的 原则 论述 
线性 系统 理论 的 基本 概念 ,基本 方法 和 基本 结论 。 全 书 内 容 包 括 钱 性 系统 时 间 域 理论 和 
线 狂 系统 复 频率 域 理 论 两 个 部 分 ,前 者 以 状态 空间 描述 和 方法 为 核心 ,后 者 以 传递 函数 矩 
阵 的 矩阵 分 式 描述 和 和 多项式 答 阵 理论 为 基础 。 这 两 个 部 分 既 有 着 一 定 的 内 在 联系 和 相互 
衔接 ,又 具有 一 定 程度 的 相对 独立 性 。 钱 性 系统 理论 中 ,这 两 种 方法 在 理论 上 最 具有 基础 
性 ,而 在 工程 上 最 富 于 实用 性 ， 而 且 ,它们 夺 于 进一步 学 习 和 研究 线性 系统 理论 的 更 具 -- 
般 狂 和 更 为 抽象 的 分 支 ,如 线性 系统 风 何 方法 和 线性 系统 代数 理论 等 ,也 都 是 必 不 可 少 的 
基础 知识 。 

本 书 可 供 理工 科 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 作为 教材 或 参考 书 使 用 ,也 可 供 系 统 与 控制 
以 及 相关 领域 的 广大 工程 技术 人 员 和 科学 工作 者 自学 和 参考 。 本 书 所 需 的 数学 基础 是 微 
分 方程 和 矩阵 运算 的 基本 知识 。 对 于 高 年 级 本 科 生 ,可 选 学 本 书 的 第 一 部 分 , 即 前 5 童 和 
第 6 章 的 前 半 部 分 ,作为 一 个 学 期 课程 的 教学 内 容 。 对 于 已 具有 状态 空间 法 基本 知识 的 
研究 生 , 则 可 赂 去 第 1 章 到 第 5 童 ,以 第 6 章 大 部 分 内 容 和 整个 第 二 部 分 内 容 , 组 成 一 个 
学 期 课程 的 教学 内 容 。 书 中 对 绝 大 多 数 结论 都 提供 了 严格 和 完全 的 证 明 ,并 在 习题 中 外 
含 了 一 些 证 明 类 型 的 间 题 , 意 在 培养 和 训练 正确 的 逻辑 推理 能 力 各 技巧 。 但 对 于 学 时 较 
少 的 情况 ,讲授 中 完全 可 以 略 去 某 些 证 明和 推理 过 程 , 而 郑重 于 解释 清楚 结论 的 正确 内 
通 、 直 观 意义 和 需要 满足 的 条 件 , 引 导 正确 和 灵活 运用 理论 去 解决 现实 世界 中 的 问题 ， 此 
外 , 书 中 编选 了 一 批 相当 数 重 的 习题 供 选 做 , 它们 是 构成 本 书 不 可 缺少 的 组 成 部 分 ,对 于 
正确 理解 和 灵活 运用 书 中 给 出 的 概念 ,方法 和 结论 会 有 重要 的 帮助 。 

本 书 中 的 一 些 结果 引 自 于 作者 的 研究 论文 , 这些 研究 工作 曾 得 到 国家 自然 科学 基 镶 
的 资助 , 借 此 机 会 并 向 多 年 来 资 动 我 们 研究 工作 的 国家 自 热 科学 基金 委员 会 信息 科学 部 
表示 座 切 的 感谢 .在 准备 第 2 版 前 手稿 中 ,研究 生 张 洪 担负 了 全 书 公式 录 人 和 全 部 附 图 
计算 机 绘制 的 繁杂 工作 ,对 此 深 表 谢 意 。 此 外 ,还 要 感谢 清华 大 学 出 版 社 责 任 编辑 王 一 玲 
同志 ,感谢 她 为 本 书 的 编辑 和 出 版 作 了 很 多 细致 的 工作 和 提供 了 很 多 重要 的 帮助 

最 后 ,需要 指出 ,尽管 作者 花 了 几乎 一 年 的 时 间 来 重 写 第 2 版 ,但 书 中 难免 仍 会 有 不 
取 和 错误 之 处 ,衷心 希望 读者 不 音 批 评 指 正 。 


郑 大 钟 
2001 年 11 月 于 北京 清华 大 学 
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系统 控制 的 理论 和 实践 被 认为 是 20 世纪 中 对 人 类 生产 活动 和 社会 生活 发 生 重大 
影响 的 科学 领域 之 一 。 线 性 系统 理论 是 系统 控制 理论 的 一 个 最 为 基础 和 最 为 成 熟 的 
分 支 。 本 章 是 对 线性 系统 理论 的 一 个 概貌 性 的 论述 。 本 章 的 目的 是 ,着 重 就 研究 对 
象 . 基 本 内 容 和 论述 范围 等 作 :个 简要 的 介绍 ,以 期 在 宏观 层次 上 对 线性 系统 理论 有 
一 个 总 体 的 认识 。 


1.1 系统 控制 理论 的 研究 对 象 


系统 (system) 存 在 于 自然 界 和 人 类 社会 的 一切 领域 中 。 系 统 是 系统 控制 理论 所要 研 
究 的 对 象 。 这 一 节 是 对 系统 .动态 系统 .线性 系统 .系统 模型 等 基本 概念 的 一 个 基本 的 和 
概要 的 说 明 。 


系统 


从 系统 控制 理论 的 角度 ,通常 将 系统 定义 为 是 由 四 互 关 联 和 相互 制约 的 若干 “部 分 ” 
所 组 成 的 共有 特定 功能 的 一 个 "整体 *， 系 统 的 状态 由 描述 系统 主要 特征 前 变量 来 表示 。 
随 着 时 间 的 推移 系统 会 不 断 地 演化 。 导 致 系统 状态 和 演化 进程 发 生变 化 的 主要 因素 中 ， 
主要 包括 外 部 环境 的 影响 ,内 部 组 成 的 相互 作用 ,以 及 人 为 的 控制 作用 等 。 

可 以 看 出 ,系统 作为 系统 控制 理论 的 一 个 最 为 基本 的 概念 ,具有 如 下 的 3 个 基本 
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i 整体 性 。 囊 位 性 包含 了 丙 居 基本 含 广 。 一 是 ,强调 系统 在 结构 上 乒 的 整体 性 , 印 系 
统 由 “部 分 "所 组 成 ,各 组 成 名 分 之 加 的 相互 作用 是 通过 物 砚 .能 唱和 信息 的 交换 来 实现 
的 。 二 是 .突出 系统 行为 和 功能 由 整体 所 决定 的 特点 ,了 系 统 可 以 具有 上 其 组 成 部 分 所 没有 的 
功能 ,有 着 相同 组 成 部 分 但 它们 的 关联 和 作用 关系 不 问 的 两 个 系统 可 以 呈现 出 很 不 相同 
的 行为 和 功能 . 

《2) 抽象 性 。 在 现实 世界 中 ,一 个 系统 总 是 具有 只 体 的 物理 .和 白 然 或 什 会 属性 的 。 例 
如 ,工程 领域 中 的 机 电 系统 .制造 系统 .电力 系统 ,通信 系统 等 ,自然 领域 中 的 牛 物 系 统 . 生 
态 系 统 .气候 系统 等 ,以 及 社会 领域 中 的 经 济 系统 .人 口 系统 ,社会 系统 等 。 但 是 ,作为 系 
统 控 制 理论 的 研究 对 象 的 系统 ,常常 是 抽 去 了 具体 系统 的 物理 ,自然 或 社会 含义 ,而 把 它 
抽象 化 为 一 个 一 般 意义 下 的 系统 而 加 以 研究 。 系 统 概 念 的 这 种 抽象 化 处 理 . 有 助 于 揭示 
系统 的 一 般 特性 和 规律 ,使 系统 控制 理论 的 理论 和 方法 具有 普 适 性 . 

(3) 相对 性 。 在 系统 的 定义 中 ,所 谓 “ 系 统 " 和 “部 分 "这 种 称谓 具有 相对 的 属性 。 事 
实 上 ,对 于 一 个 系统 而 言 , 其 组 成 部 分 通常 也 是 由 若 于 个 更 小 部 分 所 组 成 的 一 个 系统 ,而 
这 个 系统 往往 又 是 另 一 个 系统 的 一 个 组 成 部 分 。 基 于 系统 的 这 种 相对 关系 ,人 们 常常 把 
系统 进一步 分 类 为 小 系统 、 系 统 ,大 系统 和 蕊 系统 。 这 种 区 分 反映 了 不 同系 统 在 组 成 规模 
和 信息 结构 上 的 不 同 复杂 程度 。 


动态 系统 


所 谓 动 态 系 统 , 就 是 运动 状态 按 确 定 规 律 或 确定 统计 规律 随时 间 演 化 的 一 类 系统 ， 
通常 ,也 称 动 态 系统 为 动力 学 系统 。 大 量 的 自然 系统 ,工程 系统 和 社会 系统 都 属于 动态 系 
统 。 动 态 系 统 是 系统 控制 理论 所 研究 的 主体 . 

动态 系统 的 行为 由 其 各 类 变量 间 的 关系 来 表征 。 系 统 的 变量 可 区 分 为 三 类 形式 。- 
是 反映 外 部 对 系统 的 影响 或 作用 的 输入 变量 组 如 控制 , 投 人 .扰动 等 ;二 是 肯 征 系统 状态 
行为 的 内 部 状态 变量 组 :三 是 反映 系统 对 外 部 作用 或 影响 的 输出 变量 组 如 响应 、 产 出 等 。 
对 于 很 大 的 一 类 动态 系统 ,可 以 基于 数学 语言 来 对 系统 变量 间 的 动态 过 程 进行 描述 ,这 种 
锚 述 常常 具有 微分 方程 组 或 差分 方程 组 的 形式 。 在 系统 措 述 的 基础 上, 通过 解析 推导 或 
数值 分 析 的 途径 ,可 对 系统 的 运动 规律 和 各 种 件 质 给 出 灵 格 的 和 定 呈 的 表达 

表征 系统 动态 过 程 的 数学 描述 具有 两 类 基本 形式 ， 一 是 系统 的 内 部 描述 ,通常 也 被 
称 为 “ 白 箱 描 述 ”, 它 是 建立 在 系统 的 内 部 机 理 为 已 知 的 前 提 之 上 的 。 内 部 描述 由 两 部 分 
组 成 。 一 部 分 是 反映 输入 变量 组 对 状态 变量 组 的 动态 影响 关系 ,其 描述 具有 微分 方程 组 
或 差分 方程 组 的 形式 ; 另 一 部 分 是 反映 给 入 变 量 组 和 状态 变量 组 两 者 到 输出 变量 组 问 的 
变换 影响 关系 ,其 描述 呈现 为 代数 方程 的 形式 。 二 是 系统 的 外 部 描述 ,通常 也 被 称 为 “时 
箱 描述 "或 输入 输出 描述 , 它 是 建立 在 系统 的 内 部 机 理 为 未 知 的 前 提 之 的、 外 部 描述 反 
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里 的 是 输入 变量 组 对 输出 变量 组 间 的 动态 影响 关系 ,描述 具有 高 阶 微分 方程 组 或 高 阶 车 
分 方程 组 的 此 式 。 对 于 特定 的 动态 系统 , 商 类 描述 之 间 可 以 进行 相互 的 转化 ,内 部 描述 通 
过 既定 的 关系 可 化 为 输 和 人 输出 描述 ,输入 输出 描述 也 可 通过 "实现 理论 * 所 提供 的 算法 化 
为 内 部 描述 ， 

对 于 动态 系统 ,我们 还 可 以 进一步 按照 其 机 制 .特性 和 作用 时 间 类 型 等 ,来 进行 多 种 
方式 的 分 类 ， 

(1) 从 机 制 的 角度 ,动态 系统 可 被 分 类 为 “连续 变量 动态 系统 ”(eontinuous variable 
dynamic systems, 简称 CVDS) 和 " 离 藤 事件 动态 系统 "( dserete event dynamic Systemnis， 
简称 DPEDS) 。 

连续 变量 动态 系统 服从 于 物理 学 定律 (如 电学 的 .力学 的 .热学 的 定律 等 或 广义 物理 
学 规律 (如 经 济 学 规律 ,人口 学 规律 .生态 学 规律 .社会 学 规律 等 ) ,其 数学 模型 可 表示 为 传 
统 意义 下 的 微分 方程 或 差分 方程 借助 于 数学 理论 所 提供 的 问题 描述 与 求解 方法 ,可 对 
这 类 系统 的 建 模 , 分 析 、 控 制 和 优化 进行 研究 ， 大 量 的 自然 系统 和 工程 系统 都 可 归属 于 
CVDS 的 范畴 。 

襄 散 事件 动态 系统 来 源 于 一 批 反 映 近 年 来 技术 发 展 方向 的 人 造 系统 ,其 典型 例子 如 
条 人 性 生产 线 或 装配 线 .大 规模 计算 机 /通信 和 网络、 空中 或 机 场 交通 管理 系统 .军事 上 的 3C 
系统 等 。 在 DEDS 中 ,对 系统 行为 进程 起 决定 作用 的 是 一 批 作 用 于 异步 离散 时 刻 的 离散 
事件 ,并 地 离散 事件 驱动 且 按 照 一 些 复杂 的 人 为 规则 相互 作用 来 导致 系统 状态 的 演化 。， 
对 DEDS ,按照 不 同 的 层次 ,需要 分 别 采用 排队 论 、 极 大 极 小 代数 、 自动 机 理论 . 佩 特 里 
CTetri) 网 等 数学 工具 来 进行 建 模 和 分 析 。 

本 书 中 ,我 们 主要 研究 连续 变量 动态 系统 分 析 与 综合 的 理论 和 方法 ， 有 关于 离散 事 
件 动态 系统 的 理论 和 方法 ,可 以 参看 有 关 的 著作 下 

(2) 从 特性 的 角 讶 ,动态 系统 可 分 别 分 类 为 线性 系统 (linear systems) 和 和 非 线 性 系统 
nonlinear systetns), 集中 参数 系统 ( lumped parameter systems) 和 分 布 参数 系统 
{distributed parameter systems) 

连续 变量 动态 系统 按 其 模型 的 关系 属性 可 分 类 为 线性 系统 和 非 线性 系统 。 称 描述 系 
统 模型 的 数学 方程 具有 线性 属性 的 系统 为 线性 系统 ,相应 地 称 模型 数学 方程 具有 非 线性 
属性 的 系统 为 非 线性 系统 ， 相 比 于 线性 系统 , 非 线性 系统 在 运动 行为 上 要 丰富 得 多 ,而 存 
分 析 上 则 要 复杂 得 多 。 研究 表明 ， 如 分 灵 {bifarcation). 混 法 《ehaos) .奇异 吸引 子 
《Strange attractor) 等 一 些 重要 的 现象 .部 只 可 能 出 现在 非 线性 系统 中 但 是 ,在 现今 的 
非 线性 系统 控制 理论 中 ,线性 系统 的 理论 和 方法 ,仍然 是 不 可 或 缺 的 基础 ， 

连续 变量 动态 系统 按 其 参数 的 空间 分 布 类 型 可 分 类 为 集中 参数 系统 和 分 布 参 笋 系 
统 。 集中 参数 系统 是 一 类 不 存在 或 不 考虑 参数 的 空间 分 布 性 的 连续 变量 动态 系统 在 模 


工 郑 大 钟 ,者 干 川 .离散 囊 件 动态 系统 . 此 名 :清华 大 学 出 版 社 ,2001 


4 第 1 章 绪论 


型 形式 上 ,连续 时 间 的 集中 参数 系统 可 以 由 党 微分 方程 来 描述 ,属于 有 穷 维系 统 。 在 现实 
韦 党 中 .大 量 的 连续 空 晤 疤 态 系统 都 可 归属 于 或 近似 化 为 集中 参数 系统 。 相 应 地 ,分 布 
参数 系统 是 必须 着 虑 其 参 数 的 空间 分 布 性 的 一 类 连续 上 变量 动态 系统 ,需要 末 用 偏 微 分 
方程 来 描述 .属于 无 穷 维 系统 。 林 比 于 集中 参数 系统 ,分 布 参数 系统 的 分 析 更 复杂 
得 多 . 

本 书 中 ,我 们 限于 研究 线性 系统 和 集中 参数 系统 ,包括 系统 分 析 和 综合 的 理论 和 方 
法 。 有 关于 非 线 性 系统 种 分 布 傅 数 系统 的 理 沦 和 方法 ,of 以 参看 三 关 的 著作 +， 

(3》 从 作用 时 间 类 型 的 角度 ,动态 系统 可 捉 分 类 为 连续 时 间 系 统 (eontinuous time 
systems) 和 离散 时 间 系 统 {(djscrete time systems)。 

连续 时 间 系统 和 离散 时 间 勾 统 的 一 个 基本 区 别 在 于 ,前 者 中 变量 的 作用 时 刻 是 连续 
的 ,描述 系统 动态 过 程 的 模型 旱 现 为 微分 方程 的 形式 ,后 者 中 变量 的 作用 时 刻 是 离散 的 采 
样 时 刻 ,描述 系统 动态 过 程 的 模型 呈现 为 差分 方程 的 形式 ， 从 本 质 上 来 说 ,大 多 数 动态 系 
统 都 属于 连续 时 间 系 统 的 范畴 。 相 比 于 连续 时 间 系 统 , 离 散 时 间 系 统 在 分 析 和 计算 上 要 
简单 得 名 

苑 着 数字 计算 机 的 普及 和 其 在 系统 控制 中 的 六 旗 应 用 ,离散 时 间 系 统 日 益 显 出 其 重 
要 性。 事实 上 ,大 基 的 连续 时 间 系 统 常 被 通过 采样 的 途径 而 化 为 时 间 离散 化 系统 来 进行 
分 析 和 控制 。 而 作为 其 中 的 重要 类 型 的 数据 采样 系统 (data-sampled systems) 也 已 成 为 
系统 控制 理论 中 的 一 个 重要 分 支 。 

本 书 中 ,我 们 将 同时 涉及 连续 时 间 系 统 和 离散 时 间 系 统 的 分 析 和 综合 的 理论 和 方法 ， 
并 以 连续 时 间 系 统 为 主 。 


线性 系统 


线性 系统 理论 的 研究 对 象 为 线性 系统 。 线性 系统 是 最 为 简单 和 最 为 基本 的 一 类 动态 
系统 。 线性 系统 理论 是 系统 控制 理论 中 研究 最 为 充分 .发展 最 为 成 熟 和 应 用 最 为 广 涝 的 
一 个 分 支 ， 线性 系统 理论 中 的 很 多 概念 和 方法 ,对 于 研究 系统 控制 理论 的 其 他 分 支 ,如 非 
线性 系统 理论 ,最 优 控制 理论 . 自 适 应 控 制 理论 、 重 棒 控 制 理论 ,随机 粹 制 理 论 等 , 癌 伴 也 
是 不 可 通 少 的 基础 。 
线性 系统 的 一 个 基本 特征 是 其 模型 方程 具有 线性 属性 即 满足 倒 前 原理。 得 加 原理 是 
带 , 着 表 系 统 的 数学 描述 为 , 则 对 任意 两 个 输入 变量 和 uz 以 及 任意 两 个 非 害 有 限 常 
数 c 和 Ca ' 必 成 立 关系 式 ， 
Liom teu) = cL(n) 十 总 Ci 《了 31. 12 


了 高 为 炳 . 非 线性 控制 系统 导论 . 北京 :科学 出 版 持 ,198R 
上 康宁 ,分布 参 数控 制 系统 . 北京 ,科学 出 版 社 ,1986 


1.1 系统 控制 理论 的 研究 对 象 | 时 计量 证 计 


进一步 ,对 线性 系统 的 定义 及 其 相关 属性 ,还 需 便 如 下 的 一 些 说 则 。 

(1) 产 格 性 。 衣 常 ,线性 系统 o] 基于 水 同 角 度 进 行 定 欠 。 亿 是 ,研究 表明 ,只 有 基于 
合 加 原理 的 定义 才 是 严格 的 。 例 如 ,大 们 常常 习惯 于 从 物理 的 角度 ,把 线 件 系统 定义 为 由 
线性 物理 元 件 所 组 成 的 系统 ,这 个 定 交 无 疑 星 充分 的 ,但 并 涉 是 必要 的 。 事 实 上 ,可 以 容 
易 举 出 反例 , 某 个 包含 非 线 性 物理 元 件 的 系统 ,其 模型 方程 仍 具 有 线性 属性 即 满足 琶 加 原 
理 , 也 就 是 对 于 所 讨论 的 状态 变量 而 诗 这 个 系统 仍 可 归属 于 线性 系统 的 范畴 。 

(2) 对 登 加 原理 的 限制 。 人 在 上 述 线性 系统 的 定义 中 , 避 加 原型 的 关系 式 (1, 1) 通 常 限 
制 于 有 限 项 和 。 如 果 不 引 人 附加 的 假 汕 ,一 - 般 就 不 能 推广 到 无 穷 玩 和 ， 

(3) 局 加 原理 所 导致 的 研究 上 的 简便 性 。 线 性 系统 满足 琶 加 原理 这 一 属性 .导致 了 
其 在 数学 处 理 上 的 简便 性 ,使 得 可 以 采用 比较 成 熟 和 比较 简便 的 数学 工具 ,如 数学 变换 
〈 傅 里 叶 变 换 . 拉 普 拉 斯 变换 等 ) 和 线性 代数 等 ,来 分 析 和 综合 系统 的 动态 过 程 ， 

(4) 线性 系统 的 现实 性 。 严格 地 说 ,一 切 实际 动态 系统 都 基 非 线性 的 ,真正 的 线性 系 
统 在 现实 世界 中 是 不 存在 的 。 但 是 , 另 一 方面 ,对 于 很 大 一 部 分 实际 系统 ,它们 的 某 些 主 
要 关系 特性 可 以 在 一 定 范围 内 足够 精确 地 用 线性 系统 来 加 以 近似 地 代表 并 且 ,实际 系 
统 与 其 理想 化 线性 系统 间 的 差别 ,相对 于 所 研究 的 问题 而 言 已 经 小 到 无 闫 紧要 的 程度 而 
可 予以 忽略 不 计 ， 因此 ,从 这 个 意义 上 说 ,线性 系统 或 者 线性 化 系统 在 现实 问题 中 又 是 大 
量 存在 的 ,而 这 正 是 研究 线性 系统 的 实际 背景 。 

(5) 实际 系统 可 否 按 线性 系统 处 理 的 判断 问题 ， 对 一 个 具体 的 实际 系统 可 否 按 线性 
系统 来 加 以 研究 ,一 般 难 以 给 出 普 适 的 和 绝对 的 判断 淮 则 ,需要 就 具体 系统 进行 具体 的 分 
析 。 这 里 ,不 仅 需要 考虑 系统 本 身 的 因素 ,而 且 同 样 需要 考虑 系统 所 研究 的 问题 因素 ,只 
有 从 这 两 个 方面 综合 加 以 权衡 ,才能 比较 合理 地 确定 可 否 把 一 个 实际 系统 当成 为 线性 系 
统 来 进行 研究 。 对 于 大 多 数 常见 的 实际 工程 系统 ,这 种 判断 道 常 并 不 是 一 件 复 杂 的 事情 . 

对 于 线性 系统 ,通常 还 可 进一步 细 分 为 线性 时 不 变 系统 (linear time invariant 
systems) 和 线性 时 变 系 统 (linear time varying systems) 两 类 ， 

线性 时 不 变 系 统 也 称 为 线性 定常 系统 或 线性 常 系数 系统 ， 其 特点 是 ,描述 系统 动态 
过 程 的 线性 微分 方程 或 差分 方程 中 ,每 个 系数 都 是 不 随时 间 变 化 的 函数 . 从 实际 的 观点 
而 言 ,线性 时 不 变 系统 也 是 实际 系统 的 一 种 理想 化 模 开 ,实质 上 旦 对 实际 系统 经 过 近似 化 
和 工程 化 处 理 后 所 导出 的 一 类 理想 化 系统 。 但 是 ,由 于 线性 时 不 变 系统 在 研究 上 的 简便 
住 和 基础 性 ,并 且 为 数 很 多 的 实际 系统 都 可 以 在 一 定 范围 内 足够 精确 地 用 线性 时 不 变 系 
统 来 代表 ,因此 自然 地 成 为 线性 系统 理论 中 的 主要 研究 对 象 。 

线性 时 变 系 统 也 称 为 线性 变 系 数 系统 ， 其 特点 是 .表征 系统 动态 过 程 的 线性 微分 方 
程 或 差分 方程 中 ,至 少 包 含 一 个 参数 为 随时 间 变 化 的 函数 芷 现实 此 界 中 ,由 于 系统 外 部 
和 内 部 的 原因 ,参数 的 变化 是 不 可 避免 的 ,因此 严格 地 说 几乎 所 有 系统 都 属于 时 变 系 统 的 
范畴 。 但 是 ,从 研究 的 角度 ,只 要 参数 随时 间 的 变化 远 慢 于 系统 状态 随时 间 的 变化 ,那么 
就 可 将 系统 按时 不 变 系统 来 研究 ,由 此 曾 导致 的 误差 完全 可 以 达到 忽略 不 计 的 程度 ， 
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线性 时 不 变 系统 和 线性 时 变 系统 在 系统 描述 上 的 这 种 区 别 , 既 决定 了 两 者 在 运动 状 
态 特 性 上 的 实质 必 差 别 ,也 决定 了 两 考 在 分 析 和 综合 方法 的 复杂 程度 上 的 重要 差别 。 囊 
实 上 , 比 之 线性 时 不 变 系统 ,对 线性 时 变 系统 的 研究 要 远 为 复杂 得 多 .也 远 为 不 成 熟 得 多 
有 鉴于 北 ,本 书 将 以 线性 时 不 变 系统 作为 研究 的 重点 .对 线性 时 变 系 统 只 络 以 基本 的 
讨论 ， 


系统 模型 


系统 建 伐 即 对 系统 建立 模型 ,在 系统 控制 理论 中 具有 基本 的 重要 性 。 建 覃 的 目的 在 
于 次 入 和 定量 地 揭示 系统 行为 的 规律 性 或 因果 关系 性 。 建 模 的 实质 是 对 系统 的 动态 过 程 
即 各 个 变量 和 参量 间 的 关系 按照 研究 需要 的 角度 进行 描述 。 系统 模型 就 是 对 现实 世界 中 
的 系统 或 其 部 分 属性 的 一 个 简化 的 描述 。 

对 于 系统 建 模 和 系统 模型 中 的 有 关 概 念 和 问题 ,有 必 此 作 如 下 几 点 说 明 。 

(1) 系统 模型 的 作用 。 建 模 的 作用 主要 体现 在 三 个 方面 。 一 是 ,进行 仿真 的 需要 , 即 
通过 对 实际 系统 建立 模型 ,以 实现 在 计算 机 上 对 系统 进行 数学 仿真 特别 是 ,对 于 许多 复 
杂 的 工业 控制 过 程 和 社会 经 济 系统 , 建 模 往往 是 最 为 关键 和 最 为 困难 的 任务 二 是 ,用 以 
允 测 或 预报 实际 系统 的 某 些 状 态 的 发 展 态势 ,例如 天 气 预 报 、 经 济 发 展 预测 .人 口 增长 项 
测 等 。 三 是 ,对 系统 综合 或 设计 控制 器 的 需要 , 即 基 于 被 控 对 象 的 模型 和 期 望 指标 .运用 
控制 理论 所 提供 的 方法 和 算法 来 设计 控制 器 . 

(2) 模型 类 型 的 多 样 性 。 由 实际 系统 的 多 样 性 和 不 同 复杂 性 所 决定 ,并 不 是 所 有 系 
统 都 有 可 能 采用 数学 模型 来 表征 ， 按照 系统 的 不 同类 型 和 不 同情 况 , 系 统 描 述 的 类 型 叶 
现 出 很 大 的 多 样 性 和 差异 性 。 有 的 只 能 采用 语言 ,数据 ,图表 或 计算 机 程序 来 描述 ,有 的 
则 可 采用 逻辑 关系 .映射 关系 或 数学 方程 来 措 述 ， 

(3) 数学 模型 的 基本 性。 系统 控制 理论 着 重 于 研究 可 以 采用 数学 模型 表征 的 系统 。 
数学 模型 就 是 用 数学 语言 描述 的 一 类 系统 模型 。 方程 描述 是 数学 模型 的 主要 形式 ,如 一 
个 或 一 组 代数 方程 .微分 方程 .差分 方程 .积分 方程 或 随机 方程 ,或 者 它们 的 蘑 种 组 会 ， 数 
学 模型 的 其 他 重要 形式 ,还 有 代数 .几何 ,拓扑 .数理 逻辑 等 措 述 的 模型 、 但 是 ,应 当 注 意 
的 是 ,数学 模型 只 是 对 实际 系统 的 行为 和 特征 的 拱 述 ,并 不 能 反映 系统 的 实际 结构 ， 

(4) 建立 数学 模型 的 途径 。 对 一 个 实际 系统 建立 数学 模型 通常 有 两 种 基本 途径 。- 
是 ,机 理 建 模 的 途径 ， 其 思路 是 ,利用 相应 的 “物理 学 定律 "或 “广义 物理 学 定律 ,对 系统 
的 各 个 变量 和 各 个 参量 间 建 立 起 对 应 的 数学 方程 ， 这 种 建 模 方法 的 特点 是 ,物理 概念 清 
楚 , 物 理 意 义 明显 ,但 一 般 只 能 用 于 较为 简单 的 系统 。 一 是 ,系统 辨识 的 途径 。 其 思路 是 . 
基于 一 定 条 件 下 对 系统 引入 典型 激励 信号 所 获得 的 输入 输出 数据 ,利用 相应 的 数学 方法 
如 最 小 二 乘法 或 扩展 最 小 二 乘法 等 ,建立 反映 系统 变量 关系 的 数学 方程 现今 ,系统 辨识 
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1.2 绿 性 系统 理论 的 基 本 概 角 7 
已 经 成 为 系统 控制 理论 中 的 一 个 独立 的 和 重 查 的 分 垃 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 相应 的 
专著 

(5) 系统 建 模 的 准则 。 在 对 实际 系统 的 建 模 中 , 常 玫 会 面临 一 个 令 人 两 难 的 问题 。 
一 方面 ,总 是 希望 在 保持 系统 的 一 些 本 质 特征 的 前 提 下 使 系统 借 型 尽 可 能 简单 .以 利于 简 
化 对 系统 的 分 析 和 综合 ; 另 一 方面 ,也 总 是 希望 基于 系统 模型 的 分 析 和 综合 结果 ,能 足够 
淮 确 地 反映 实际 系统 的 行为 。 全 基 ,; 止 如 一 和 锯 成 语 所 说 的 ,“ 人 银 和 能 掌 不 可 茹 得 ”"。 因 此 ， 
系统 建 模 中 应 当 遵 循 的 一 条 准则 是 ,必须 在 系统 模型 的 简单 性 和 分 析 结 果 的 准确 性 之 间 
作出 适当 的 折 训 。 


1.2 线性 系统 理论 的 基本 概 狐 


线性 系统 理论 是 一 门 以 研究 线性 系统 的 分 析 与 综合 的 理论 和 方法 为 基本 任务 的 学 
科 。 研究 线性 系统 的 目的 在 于 ,认识 和 避免 线性 系统 中 可 能 发 生 的 有 害 运 动 行为 ,了 解 和 
掌握 使 线性 系统 具有 所 期 望 的 性 能 的 方法 和 手段 。 术 节 是 对 线性 系统 理论 的 基本 内 容 、 
和 发展 过 程 和 主要 学 派 等 的 一 个 粗 线条 的 介绍 。 


线性 系统 理论 的 主要 内 容 


线性 系统 理论 着 重 于 研究 线性 系统 状态 的 运动 规律 和 改变 这 种 运动 规律 的 可 能 性 和 
方法 ,以 建立 和 揭示 系统 结构 ,参数 ,行为 和 性 能 间 的 确定 的 和 定量 的 关系 。 通常 ,研究 系 
统 运 动 规律 的 问题 称 为 分 析 问题 ,研究 改变 运动 规律 的 可 能 性 和 方法 的 问题 则 为 综合 闸 
题 。 人 哲学 的 角度 而 言 ,前 者 属于 认识 系统 的 范畴 ,后 者 属于 改造 系统 的 范围 . 

线性 系统 的 理论 和 方法 是 建立 在 其 模型 基础 之 上 的 ， 不 管 是 对 系统 进行 分 析 还 是 综 
合 ,一 个 首要 的 前 提 是 建立 起 系统 的 数学 模型 。 建立 模型 时 ,最 重要 的 是 要 确定 什么 是 需 
要 反映 和 研究 的 主要 系统 属性 ,并 在 此 基础 上 来 定 出 它们 的 定量 关系 。 随 着 所 考察 问题 
的 性 质 的 不 同 ,一 个 系统 可 以 有 不 同类 型 的 模型 ,它们 代表 了 系统 的 不 同 侧面 的 属性 系 
统 数学 模型 的 基本 要 素 是 变量 .参量 .常量 和 它们 之 间 的 关系 。 变量 包括 状态 变 重 . 输 人 
变量 和 输出 变量 ,有 些 情况 下 还 需 考虑 扰动 变量 。 参量 可 以 是 系统 的 参数 或 表征 系统 性 
能 的 参数 ,前 者 受 系统 坏 境 的 影响 可 产生 变动 ,后 者 可 随 设计 要 求 面 人 为 地 改变 其 取 值 
常量 是 指 系统 中 不 随时 间 改 变 的 参数 。 线性 系统 的 数学 模型 有 两 种 主要 形式 ,即时 间 域 
模型 和 频率 域 模 型 。 时 间 域 模型 表现 为 微分 方程 组 或 差分 方程 组 ,可 同时 适用 于 线性 
时 不 变 系统 和 线性 时 变 系统 。 频率 域 模型 表现 为 传递 五 数 和 频率 响应 ,只 适用 于 线性 
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时 不 变 系 统 。 对 应 于 系统 的 这 两 类 模型 ,已 经 发 展 人 和 形成 了 线性 系统 埋 论 中 的 两 类 不 
同方 法 ， 
突 天 统 数学 模型 的 基山 上 .可 以 抱 线 伯 系 统 于 和 浊 一步 分 为- 分 析 理 论 " 和 -综合 
论 "两 个 基本 部 分 ， 

(1) 线性 系统 分 析 理 论 。 线 性 系统 的 分 析 还 可 进一步 区 分 为 “定量 分 析 ” 和 "定性 分 
析 " 两 类 情况 。 丙 者 对 研究 系统 的 运动 规律 和 结构 特性 具有 同样 重要 的 意义 ， 

定量 分 析 的 关注 点 是 建立 系统 状态 或 输出 相对 干 给 入 的 因果 关系 的 一 - 般 表达 式 . 
以 作为 分 析 系 统 的 响应 和 性 能 的 基础 。 从 数学 的 角度 ,系统 分 析 归 结 为 求解 作为 系统 
数学 模型 的 微分 方程 组 或 差分 方程 组 。 从 计算 的 角度 , 当 应 用 一 般 关 系 式 来 分 析 比 较 
复杂 的 线性 系统 的 响应 时 ,将 会 面临 繁多 和 复杂 的 计算 , 常 需 借助 于 计算 机 来 完成 ， 
在 这 方面 ;流行 其 广 的 应 用 软件 MATILAR 可 以 提供 很 大 的 帮助 ,对 此 读者 可 参看 有 关 
的 著作 人 ， 

定性 分 析 着 重 于 研究 对 系统 性 能 和 控制 具有 重要 意义 的 基本 结构 特性 。 结构 特性 主 
要 包括 稳定 性 ,能 控 性 与 能 观测 性 , 互 质 性 等 。 对 系统 结构 特性 的 分 析 , 既 是 对 线性 系统 
特性 本 身 的 揭示 ,也 是 进一步 研究 系统 综合 问题 的 需要 。 线 性 系统 的 定性 分 析 理 论 ,在 线 
性 系统 理论 中 占有 重要 的 位 置 。 

(2) 线性 系统 综合 理论 。 综 合 是 对 分 析 的 一 个 反 命题 。 对 系统 的 综合 是 建立 在 系统 
分 析 基 础 上 的 。 系 统 综合 的 目的 是 使 系统 的 性 能 达到 期 望 的 指标 或 实现 最 优化 。 

直观 地 说 ,系统 综合 就 是 同时 基于 系统 模型 和 期 望 性 能 指标 确定 满足 综合 要 求 的 控 
制 器 。 控 制 器 的 基本 形式 为 反馈 控制 ,包括 状态 反馈 和 输出 反馈 ,在 一 些 情况 下 还 需 同时 
引信 附 加 的 补偿 器 。 

系统 综合 的 研究 面临 三 个 基本 问题 。 一 是 ,可 综合 性 问题 。 其 含义 是 ,对 应 于 给 定 的 
系统 和 给 定 的 期 望 性 能 指标 ,建立 起 系统 能 够 实现 综合 指标 所 需 满足 的 条 件 。 二 是 ,综合 
算法 。 其 含义 是 ,对 满足 可 综合 性 条 件 的 系统 ,建立 用 来 确定 控制 器 的 计算 方法 ,通常 总 
是 要 求 这 种 算法 可 在 计算 机 上 实现 。 三 是 ,综合 得 到 的 控制 系统 在 工程 实现 中 出 现 的 理 
论 性 问题 。 这 是 因为 ,系统 的 综 台 是 相对 于 系统 模型 进行 的 ,而 所 导出 的 控制 器 将 施加 和 
作用 于 实际 系统 ,由 此 必然 产生 一 系列 实际 性 问题 。 这 些 问题 主要 有 .在 状态 变量 不 能 人 
部 直接 测量 情况 下 如 何 来 构成 状态 反馈 ,系统 模型 的 不 精确 会 对 综合 结果 造成 什么 样 的 
影响 ,参数 不 可 避免 的 摄 动 将 对 系统 性 能 导致 什么 样 的 影响 ,扰动 对 系统 性 能 影响 的 抑制 
和 消除 等 。 不 解决 这 些 实际 问题 ,系统 综合 中 所 达到 的 期 望 性 能 指标 仍然 是 没有 保证 的 ， 
对 此 ,传统 的 做 法 是 采取 相应 的 技术 手段 ,如 对 系统 的 精心 调试 和 采取 对 应 的 补偿 措施 
而 在 系统 控制 理论 中 ,通常 这 些 实际 问题 也 被 化 成 为 理论 问题 来 加 以 研究 ,从 理论 上 保证 
使 所 综合 的 控制 系统 在 实际 环境 中 仍 能 达到 期 望 的 性 能 ， 
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线性 系统 拧 制 理论 与 一 切 其 他 技术 科学 学科 一 样 ,也 是 在 社会 发 展 需求 的 推动 下 ,从 
解读 相应 时 代 的 重大 实际 生产 和 工程 问 是 的 需要 中 产 牛 和 发 展 起 来 的 。 一 般 认为 , 率 奎 
斯 特 (1. MyqguisD 在 20 世纪 30 年 代 初 对 反馈 放大 器 稳定 性 的 研究 ,是 系统 控制 作为 一 
门 学 科 发 展 的 开端 。 线 性 系统 理论 的 发 展 过 程 钴 历 了 "经 典 线性 系统 理 伦 ”和 “现代 线性 
系统 理论 "两 个 阶段 。 

(1) 经 典 线性 系统 理论 ， 线 性 系统 的 经 典 理论 形成 于 20 世纪 一 四 十 年 代 , 以 一 项 理 
论 性 结果 为 标志 。`- 是 奈 奎 斯 特 1932 年 提出 的 关于 反馈 放大 器 稳定 性 的 结果 ,这 个 结果 
揭示 了 反馈 系统 中 产生 条 件 不 稳定 的 原因 ,给 出 了 判断 反馈 系统 稳定 任 的 准则 即 奈 妹 斯 
符 判 据 ,提供 了 避免 不 稳定 振 莫 的 方法 。 二 是 波 特 (Bode) 在 20 世纪 40 年 代 初 引 人 的 相 
对 于 对 数 频率 的 对 数 增益 图 和 线性 相位 图 即 波 特 图 , 波 特 图 大 大 简化 了 当时 已 经 十 分 济 
行 的 上 括 率 响应 特性 的 运算 和 作 图 过 程 ,使 基于 频率 响应 的 分 析 与 综合 区 馈 控 制 系统 的 实 
用 理论 和 方法 得 以 形成 。 三 是 仇 万 思 (W. R. Evans)1948 年 提出 的 根 轨 迹 法 ,这 种 方法 为 
以 复 变 量 理论 为 基础 的 控制 系统 的 分 析 和 设计 理论 和 方法 开辟 了 新 的 途径 ， 

经 典 线 性 系统 控制 理论 的 应 用 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 取 得 了 巨大 的 成 功 。 集 自动 跟 
跃 和 自动 控制 功能 的 雷达 -火炮 系统 和 具有 基本 自动 控制 功能 的 V2 火箭 等 ,就 是 其 中 较 
为 突出 的 范例 。 到 20 世纪 50 年 代 中 期 ,线性 系统 控制 理论 已 经 发展 成 熟 和 完备 ,并 在 大 
量 的 武器 自动 控制 和 工业 过 程 与 装置 的 自动 控制 领域 中 得 到 了 成 功 的 应 用 。 与 此 同时 ， 
线性 系统 控制 理论 对 经 典 非 线性 系统 理论 的 发 展 ,也 产生 了 深刻 的 影响 

经 典 线性 系统 理论 的 主要 研究 对 象 是 单 给 入 单 输出 线性 时 不 变 系统 主要 的 数学 基 
击 是 傅 里 叶 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 。 描述 系统 的 基本 数学 模型 为 传递 函数 和 频率 响应 ， 分 
析 和 综合 控制 系统 的 主要 方法 是 频率 响应 法 和 根 轨迹 法 ， 系统 分 析 设 计 中 所 采用 的 主要 
手段 是 作 图 和 工程 近似 的 有 机 结合 。 经 典 线性 系统 理论 的 突出 特点 是 ,物理 概念 清晰 , 研 
究 思 路 直观 ,方法 简便 实用 ,易于 为 工程 技术 人 员 所 掌握 和 采用 经 典 线性 系统 理论 从 概 
念 和 方法 上 为 线性 系统 控制 建立 了 基础 ,所 采用 的 方法 为 现代 数字 计算 机 尚未 产生 和 普 
及 的 那个 时 伐 提 供 了 非常 实用 高 效 的 于 段 ,甚至 在 今天 至 少 对 于 单 输入 单 输出 线性 时 不 
变 系 统 的 分 析 和 综合 仍 不 失 其 价值 和 魅力 。 并 共 , 随 着 数字 计算 机 的 广泛 普及 ,使 得 有 可 
能 对 线 人 性 系统 的 分 析 和 综合 直接 置 于 时 各 领域 里 来 进行 。 经 典 线性 系统 理论 的 局 限 性 表 
现在 ,一 般 难于 有 效 地 处 理 多 给 和 人 多 输出 线性 系统 的 分 析 综合 ,以 及 难以 提示 系统 内 部 结 
构 的 更 为 深刻 的 特性 。 

(2) 现代 线性 系统 理论 。 在 第 二 次 世界 大 战 结束 后 的 20 世纪 50 年 代 兰 勃兴 起 的 航 
天 技术 需求 推动 下 ,线性 系统 理论 在 1960 年 前 后 开始 了 从 经 典 理论 到 现代 理论 的 过 渡 。 
反 且 这 种 过 小 的 重要 标志 性 成 果 是 ,卡尔 曼 (R. 下 上 Kalman 把 在 分 析 力 学 中 广 为 采 用 的 
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状态 空间 描述 时 入 到 线性 系统 控制 理论 中 来 .在 此 基础 上 引入 了 对 研究 系统 结构 和 控制 
有 具 太 基 平 意义 的 能 控 性 利 能 观测 性 的 概念 。 随后 ,经 过 50 年代 和 70 年 代 的 大 发 展 ,系统 
地 形成 了 基于 状态 空间 描述 的 分 折 与 综合 线性 系统 的 状态 空间 法 。 

状态 空间 法 的 基本 特点 是 ,采用 状态 空间 异 述 这 标 系 统 内 部 描述 来 取代 经 典 线性 系 
统 理论 中 习以为常 的 传递 肾 数 形式 的 外 部 输入 输出 描述 ,并 将 对 系统 的 分 析 和 综合 直接 
置 于 时 间 左 内 来 进行 。 状 态 空间 法 吕 辣 时 适用 于 单 输 入 单 输出 系统 和 多 输入 多 输 出 系 
统 , 线 性 时 不 变 系统 和 线性 时 变 系统 ,并 用 大 大 拓宽 了 所 能 处 理 癌 题 的 领 研 。 在 状态 空间 
描述 基础 上 所 揭示 的 能 控 性 和 能 观测 性 这 两 个 概念 ,已 被 证 明 是 线性 系统 理论 中 两 个 最 
为 基本 的 特性 。 能 控 性 和 能 观测 性 的 引入 ,导致 了 线性 系统 的 分 析 和 综合 在 指导 原则 上 
的 一 个 根本 性 的 变化 ， 这 种 变化 ,集中 表现 为 用 “系统 内 部 研究 "代替 了 传统 的 “系统 外 部 
研究 ", 并 使 系统 分 析 和 综合 过 程 建立 在 严格 的 理论 基础 上 ， 通常 , 称 建 立 在 状态 罕 间 法 
基础 上 的 线性 系统 的 分 析 和 综合 方法 为 现代 线性 系统 理论 ， 

在 状态 空间 落 的 基础 上 ,线性 系统 理论 不 论 是 研究 内 容 还 是 研究 方法 上 ,又 出 现 了 _- 
系列 新 的 发 展 。 出 现 了 着 草 从 几何 方法 角度 研究 线性 系统 的 结构 和 特性 的 线 件 系统 几何 
理论 ,出 现 了 以 抽象 代数 为 工具 的 线性 系统 代数 理论 ,出 现 了 在 推广 经 典 频率 法 基础 上 发 
懂 起 来 的 多 变量 频率 域 理 论 。 与 此 同时 , 随 着 计算 机 硬 软 件 技术 的 发 展 和 普及 , 续 性 系统 
分 析 和 综合 中 的 计算 问题 ,特别 是 其 中 的 病态 问题 和 数值 稳定 性 问题 ,以 及 利用 计算 机 对 
线性 系统 进行 辅助 分 析 和 辅助 设计 的 问题 ,也 都 得 到 了 广泛 研究 。 可 以 说 ,线性 系统 理论 
- 是 系统 与 控制 理论 中 最 为 成 熟 和 最 为 基础 的 一 个 组 成 分 去 。 系统 与 控制 理论 的 其 他 分 
文 ,如 最 优 控制 理论 、 最 优 估计 理论 .随机 控制 理论 、 非 线性 系统 理论 、 大 系统 理论 . 鲁 棒 篇 
制 理论 等 ,都 不 同 程度 地 受到 线性 系统 理论 的 概念 ,方法 和 结果 的 影响 和 推动 


线性 系统 理论 的 主要 学 派 


在 线性 系统 理论 的 领域 中 ,基于 所 采用 的 分 析 工 具 和 所 采用 的 系统 描述 的 不 同 ,号 经 
形成 了 四 个 平行 的 分 支 。 这 些 分 支 是 ,线性 系统 的 状 夸 空间 法 ,线性 系统 的 几何 理论 , 线 
性 系统 的 代数 理论 ,以 及 线性 系统 多 变量 频 域 方法 . 通常 认为 ,它们 以 不 同 的 研究 方法 构 
成 了 线性 系统 理论 中 四 个 主要 学 派 。 

(1) 线性 系统 的 状态 空间 法 。 状态 空间 法 是 线性 系统 理论 中 形成 最 早 和 影响 最 广 的 
一 个 分 支 。 在 状态 空间 法 中 ,表征 系统 动态 过 程 的 数学 模型 是 反映 输 人 变量 .状态 变量 和 
摘出 变量 问 关系 的 一 对 疝 量 方程 , 称 为 状态 方程 和 输出 方程 、 状态 空间 东 本 质 上 是 一 种 
时 间 域 方法 ,主要 的 数学 基础 是 线性 代数 和 算 阵 理论 ,系统 分 析 和 综合 中 所 涉及 的 计算 主 
要 为 撼 阵 运 算 和 算 阵 变换 ,并 且 这 类 计算 问题 已 经 有 比较 完备 的 软件 ,适宜 在 计算 机 上 来 
进行 。 个 管 是 系统 分 析 还 是 系统 综合 ,状态 空间 法 都 已 经 发 展 了 -整套 较为 完整 的 和 较 
为 成 熟 的 理论 和 算法 ， 从 发 展 历史 的 角度 可 以 说 ,线性 系统 理论 的 其 他 分 支 ,大 都 是 在 状 
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态 空间 法 的 影响 和 推动 下 形成 和 发 展 起 来 的 。 

《21 线性 系统 的 几何 下 论 。 几何 开 论 的 特点 蚌 , 把 对 线 丝 系统 的 研究 转化 为 状态 空 
坷 中 的 相应 此 和 问题 .并 有 来 者 几 箱 语 圭 来 对 系统 进行 描述 .分析 和 综合 。 了 几何 理论 的 主要 
数学 工具 是 以 玫 何 形式 表述 的 线性 代数 ,基本 思想 是 把 能 蓉 件 和 能 观测 性 等 系统 结构 特 
性 表述 为 不 阿 的 状态 子 空间 的 几何 局 性， 在 几何 理论 中 , 具 硝 鞠 键 意义 的 两 个 概念 是 基 
于 线性 系统 状态 方程 的 系统 矩阵 4 和 输入 算 阵 上 8 所 组 成 的 4.B) 林 在 子 空间 和 .A,B; 能 
控 于 空间 ,它们 在 用 几何 方法 解决 系统 综合 问题 中 具有 基本 性 的 作用 ， 儿 何 方法 的 特点 
是 简洁 明了 ,避免 了 状态 空间 法 中 大 最 繁 杂 的 矩阵 推 访 计 算 .而 在 一 旦 需要 计算 时 几何 方 
法 的 结果 都 能 比较 容易 地 转化 成 为 相应 的 矩阵 运算 . 但 是 ,对 于 工程 背景 的 学 习 者 和 研 
究 者 来 说 ,对 线性 系统 的 几 全 理论 不 免 会 感到 比较 抽象 ,因而 需要 具备 一 定 的 相应 数学 其 
础 。 线 性 系统 的 芒 何 理论 由 旺 结 嫩 (W. M. Wonham) 在 20 世纪 ?0 年 化 初 所 创立 和 发 
展 。 几 何 理 沦 的 代表 作 是 旺 纳 姆 著述 的 《 线 件 多 变量 控制 :一 种 儿 何方 法 }-- 书 ， 

(3) 线性 系统 的 代数 理论 ， 线性 系统 的 代数 理论 是 采用 抽象 代数 工具 表征 和 研究 线 
性 系统 的 一 种 方法 。 代数 理论 的 主要 特点 是 ,把 系统 各 组 变量 间 的 关系 看 作为 是 某 些 代 
数 结构 之 间 的 映射 关系 ,从 而 可 以 实现 对 线性 系统 描述 和 分 析 的 完全 的 形式 化 和 抽象 化 ， 
使 之 转化 成 为 纯粹 的 一 些 抽 锭 代数 问题 ， 代数 理论 的 研究 起 源 于 卡尔 曼 (R, E, Kalman) 
在 20 世纪 60 年 代 末 运 用 模 论 工具 对 域 上线 任 系统 的 研究 。 随后 ,在 模 论 方法 的 影响 下 . 
在 比 域 更 咽 和 更 一 般 的 代数 系 上 .如 环 、 群 . 泛 代 数 、 集 全 上 ,相继 建立 了 相应 的 线性 系统 
代数 理论 。 在 这 些 研究 中 ,发 现 了 线性 系统 的 不 同 于 状态 空间 描述 中 的 某 些 属 性 ,并 日 还 
试图 把 线性 系统 代数 理论 和 计算 机 科学 结合 起 来 以 建立 起 统一 的 理 沦 ， 

(4) 线性 系统 的 多 变量 频 域 方 法 ， 多 变量 频 域 方 法 的 实质 ,是 以 状态 空间 法 为 基础 ， 
甩 用 频率 域 的 系统 描述 和 闫 率 域 的 计算 方法 ,以 分 析 和 综合 线性 时 不 变 系 统 ， 在 多 变量 
频 域 方法 中 ,平行 和 独立 地 发 展 了 两 类 分 析 综 合 方法 一 是 频率 域 广 法 ,其 特点 是 把 一 个 
多 输 人 多 输出 系统 化 为 一 组 单 输入 单 输出 系统 来 进行 处 理 ,并 把 经 典 线性 系统 控制 理论 
的 频率 响应 方法 中 许多 行 之 有 效 的 分 析 综合 技术 和 方法 推广 到 多 输入 多 输出 系统 中 来 
通常 ,由 此 导出 的 综合 理论 和 方法 可 以 通过 计算 机 辅助 设计 而 方便 地 用 于 系统 的 综合 。 
这 类 综合 理论 和 方法 主要 是 出 罗 森 市 罗 克 (5H. H， Rosenbrock) 、 志 上 克 法 伦 (A，G. J 
MacFalane) 等 英国 学 者 所 建立 的 ,习惯 地 称 作为 英国 学 派 ， 有 关 包 变量 频 域 控 制 理论 可 
参看 相关 的 著作 全 一 是 多 项 式 矩 阵 方法 ,其 特点 是 采用 传递 函数 杏 阵 的 矩阵 分 起 措 述 
作为 系统 的 数学 模型 ,并 在 多 项 式 矩 阵 的 计算 和 单 模 变换 的 基础 上 ,建立 了 _ 骆 套 分 析 和 和 
综合 线性 时 不 变 系 统 的 理论 和 方法 ， 多 项 式 年 阵 方法 是 由 罗 森 布 罗 克 . 沃 罗 维 奇 (如 A. 
Wolovich) 等 在 20 世纪 70 年 代 初 提出 的 ,并 在 随后 的 发 展 中 得 到 不 断 完备 和 广泛 应 用 ， 


TW. M. 旺 纳 姆 著 , 姚 以 升 ,二 周平 举 . 线性 老实 最 控制 ; 一 种 几 和 何 为 法 , 北京; 科学 出 版 社 , 1984 
”高 左 了 腔 , 吴 山 . 名 在 量 频 域 控制 坚 论 . 止 识 ， 请 华 太 学 出 版 社 ,1998 


12 第 1 章 ”绪论 


一 般 而 店 、 相 比 于 状态 空间 法 .多 室 常 烽 域 方法 其 有 物理 直观 性 强 、 使 于 综合 和 凋 整 等 的 
特点 。 


1.3 本 书 的 论述 范围 


这 一 节 是 对 本 书 的 论述 体系 和 论述 内 容 的 一 个 概要 性 的 介绍 。 如 同 前 庙 所 指出 过 
的 ,线性 系统 理论 的 内 容 主语 ;材料 众 名 ,不 同 分 支 在 理论 和 方法 上 很 不 相同 .难以 在 一 门 
深 程 或 一 本 教材 中 给 出 全 面 的 介绍 。 并 且 . 不 同 的 分 支 具有 不 同 的 体系 ,需要 不 同 的 数学 
基础 知识 。 所 有 这 一 切 ,部 为 全 面 地 介绍 线性 系统 理论 增加 了 难度 。 基 于 这 种 背景 .本 提 
从 基础 性 ,通用 性 和 应 用 性 的 角度 考虑 . 限 二 以 状态 空间 法 和 多 项 式 和 矩阵 法 为 主线 来 系统 
地 介绍 线性 系统 的 分 析 与 综合 的 理论 和 方法 。 这 种 论述 定位 和 版 材 方 忒 . 轻 兼 顾 子 时间 
域 理论 和 复 频率 域 理论 ,又 适度 地 考虑 了 内 容 的 多 元 性 。 可 以 认为 ,这 种 定位 和 安排 ,对 
于 极 大 多 数理 工科 专业 的 学 生 和 读者 将 是 对 口 的 和 适宜 的 。 

下 面 就 本 书 论述 和 取材 中 的 几 个 问题 的 有 关 考 虚 , 简 要 地 作 进 一 步 的 说 蚌 。 

《1) 本 书 的 体系 

本 书 在 体系 安排 上 把 线性 系统 理论 区 分 为 "时 间 域 理论 "和 " 复 频 率 域 理论 "两 个 部 
分 。 基 于 这 种 框架 ,本 书 要 系统 地 分 别 介绍 分 析 与 综合 线性 系统 的 两 类 基本 理论 与 方法 。 
从 某 种 意义 上 说 ,两 类 方法 之 间 上 其 有 相对 的 独立 性 ,代表 了 线性 系统 理论 中 两 种 典型 的 和 
常用 的 方法 体系 。 但 是 ,与 此 同时 ,不管 是 在 概念 上 还 是 在 方法 上 ,了 末 类 方法 之 间 存 在 着 
广 证 的 相互 渗透 和 交叉 沟通 ， 

(2) 本 书 采 用 的 系统 描述 

在 本 书 的 两 个 部 分 中 ,对 作为 分 析 与 综合 系统 基础 的 系统 描述 ,对 应 地 采用 相应 的 形 
式 。 在 “线性 系统 的 时 间 域 理论 "部 分 中 ,主要 采用 系统 的 内 部 描述 即 状态 访 间 描述 ,系统 
数学 模型 限于 为 

Try 一 AX(I) Bul!) 
Pi) = Cxtit} + Du(i) 
及 其 对 时 变 情形 的 推广 。 上 式 是 以 向 量 方程 形式 表示 的 ~- 阶 向 分 方程 组 和 变换 方程 组 ， 
称 前 者 为 状态 方程 ,后 者 为 输出 方程 ， 在 "线性 系统 的 复 频率 域 理论 ”部 分 中 ,限于 讨论 线 
性 时 不 变 系统 ,主要 采用 系统 的 外 部 描述 即 传递 函数 移 阵 措 述 ,系统 数学 模型 主要 限于 为 
(5 一 GDaCs) = NOYDT (ats) = DCDN COaCN (1.3) 

上 式 是 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace Transformation) 意义 下 , 皮 映 系统 输出 同 量 y 和 输入 向 量 
u 间 “传递 关系 ”的 一 种 输入 输出 描述 ， 并 月 ,你 Gs 为 系统 的 传递 函数 矩阵 ,形式 上 为 有 
理 分 式 钞 数 短 阵 。 称 NG) DTC 和 DG)N, (分 别 为 G(s) 的 右 矩 阵 分 式 描述 和 左 算 
阵 分 式 描述 ,其 中 NG ,DGD DC ,N03) 均 为 多 项 式 扼 阵 。 


(1.2) 


nn 
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(3) 时 间 域 理论 部 分 的 内 容 安排 

线性 系统 的 时 间 域 理论 定位 为 全 疝 地 介绍 和 论述 线性 系统 的 状态 空间 法 。 基 本 思路 
是 .从 式 (1. 2) 的 状态 空间 描述 式 出 发 .系统 地 讨论 分 析 和 综合 线性 系统 的 理论 和 方法 。 
本 部 分 覆盖 从 第 2 章 到 第 6 章 共 5 章 的 内 容 。 下 面 , 对 所 属 各 章 的 基本 主题 和 内 容 安排 
进行 简要 的 说 明 。 

第 2 章 是 对 状态 空间 描述 的 一 个 较为 系统 性 的 讨论 。 针 对 本 书 的 研究 对 象 线性 系 
统 ,在 引 人 和 人 状态 和 状态 空间 描述 等 基本 概念 的 基础 上 ,着重 从 多 个 角度 论述 线性 系统 状态 
空间 搞 述 的 组 成 方法 ,并 进而 讨论 状态 空间 描述 的 特性 和 变换 。 本 章 的 内 容 属 于 状态 空 
间 法 的 基础 ,其 概念 和 描述 将 黄 穿 于 时 间 域 理论 的 整个 部 分 。 

第 3 章 着 重 于 讨论 线性 系统 运动 过 程 的 定量 分 析 。 分 别 就 线性 连续 时 间 系 统 和 线性 
离散 时 间 系 统 ,线性 时 不 变 系统 和 线性 时 变 系 统 ,重点 建立 和 导出 系统 状态 相对 于 初始 状 
态 和 外 部 输入 的 时 域 响应 的 一 般 表达 式 。 本 章 的 讨论 ,对 于 分 析 系 统 的 性 能 和 特 人 性 具有 
基本 的 意义 。 

第 4 章 讨 论 线性 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 。 能 控 性 和 能 观测 性 是 线性 系统 理论 中 最 
为 基本 和 最 具 重 要 性 的 两 个 概念 。 本 章 在 对 能 控 性 和 能 观测 性 的 严格 定义 基础 上 ,就 线 
性 系统 的 各 类 情形 ,系统 地 讨论 判别 这 两 个 结构 特性 的 常用 准则 ,在 此 基础 上 导出 的 规 
范 分 解 定理 ,进一步 揭示 了 状态 空间 找 述 和 传递 函数 矩阵 播 述 间 的 内 在 关系 . 

第 5 章 讨论 李 亚 普 诺 夫 稳 定性 理论 。 稳 定性 是 系统 的 一 个 最 为 基本 的 运动 属性 。 稳 
定 是 一 切 控制 系统 能 够 正常 工作 的 前 提 。 本 章 是 对 李 亚 普 诺 大 稳定 性 理论 的 概念 和 方法 
的 一 个 较为 系统 和 全 面 的 介绍 。 研 究 对 象 除 线性 系统 外 也 将 拓展 到 非 线性 系统 . 

第 6 章 讨论 线性 时 不 变 系统 的 综合 问题 。 针 对 工程 中 常用 的 一 些 上 典型 综合 指标 , 诸 
如 极点 配置 镇定 ,动态 和 静态 解 不 乏 制 . 渐 近 跟踪 和 扰动 抑制 以 及 线性 二 次 型 最 优 控 制 
等 ,分 别 讨论 和 建立 了 相应 综合 问题 的 可 综合 性 条 件 和 综合 控制 律 的 算法 。 与 此 闻 上 时, 相 
关 的 一 些 其 他 重要 问题 ,如 状态 重 构 问题 和 观测 器 理论 ,对 参数 据 动 的 鲁 棱 性 问题 ,也 会 
在 本 章 的 讨论 中 涉及 和 论述 。 

(4) 复 频率 域 理论 部 分 的 内 容 安排 

第 二 部 分 复 频率 域 理论 包括 第 ? 章 到 第 13 章 共 7 章 内 容 。 贯穿 这 一 部 分 的 一 条 主 
线 是 ,采用 式 (1. 3) 所 示 的 矩阵 分 式 描述 为 基本 系统 模型 , 革 于 多 项 式 所 阵 理论 的 方法 , 系 
统 地 论述 线性 时 不 变 系统 的 分 析 和 综合 的 理论 和 方法 。 

第 7 章 是 对 作为 复 频率 域 理论 数学 基础 的 多 项 式 和 矩阵 理论 基本 知识 的 一 个 较为 系统 
的 介绍 。 本章 的 内 容 涉及 多 项 式 和 矩阵 的 概念 . 属 体 , 计 算 . 变 换 和 规范 形 ， 林 章 所 提供 的 
概念 和 方法 ,将 被 应 用 于 复 频率 域 理论 的 必 个 部 分 ,构成 所 属 各 章 不 可 缺少 的 准备 知识 

第 8 章 专题 介绍 作为 复 频率 域 理 论 中 系统 模型 的 矩阵 分 式 描述 。 本 章 的 内 容 涉 及 算 
阵 分 式 描述 的 概念 和 算法 ,重点 讨 沦 这 种 描述 的 基本 属性 ,如 真性 和 严 真 性 . 主 质 性 .不 可 
简约 性 等 。 


rr 
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第 3 章 讨 论 线 性 时 林 变 系统 的 复 频率 域 结构 特性 。 本 章 的 电路 是 ,通过 引信 传递 函 
数 害 阵 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 定 久 和 推广 定义 多 输 入 名 输出 系统 的 极点 和 零点 ,在 此 基础 
Et 围绕 极点 和 零点 计 论 和 分 析 结 构 指 数 , 评 价值 . 零 空间 和 最 小 多 项 式 基 、 与 数 等 相关 概 
念 。 这 些 属 性 从 不 同 角 度 反 映 了 线性 时 木 变 系 统 的 结构 特性 . 

第 10 章 介绍 线性 时 不 变 系 统 的 实现 理论 。 实 现 问 题 是 线性 系统 理论 中 的 一 个 重要 
专题 。 实 现 理 论 建立 和 沟通 了 系统 的 状态 空间 描述 和 传递 琢 数 年 阵 描述 间 的 关系 。 本 章 
的 内 容 涉 及 实现 的 概念 ,基于 传递 函数 矩阵 描述 和 短 阵 分 式 描述 的 典 昼 实现 如 能 控 类 实 
现 和 能 观测 类 实现 等 ,以 及 最 小 实现 及 其 性质 ， 

第 11 章 是 对 线性 时 不 变 系 访 的 多 项 式 和 矩阵 描述 的 一 个 简要 的 介绍 。 本 章 的 基本 内 
窜 包 括 多 项 式 矩 阵 描述 前 形式 .能 控 性 与 能 观测 性 和 互 质 性 的 关系 、 系 统 矩 阵 及 其 特性 、 
阻塞 零点 和 和 解 看 零点 、 严 属 系 统 等 价 变换 等 。 特 别 是 严格 系统 等 价 变换 ,对 运用 多 项 式 短 
阵 方法 分 析 和 综合 线性 时 不 变 系 统 具 存 重要 作用 。 

第 12 章 介 绍 分 析 线 性 时 不 变 系 统 的 复 频率 域 理论 . 针对 各 种 类 型 的 典型 组 全 系统 ， 
如 并 联系 统 , 串 联系 统 、 状 态 反 馈 系 统 和 输出 反馈 系统 等 ,基于 系统 的 答 阵 分 式 描述 和 多 
项 式 抵 阵 描 述 , 从 复 频率 域 的 角度 分 别 讨论 了 系统 的 能 控 性 .能 观测 性 和 稳定 性 等 基本 结 
构 特性 。 

第 13 章 系 统 研究 线性 时 不 变 系 统 的 复 频率 域 综合 理论 和 方法 . 本 章 内 容 包 括 各 种 
典型 综合 指标 下 反馈 控制 系统 的 综合 理论 和 算法 。 论述 的 课题 有 状态 反馈 极点 配置 . 具 
有 观测 器 -控制 器 类 型 补偿 器 的 反馈 极点 配置 ,具有 捉 联 补偿 器 的 输出 反馈 极点 配置 .上 
有 串联 补偿 器 的 输出 反馈 动态 解 而 控制 和 静态 解 耦 控制 ,基于 内 模 原 理 的 输 吕 反馈 渐 近 
跟踪 和 扰动 抑制 ,线性 二 次 型 最 优 控制 的 频率 域 综合 等 。 

《5) 习题 的 安排 

习题 是 构成 本 书 的 一 个 下 可 缺少 的 重要 组 成 部 分 。 习题 的 目的 在 二 帮 助 读 者 正确 理 
和 解 和 正确 运用 书 中 所 给 出 的 概念 ,方法 和 结论 。 基 此 考虑 ,本 书 各 章 的 末尾 均 提供 有 相当 
数量 和 难度 不 等 的 习题 , 既 可 供 任课 教师 选择 其 中 的 一 部 分 作为 作业 ,也 可 供 学 生 结合 i 
程 学 习 或 自学 进行 自我 检验 而 用 。 在 习题 类 型 的 设计 上 力求 突出 多 元 化 和 层次 化 前 原 
则 。 有 些 习 题 比 较 直 接 和 简单 ,目的 在 于 训练 相关 概念 和 方法 的 实际 和 熟练 运用 ;有 此 可 
加 比较 复杂 和 灵活 ,需要 灵活 运用 有 关 的 概念 和 知识 ,日 的 在 干 培养 综合 运用 和 融会 贯通 
学 知识 的 能 力 , 有 些 习题 属于 证 明美 型 的 征 目 , 意 在 训练 和 提高 工科 学 生 的 逻辑 推理 能 
力 和 数学 证 明 技巧 ,这 对 干将 要 从 事 工程 科学 研究 和 开发 的 科技 人 员 已 经 成 为 一 种 不 可 
名 视 的 基本 能 力 ， 


第 一 部 分 
纯 星 系统 的 时 间 域 理论 


线性 系统 的 时 和 癌 域 理论 是 以 时 间 域 数学 模型 为 系统 描述 ,直接 在 时 间 域 内 分 析 和 和 综 
合 线性 系统 的 运动 和 特性 的 一 种 理论 和 方法 。 在 系统 控制 理论 发 展 的 早期 阶段 ,经 典 线 
性 系统 时 间 域 理论 只 能 用 来 分 析 单 输入 单 输出 系统 的 运动 ,系统 描述 为 反映 输出 输入 关 
系 的 单 变 量 高 阶 微分 方程 ,分 析 领 域 主要 限于 系统 运动 的 萎 定 往 和 时 域 响 应 。 

20 世纪 60 年 代 以 来 , 随 着 卡尔 最 (RR. E, Kalman) 将 状态 和 状态 空间 的 概念 和 方法 系 
统 地 引 人 人 到 系统 控制 理论 中 来 , 极 大 地 推动 和 发 展 了 线性 系统 的 时 间 域 理论 ,形成 了 较为 
完整 种 成熟 的 现代 线性 系统 时 间 域 理论 。 相 比 于 经 典 线性 系统 时 间 域 理论 ,现代 线性 系 
统 的 时 间 域 理论 和 方法 具有 更 为 广 图 的 适用 领域 , 既 适 用 于 单 输 人 单 输出 系统 ,也 适用 于 
多 输入 多 输出 系统 : 既 可 处 理 时 不 变 系统 ,也 可 处 理 时 变 系统 : 既 能 用 于 系统 的 分 析 , 也 能 
用 于 系统 的 综合 。 现 代 线性 系统 时 间 域 理论 的 特点 是 ,采用 状态 空间 描述 作为 系统 的 数 
学 模型 ,并 以 状态 空间 方法 作为 系统 分 析 和 综合 的 核心 。 

这 一 部 分 是 对 线性 系统 时 间 域 理论 的 一 个 较为 系统 各 较为 深信 的 介绍 。 束 个 部 分 由 
第 2 章 到 第 6 章 的 3 个 层次 共 5 章 所 组 成 。 第 一 个 层次 为 线性 系统 的 描述 ,由 第 2 章 组 
成 ,内 容 罚 盖 状态 与 状态 空间 概念 和 线性 系统 的 状态 空间 揪 述 。 第 二 个 层次 为 组 性 系统 
的 分 析 , 由 第 3 章 到 第 5 章 组 成 ,内 容 涉 及 线性 系统 的 运动 分 析 、 能 深 性 与 能 观测 性 ,以 及 
稳定 性 。 第 三 个 层次 为 线性 控制 系统 的 综合 ,由 第 6 章 组 成 ,内 容 包 括 对 应 于 一 些 典 型 媒 
合 指 标的 基于 状态 反馈 的 线性 控制 系统 的 综合 和 实现 的 理论 与 方法 。 


第 2 章 
线性 系统 的 状态 空间 描述 


线性 系统 的 状态 空间 描述 是 分 析 和 综合 线性 系统 的 基础 。 本 章 是 对 线性 系统 状态 空 
和 间 描 述 的 基本 原理 和 组 成 方法 的 一 个 较为 系统 的 介绍 。 本 章 的 内 容 包 括 状 态 和 状态 空间 
的 概念 ,状态 空间 描述 的 组 成 方法 和 描述 形式 ,状态 空间 描述 的 特性 和 变换 等 。 本 章 导 出 
的 概念 和 结果 对 于 随后 各 章 的 讨论 将 是 不 可 缺少 的 。 


2.1 状态 和 状态 空间 


系统 的 状态 空间 描述 是 建立 在 状态 和 状态 空间 概念 的 基础 上 的 . 基 此 ,有 必 乾 在 这 
一 节 中 ,首先 对 状态 变量 .状态 和 状态 空间 等 基本 概念 进行 严格 的 定义 和 相应 的 讨论 。 


系统 动态 过 程 的 两 类 数学 描述 


作为 引入 状态 和 状态 空间 的 背景 , 先 来 简要 讨论 系统 动态 过 程 的 两 类 数学 描述 。 
考察 一 个 动态 系统 , 它 是 由 相互 制约 和 相互 作用 的 一 些 部 分 所 组 成 的 一 个 整体 ,习惯 
地 和 采用 留 2.1 所 示 的 一 个 方块 来 表征 ,方块 以 外 的 部 分 为 系统 环境 。 环 境 对 系统 的 作 
币 为 系统 输 人 .输入 变量 组 表 为 上 ,如 ;系统 对 环境 的 作用 为 系统 输出 ,输出 变 
量 组 表 为 yy , 253 输 入 和 输出 构成 系统 的 外 部 变量 。 用 以 刻画 系统 在 每 个 时 刻 所 
处 态势 的 变节 为 系统 状态 ,状态 变量 组 表 为 x ,zs，… ,x ,它们 属于 系统 的 一 个 内 部 变 
量 组 。 
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系统 的 行为 由 状态 变量 组 随时 间 的 蛮 化 过 程 所 表征 。 系 统 动态 过 程 的 数 掌 描述 实质 
上 就 是 反映 各 组 系统 变 基 问 因 果 关 系 的 -个 数学 模型 。 通 常 , 可 把 系统 的 数学 描述 区 分 
为 "外 部 描述 "和 “内 部 描述 ”两 种 基本 类 型 。 两 类 描述 的 区 别 在 于 ,在 表征 系统 动态 过 程 
的 动态 因果 关系 中 ,分 别 将 输出 变量 绝 和 状态 变量 组 取 作 为 外 部 输入 的 直接 响应 ， 


加 | 
也 2 
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图 2.1 系统 的 方块 图 表示 及 其 变量 


(1) 系统 的 外 部 捕 述 
外 部 描述 常 被 称 作为 输出 -输入 描述 ， 外 部 描述 的 基本 出 发 点 是 ,把 系统 当成 为 一 
个 黑箱 "来 处 理 , 即 假设 系统 的 内 部 结构 和 内 部 信息 是 无 法 知道 的 。 基于 这 种 前 提 , 外 部 
描述 的 特点 是 , 避 开 表征 系统 内 部 的 动态 过 程 ,直接 反映 系统 外 部 变量 组 (输出 变 县 组 和 和 
输入 变量 组 ) 间 的 动态 因果 关系 。 
设 所 考察 的 是 一 个 线性 的 和 参数 不 随时 间 改 变 的 系统 , 且 只 有 一 个 输 人 变量 4 和 一 
个 输出 变量 y。 那么 ,如 同 经 奥 线 性 系统 理论 中 所 熟知 的 ,此 类 系统 在 时 间 域 内 的 外 部 描 
述 就 为 形 如 下 式 的 一 个 单 变量 高 阶 线性 常 系数 微分 方程 ， 
ya 十 下 ED bu 
[2.1) 
其 中 
Jy Ady/di, ur Adu/dr 
4; 和 ,为 实 常数 
i=1 ,2 sn, j—1,2,. ,nl1 
进一步 ,对 上 述 常 系数 微分 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ,并 假定 系统 具有 零 初始 条 件 , 则 由 此 可 
以 导出 系统 的 复 频率 域 描述 即 传递 函数 描述 的 形式 为 
0 
其 中 ,uts) 和 9y(s) 分 别 为 输入 变量 x( 忆 和 输出 变量 ?的 拉 普 拉 斯 变换 ,s 为 复 变 量 。 
(2) 系统 的 内 部 措 述 
状态 空间 描述 是 系统 内 部 描述 的 基本 形式 。 内 部 描述 的 出 发 点 是 ,认为 系统 是 一 个 
“ 白 箱 ”, 即 系统 的 内 部 结构 和 内 部 信息 是 可 以 知道 的 。 内 部 描述 是 基于 系统 的 内 部 结构 
分 析 的 一 类 数学 模型 ,需要 由 两 个 数学 方程 来 表征 . 一 个 是 状态 方程 ,用 以 反映 “系统 状 
人 态 变 量 组 rr ,… ,x,” 和 "输入 变量 组 ,ww ，… ' kp” 间 的 动态 因果 关系 ,其 数学 表达 式 
对 于 连续 时 间 系统 为 一 阶 微分 方程 组 ,对 于 离散 时 间 系 统 为 一 阶 差分 方程 组 ， 一 个 是 输 
出 方程 :用 以 表征 “系统 状态 变量 组 Tn 与 输入 变量 组 tl tt :和 “输出 变 
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量 组 yy 问 的 转换 关系 , 革 数 党 表达 式 为 代数 片 程 组 。 

{3) 外 部 描述 和 内 部 描述 的 比较 

对 于 线性 系统 ,从 第 4 章 的 系统 站 构 的 规范 分 解 中 将 会 看 到 ,一般 地 说 外 部 撕 述 只 是 
对 系统 的 一 种 不 完全 的 描述 , 涉 能 反映 黑箱 内 部 结构 的 不 能 控 或 不 能 观测 的 部 分 。 内 部 
描述 则 是 系统 的 一 种 完全 的 描述 ,能 避 完 全 表征 系统 结构 的 一 切 部 分 ,能 够 完全 反映 系统 
的 所 有 动力 学 特 人 性。 已 经 证 明 , 只 是 在 系统 满足 一 定 条 件 的 前 提 下 ,系统 的 外 部 措 述 和 内 
部 描述 之 间 才 具有 等 价 的 关系 。 有 美 这 方面 钓 详细 讨论 将 在 第 4 章 中 给 出 。 


状态 和 状态 空间 的 定义 


状态 和 状态 空间 并 不 是 一 组 新 的 概念 。 长 期 以 来 ,它们 所 已 在 质点 和 刚体 动力 学 中 
得 到 广泛 的 应 用 ，。 但 是 , 随 着 将 这 两 个 概念 引信 到 系统 控制 理论 中 来 ,并 使 之 适合 于 乒 述 
一 般 意义 下 系统 的 动态 过 程 , 才 使 它们 具有 更 为 一 般 性 的 含义 。 

下 面 , 先 来 给 出 状态 变量 组 .状态 和 状态 空间 的 定义 ， 

定义 2.1 [状态 变量 组 ] 一 个 动力 党 系统 的 状态 变量 组 定义 为 能 完全 表征 其 时 间 域 
行为 的 一 个 最 小 内 部 变量 组 ,天 为 zi (1) ,zo (1),…,zx.(1) ,其 中 + 为 自 变量 时 间 。 

定义 2.2 [状态 ] 一 个 动力 学 系统 的 状态 定义 为 由 其 状态 变量 组 rz (in ,rtr) 
Xx, 四 所 组 成 的 一 个 列 向 量 , 表 为 
二 ] 《 
X(1) 一 


afgry | 
并 且 , 状 态 = 的 维 数 定义 为 其 组 成 状态 变量 TC , rett) 的 个 数 , 即 dimx 王 n。 

定义 2.3 [状态 空间 ] 状态 空间 定义 为 状态 向 量 的 一 个 集合 ,状态 空间 的 维 数 等 同 
于 状态 的 维 数 

进而 ,为 使 对 状态 变量 .状态 和 状态 空间 的 含义 和 属性 有 一 个 正确 和 直观 的 理解 ,有 
必要 进一步 对 上 述 定 义 中 所 引信 的 有 闫 概念 和 有 关 提 法 作 如 下 的 几 点 解释 。 

《1) 状态 变量 组 对 系统 行为 的 完全 表征 性 

对 于 一 个 动态 系统 ,定义 中 “系统 行为 可 由 其 状态 变量 组 完全 表征 ”的 含义 是 指 ,只 要 
给 定 初 始 时 刻 和 的 任意 初始 状态 变量 组 

ta 
和 1 之 t, 各 时 刻 的 任意 输 人 变量 组 
A 

那么 系统 的 任何 一 个 内 部 变量 在 /六 + 各 时 刻 的 运动 行为 也 就 随 之 而 完全 确定 ， 

(2) 状态 变量 组 最 小 性 的 物理 特征 

从 物理 直观 上 看 ,定义 中 “状态 变量 组 xfg 为 最 小 "的 含义 是 指 , 减 
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少 其 中 的 一 个 变量 就 会 破坏 它们 对 系统 行为 表征 的 完全 性 ,而 增加 一 个 变量 将 不 增加 行 
为 袁 征 的 信息 量 即 是 完全 表征 系统 行为 所 不 需要 的 。 

(3) 状态 变量 组 最 小 性 的 数学 特征 

从 数学 的 角度 看 . 定 文中 "状态 变量 组 tn sr (Dr 0D 为 最 小 "的 含义 是 指 , 它 
们 是 系统 所 有 内 部 变量 中 线性 龙 关 的 一 个 极 大 变量 组 ,也 即 由 ,rt ,sr ty 以 外 
的 系统 内 部 变量 都 必 和 它 们 线性 相关 ， 

C4) 状态 变量 组 的 不 惟一 性 

对 一 个 动态 系统 ,状态 变量 组 (1) ,7 (站 ，…, x,(1) 的 选取 一 般 具有 不 惟 -性 ， 导 
致 不 惟一 性 的 原因 在 于 ,系统 内 部 变量 的 个 数 一 般 必 大 于 状态 的 维 数 w, 而 任意 个 线性 
无 关 的 内 部 变量 组 都 有 资格 取 成 为 系统 的 状态 变量 组 。 

(5) 系统 任意 两 个 状态 变量 组 之 间 的 关系 

对 一 个 动态 系统 ,任意 选取 两 个 状态 变量 组 x ,zi，… .xz 和 ,7 ，…,x,。 则 由 状 
态 变量 组 的 线性 无 关 和 不 ,并 据 线 性 代数 的 知识 ,可 知 (i 二 1,2,…,n) 必 可 表 为 
元 ,…, 元 的 线性 组 合 , 且 表达 式 为 惟一 , 即 有 

| 一 pir 十 + pinT, 


(2.3) 
Ta = Priri "+ pI 
现 对 变量 和 参数 引 人 向 量 和 些 阵 表示 : 
工 1 Zz Pr pi 
T= | x=| :|,， P=|: : 
和 
那么 ,进而 可 和 将 式 (2. 3) 表 为 向 量 方程 
= Px (2. 4) 


局 理 , 通 过 和 将 (i 一 ],2,.…,n) 表 为 A Tn 的 一 个 线性 组 合 ,可 得 到 对 应 的 向 量 
方程 ， 


X= 人 二 《2.5》 
其 中 , 吧 为 参数 矩阵 。 于 是 ,由 式 (2. 4)7 和 式 (2.5), 就 可 导出 ， 
=POr, x= 0QPr (2.6) 
这 表明 ,成立 ， 
Po = QP=I (2.7) 


即兴 阵 了 和 筷 为 逆 ， 从 而 ,可 以 得 到 结论 ,系统 的 任意 选取 的 两 个 状态 x 和 六 之 间 为 
线性 非 奇 异 变 换 的 关系 。 

(6) 有 和 穷 维系 统 和 无 穷 维 系统 

动态 系统 的 继 数 定义 为 其 状态 的 维 数 。 表 工 为 系统 ,x 为 系统 的 状态 ,n 一 dimx 为 状 
态 的 维 数 , 则 有 dim= dimx= pm。 若 维 数 " 为 有 穷 正 整数 , 称 相应 系统 为 有 穷 维 系统 , 物 


20 第 2 章 线性 系统 的 状态 空间 描述 


至 上 一 切 集 中 参数 系统 痢 属 于 有 穷 维 系统 : 癌 维 数 寺 为 无 穷 大 , 称 相应 系统 力 无 穷 维 系 
统 ,物理 上 一 切 分 布 参数 系统 局 于 七 穷 维 系统 ， 

(7) 状态 空间 的 属性 

状态 空间 真 观 [可 理解 为 状态 向 其 取 值 的 一 -个 向 量 空间 。 基 于 所 有 现实 动态 系统 的 
状态 变量 mei zt sz 只 能 取 为 实数 值 的 事实 ,并 考虑 到 设 dimx 二 .因此 状态 
宝 间 贤 为 建立 在 实数 戌 #* 上 的 一 个 » 维 向 量 空 间 9?"。 对 某 个 确定 时 刻 状态 表示 为 状态 
空间 中 的 一 个 点 ,状态 随时 间 的 变化 过 程 则 显现 为 状态 空间 中 的 -条 运动 轨迹 。 


2.2 线性 系统 的 状态 空间 描述 


动力 学 系统 的 状态 空间 描述 是 建立 在 状态 和 状态 空间 概念 的 基础 上 的 ， 建 立 系统 状 
态 空间 描述 的 基本 方法 有 分 析 和 辨识 两 条 途径 。 分 析 途 么 适用 于 复 构 和 参数 为 已 知 的 系 
统 , 基 于 相应 物理 原理 或 广义 物理 原理 直接 建立 系统 状态 空间 描述 ;办 识 途径 适用 于 结构 
和 参数 难于 清楚 的 系统 ,基于 实验 手段 取得 的 输 人 输出 数据 导出 相应 系统 状态 空间 撕 述 、 
本 节 限于 讨论 建立 状态 空间 描述 的 分 析 途 径 。 并 且 , 为 使 建立 状态 空间 找 述 的 原型 和 上 
阶 更 为 清晰 直观 , 先 就 一 些 类 型 物理 型 系统 进行 讨论 ,再 基 此 导出 线性 系统 状态 写 间 描述 
的 一 般 形式 。 


电路 系统 状态 空间 描述 的 列 写 示例 


电路 系统 是 线性 系统 领域 内 应 用 很 广 的 一 类 工程 系统 。 电路 系统 折 遵 循 的 物理 原理 
包括 各 类 电路 元 件 的 基本 关系 式 和 回路 节点 县 尔 霞 夫 定 律 。 所 考察 的 电路 系统 如 图 2.2 
所 示 , 设 各 组 成 元 件 的 参数 值 为 已 知 , 取 电压 源 “为 痊 人 变 最 , 电 胆 R, 端 电 正 uy 为 答 
出 变 基 。 


图 2.2 一 个 简单 电路 系统 


基于 给 定 电路 系统 的 结构 ,并 运用 元 件 和 电路 的 物理 定律 ,可 按 如 下 的 步 又 来 分 析 建 
立 系统 的 状态 空间 描述 , 即 状态 方程 和 输出 方程 。 

(1) 选取 状态 变量 。 考 虑 到 给 定 电路 只 含有 电容 C 和 电感 二 两 个 独立 储 能 元 件 ,可 
知 系统 有 和 且 仅 有 两 个 线性 无 美的 内 部 变量 ， 基 此 ,不 妨 选 取 电 路 中 独立 储 能 元 件 的 变量 
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组 即 电容 端 电压 w 利 流 经 电感 的 电 访 鹿 作为 电路 状态 变量 组 。 显 然 ,ac 和 1 必 满 足 状 
态 变 鞭 定 义 中 所 指出 的 线性 无 关 极 大 组 属性 。 

(2) 列 出 电路 原始 回路 方程 。 运 用 回路 此 水 稚 夫 定 律 ,可 对 图 中 右 和 左 两 个 回路 .分 
别 列 出 其 回路 方程 : 


右 回 路 pi 一 有 了 -- 了 di 一 器 (C2,8) 
, du lr, 
左 茵 路 Ri +RC + =e (2.9) 


(3) 化 回路 方程 为 规范 形式 。 规 范 化 的 其 体 作 法 是 ,在 上 述 原 始 方 程 (2.8)7 和 (2.9) 
中 ,把 与 状态 变量 we 和 i 的 -次 导数 的 有 关 项 位 于 方程 的 左 端 ,而 将 其 余 的 项 移 到 方程 
的 右 端 。 按 此 处 理 , 即 可 导出 ， 


RC dec 7 


2 i (2. 10) 
~ die | . 
R,C EL SE Ri (2. 1]) 


(4 导出 状态 变量 方程 和 输出 变量 方程 。 将 状态 变量 的 一 次 导数 ducidt 和 dij .di 
看 成 为 待定 量 , 并 运用 按 代数 方程 组 的 求解 方法 ,通过 求解 联 立 方程 (2. 10) 和 (2. 11) 可 得 
到 状态 变量 方程 ， 


au lL 

duc ee 一 Rii 了 | 

ad IRC J_L 
Re | 

= (RFR) t (pc) (Re) (4. 12) 

R;C 一 Wr 

df eC eC— Riu 

dt RC LL 
aC ,| 


一 kK, RR: ， RR, ， 
[人 (FRR (2, 13) 
向 输出 变量 方 释 则 可 根据 电路 关系 式 种 式 (2.12) 来 直接 导出 ， 


up = RC de 
3 dz 
R, R, , 
CRE (RF) + (Ri 站 


5) 导出 状态 方程 和 输出 方程 ， 对 此 ,通过 将 状态 变量 方程 (2. 127》 (2. 13) 和 和 输出 变 
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量 方程 (2. 13) 化 为 向 晶 方 程 形式 , 即 得 到 状态 方程 


「 了 _ RK [ 
Fae CR, + RIC 和 十 RR. CC FF we (CR; Rj CC _ 
|= ls 国 也 {2.15) 
i R, Bt | _ 
| TR + RS | 1 | 
和 输出 方程 
[| RR | 2 169 
和 =| Kk 局 t+ [ik ‘“ 
其 中 Hc = duc/ drir = di /di, 
进而 , 引 人 人 参数 把 阵 表 示 : 
] . 
(RIFRIC CRI TRC ) (Ri + RC FR | 
| Ri RR | 
LR + RR,) LR Ro ) LR RS ;| 
RK: R, Re, m 
人 一 | 一 
| 及 + R, et D— [RR | 
那么 ,还 可 把 所 讨论 电路 的 状态 方程 和 输出 方程 表 为 如 下 的 简洁 形式 ， 
Er | 
， 一 4| ， 十 Be 【2. 17) 
tr. mi. 
对 于 出 
“= +pe (2,18) 
了 1 


机 电 系 统 状态 空间 描述 的 列 写 示例 
机 电 系 统 是 同时 包含 电 气动 态 过 程 和 机 械 动态 过 程 的 一 类 重要 工程 系统 。 机 电 系统 
所 遵循 的 物理 原理 包括 力学 定律 . 电 足 定律 和 电磁 定律 。 现 来 考察 图 2. 3 所 未 的 电 枢 控 


制 直流 电动 机 , 设 组 成 参数 为 已 知 和 励磁 磁场 为 恒定 , 取 加 于 电 枢 端的 电压 。 为 输入 变 
其 ,电动 机 的 转速 为 输出 变量 ,要 来 分 析 建 立 此 机 电 系 统 的 状态 空间 描述 即 状态 方程 


和 输出 方程 。 
加 汪汪 呈 量 汪 上 


图 2,3 电 枢 控制 的 直流 电动 机 


1 Rt ee ea a er 
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《1) 选取 状态 变量 。 在 电 枢 控制 直流 电动 机 中 ,只 有 电 枢 电感 和 转子 转动 惯量 J 
两 个 独立 储 能 元 件 。 基 此 可 知 . 电 枢 电 流 ;, 和 转子 转速 必 为 电动 机 的 线性 无 闫 极 大 变 
基 组 , 毛 定 义 有 资格 被 取 为 状态 变量 组 ， 

《2) 列 出 电路 部 分 和 机 械 部 分 的 原始 动态 方程 。 对 于 电路 部 分 ,可 依据 电压 平衡 的 
回路 基 尔 黎 夫 定律 建立 动态 方程 .但 方程 中 还 需要 包括 由 转子 转速 m 所 引起 的 反 电势 项 
Cp 其 中 C. 为 常数 。 对 于 机 械 部 分 ,可 依据 力矩 平衡 的 牛顿 定律 来 建立 动态 方程 ,但 方 
程 中 还 需要 包括 由 电 枢 电流 i. 引起 的 电磁 力矩 项 Cwi, .其 中 C 为 常数 。 按 此 原则 , 即 可 
导出 ， 

di 


电路 部 分 方程 R.i, + 1, Coe {2.19) 


机 械 部 分 方程 J ~ fu— Cwi,=0 (2. 20) 


(3) 导出 状态 变量 方程 和 输出 变量 方程 。 对 状态 变量 方程 ,通过 将 式 (2. 19) 和 式 
C2, 20) 作 规范 化 改写 ,也 即使 方程 左 端 只 包 售 状态 变量 的 一 次 导数 项 dis/ dt 和 da dr 就 
可 导出 ; 


dz, R,. 1 


a 一 一 天天 十 Te 2. 21) 
学 = 二 .~ 六 《2. 22) 

输出 方程 则 依据 输出 变量 的 设 定 而 可 直接 导出 ， 
呈 二 邮 {2,23) 


(4) 导出 状态 方程 和 输出 方程 。 将 状态 变量 方程 (2. 21)、(2. 22) 和 输出 变量 方程 
(2. 23) 化 为 向 量 方 程 形式 ,就 可 分 别 得 到 状态 方程 


za 一 工 。 [二 
一 . i L, 
[| e | | (2. 24) 
-一 了 工 0 
J J 
和 输出 方程 
w= [0 | (2. 25) 
其 中 ,二 帅 /di,w= dew di. 
进而 ,通过 引信 参数 和 矩阵 表示 
一 一 一 一 C, 
人 
一 Cu _f 四 下 一 "a | 时 人 LO 1]， DD=0 
J 7 " 


还 可 把 所 讨论 的 电 枢 控制 直流 电动 机 的 状态 方程 和 输出 方程 表 为 


TH rr 
TT re 
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| |-al + (2. 26) 
| 


rm (2. 27) 


连续 时 间 线 性 系统 的 状态 空间 描述 


前 面 便 举 的 电路 系统 和 机 电 系 统 , 尽 管 它们 的 物理 属性 和 遵循 的 物理 规律 各 不 相同 ， 
但 就 系统 属性 而 言 都 归属 于 连续 时 间 线性 时 不 变 系 统 , 并 且 上 只 有 机 同 的 状态 空间 措 述 形 
式 ， 这 样 ,通过 对 所 讨论 具体 物理 系统 所 得 结果 的 归纳 和 一 般 化 ,可 以 对 连续 时 间 线 件 系 
统 的 状态 空间 描述 及 其 相关 特性 导出 如 下 的 一 些 推论 ， 

《17 动态 系统 的 结构 

从 系统 状态 空间 描述 的 角度 ,一 个 动态 系统 的 结构 可 区 分 为 “动力 党 部件" 和 "输出 部 
件 ”, 并 采用 图 2.4 所 示 的 结构 图 来 表示 。 图 中 ,rs 是 表征 系统 行为 的 状态 变 
量 组 ,ass sus 和 yi ,yey 为 系统 的 输入 变量 组 和 输出 变量 组 ,箭头 表 示 信 号 的 
作用 方向 和 部 件 变 量 组 冯 的 因果 关系 。 


让 二 


| | [x | 
动 疙 党 部 件 


蔷 2,4 动态 系统 结构 的 示意 图 


三 守 
mm 


(2) 动态 系统 的 状态 空间 描述 
动态 系统 的 状态 空间 描述 需要 由 两 个 过 程 来 反映 。， 它们 是 由 动力 学 部 件 所 决定 的 
输入 引起 状态 变化 的 过 程 > 和 由 输出 部 件 所 决定 的 “状态 与 输入 导致 输出 变化 的 过 程 ”。 
输 人 引起 状态 变化 是 一 个 动态 性 过 程 ,对 连续 时 间 系 统 由 微分 方程 所 表征 ,日 称 其 为 状态 
方程 。 状态 与 输入 导致 输出 变化 是 一 个 转换 过 程 ,转换 因果 关系 的 数学 描述 为 代数 方程 ， 
且 称 其 为 输出 方程 或 量 测 方程 。 
(3) 连续 时 间 线 性 系统 的 状态 空间 描述 
对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,基于 前 述 电路 系统 和 机 电 系 统 讨论 结果 的 归纳 ,可 以 导 
出 反映 其 状态 空间 描述 的 状态 方程 和 输出 方程 具有 如 下 一 般 形 式 ， 
rt) = AxX(D + Ba), 了 六 让 (2, 28) 
FH) 一 CC 十 下) ‘2. 29} 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,4 为 p 维 输 入 ,y 为 g 维 辖 出 ,t, 为 初始 时 刻 。 称 zxz 阵 4 为 系统 算 
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阵 ,nXxp 隆 8 为 输入 矩阵 .gxn 隆 局 为 输出 短 阵 ,gp 阵 D 为 传输 矩阵 ,它们 由 系统 结 
构 和 参数 所 决定 ， 

线性 时 不 变 系 统 的 状态 空间 描述 具有 三 个 基本 的 特点 。 一 是 ,描述 形式 的 “ 钱 任 属 
性 "和 和 系数 矩阵 的 "时 不 变 属性 ”"。 线 性 属性 表现 为 ,不 管 是 状态 方程 还 是 输出 方程 .方程 
右 端 对 状态 * 和 输入 u 的 项 者 具有 线性 关系 。 电 不 变 属性 表现 为 ,所 有 参数 年 阵 六 ,B,C 
和 卫 均 为 不 随时 间 变 化 的 实 常 阵 。 二 是 , 撒 述 形式 的 “共性 属性 "和 参数 年 阵 的 “个 性 
属性 ”"。 这 一 特点 意味 着 ,对 于 不 同 的 系统 或 同一 系统 的 不 同 描述 ,状态 方程 和 输出 方 
程 具 有 相同 的 夯 定 形式, 差别 只 体现 在 参数 矩阵 的 不 同 。 基 此 ,为 了 表达 上 的 简单 起 
多 ,有 时 常 可 直接 采用 (4, 中 ,CD) 来 代表 一 个 线性 连续 时 间 时 不 变 茶 统 。 三 是 ,描述 
形式 的 简洁 性 。 这 一 特点 表现 为 ,将 状态 方程 和 输出 方程 表 为 向 量 方程 形式 ,除了 书 
号 上 的 方便 外 , 当 状 态 变量 . 输 人 变量 和 输出 变量 的 数目 增加 时 并 不 增加 表达 形式 上 
的 复杂 性 。 

对 连续 时 间 线 性 时 变 系统 ,状态 方程 和 输出 方程 仍 具有 线性 属性 ,但 系数 矩阵 就 整体 
而 育 不 具有 时 不 变 属性 。 这 一 特性 意味 着 ,描述 方程 在 形式 上 等 同 于 线性 时 不 变 系 统 ,但 
系数 矩阵 中 全 部 或 至 少 一 个 为 时 变 的 即时 间 :的 函数 矩阵 ， 线性 时 变 系 统 状态 空间 措 述 
的 一 般 形式 为 

rort Br. i1E [tt (2. 30) 
FF = Clirxt Di)u C2, 31} 

通常 ,对 于 现实 的 时 变 系 统 , 其 描述 只 能 定义 于 一 个 确定 时 间 区 辐 上 ， 基 此 ,习惯 上 需要 
如 式 人 2. 30) 和 式 (2. 31) 中 那样 , 标 出 描述 的 适用 时 间 区 间 :€ [fw,4]。 时 变 系 统 的 典型 
例子 包括 火箭 .鱼雷 .导弹 等 ,显然 其 描述 只 适用 于 从 发 射 后 到 爆炸 或 脱落 前 的 时 间 区 
间 内 。 

(4) 连续 时 间 线 性 系统 的 方块 图 

动态 系统 的 方块 图 是 对 其 描述 方程 的 形象 化 表示 采用 方块 图 表示 ,有 利于 直观 地 
显示 输入 ,状态 和 输出 的 作用 位 置 , 有 利于 形象 地 反映 各 个 变量 间 的 因果 关系 ， 通 上 党 , 方 
与 图 表示 被 广泛 地 应 用 于 系统 的 分 析 和 综合 中 ,以 增加 讨论 的 方便 性 和 形象 性 ， 对 于 连 
续 时 间 线 性 系统 , 基 子 其 状态 空间 描述 (2. 301 一 《2. 31) 或 (2.28) 一 (2.29》, 可 以 导出 其 方 
块 图 具有 图 2.5 所 示 的 形式 ， 


人 口 分 布 问题 状态 空间 描述 的 列 写 示例 


人 口 分 布 问题 是 一 个 典型 的 社会 系统 。 通过 对 人 口 分 布 问题 建立 状态 空间 描述 覃 
型 ,可 以 分 析 和 预测 人 口 分 布 的 发 展 态 势 。 这 里 所 讨论 的 是 一 个 经 过 适当 简化 的 城乡 人 
口 分 布 问题 。 人 很 设 某 个 国家 , 据 普查 统计 2001 年 城乡 人 口 的 分 布 是 ,城市 人 口 为 1 平 万 
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-。-- 一 ~ 


a 


2.5 连续 时 间 线 性 系统 的 方块 图 


即 10 ,多 村 人 口 为 9 千 万 即 39X10 。 人 口 的 自然 流动 情况 是 ,每 年 有 4 上 一 年 城市 人 
HU 迁移 去 乡村 , 问 时 有 2% 上 一 年 乡村 人 人口 迁 移 去 城市 。 人 口 增长 情况 是 ,整个 国家 人 口 
的 自然 增长 率 为 1% .我 们 的 目的 是 要 来 建立 反映 这 个 国家 城乡 人 口 分 布 的 状态 空间 描 
述 模型 。 

(1) 符号 和 约定 。 表 上 为 离散 时 间 变 量 , 肥 不 一 0 代表 2001 年 。 表 rt) 和 (RE) 为 
第 站 年 的 城市 人 口 和 乡村 大 口 :2(8) 为 第 上 年 所 采取 的 激励 性 政策 控制 手段 , 设 .- 个 单位 
正 控制 措施 可 激励 5 万 即 5x 104 城市 人 口 迁移 去 乡村 ,而 一 个 单位 负 控 制 措施 会 导致 5 
万 即 3x 19 多 村 大口 流 向 城市 ;yt&) 为 第 上 年 的 全 国人 口 数 ， 

(2) 选取 变量 。 考 虑 到 问题 中 城市 人 口 x 和 乡村 人 口 x; 的 极 大 线性 无 闫 性 ,可 取 
城市 人 口 z 和 乡村 人 口 zz 为 状态 变量 。 进 而 ,就 问题 的 性 质 而 言 , 取 政 策 控 制 x 为 输入 
变量 ,全 国人 口 数 ?为 输出 变量 。 

(3) 建立 状态 变 基 方程 和 输出 变量 方程 。 基 于 问题 给 出 的 参量 , 即 第 十 1 年 相 比 于 
第 二 年 的 人 口 迁 移 、 增 长 和 控制 等 英 系 ,可 以 定 出 反映 第 & 十 1 年 城市 人 口 和 乡村 人口 的 
分 布 的 状态 变量 方程 为 
T= 10X QO0.04)n ck) t+1l.0l x0.02zk) c+ 10 5x1Ouk) {2.32) 
Ta( 直 十 1) 二 1.01 x 0,04T1 (十 1.01 x (1 — 0.02)zx, Ck) 1.01 x 5x 10ucky 

(2. 33) 
其 中 ,二 0.1,…, 而 反映 全 国人 号 变 化 态势 的 输出 变量 方程 为 
YEE) = ri (Rk) xa Ck) {2, 34) 

(4) 导出 向 量 方 程 形式 的 状态 空间 描述 。 将 方程 (2. 32)、(2. 33) 和 (2 34) 表 为 向 量 
方程 形式 的 描述 ,就 得 到 人 口 分 布 问 题 的 状态 方程 和 输出 方程 ， : 

民 全 9696 0., |] | 5.05 X 104 


je， k= Ol 


Tt 二 1) 0.0404 0.9898 Te CR) — 5,.05 x 10+ 
(C2. 35) 
x Ck) 
yi =[1 J| | (2.36) 
Tz 二) 


进而 , 引 人 参数 矩阵 : 


一， 
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- ; -505% 10! 
上 D0. 9696 2 9900] | ,O03 x1 | fi 1 p20 
0. O104 0. 9898 L505 x 10' 
那么 ,还 可 和 将 状态 方程 和 输出 方程 表示 为 : 般 化 形式 ， 
. ky je 
| 二 me， = Dl (2. 37) 
Tp 十 1) Li tk) 
rl) 
ylk) = + Duke (2. 38) 
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离散 时 间 线 性 系统 的 状态 空间 描述 


前 面 例 举 的 城乡 人 口 分 布 问题 就 系统 属性 属于 离 作 时间 线 性 时 不 变 系 统 。 通 过 对 人 
口 分 布 问题 结果 的 归纳 和 一 般 化 ,可 以 对 离散 时 间 线 性 系统 的 状态 空间 描述 及 其 相关 特 
性 导出 如 下 的 一 些 推论 。 

(1) 状态 空间 描述 形式 

考虑 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 设 状态 x 的 组 成 变量 组 为 rr wz ,输入 旧 的 组 
成 变量 组 为 wa ,ws，… ,ui ,输出 3 的 组 成 变量 组 为 y ,yi，….y,,k 为 离散 化 时 间 变 量 , 那 
么 系统 状态 空间 描述 的 一 般 形 式 为 

TR 二 1) 一 人 YE 十 ER ， 开 一 01,2 (2. 39 ) 

yk) 一 Cr (RE) + Dutk) (2.40 】 

其 中 , 称 wxn 阵 G 为 系统 矩阵 ,nxXp 螺 本 为 输入 矩阵 ,gx 阵 C 为 输出 从 阵 ,gxp 阵 DD 
为 传输 矩阵 ,它们 由 系统 的 针 构 和 参数 所 决定 ， 

对 离散 时 间 线性 时 变 系 统 ,状态 方程 和 输出 方程 在 形式 上 等 同 于 线性 时 木 变 系统 ,但 
参数 矩阵 G,H,C,D 由 多 部 或 至 少 一 个 随时 间 变 最 上 而 变化 。 离 散 时 间 线 性 时 恋 系 统 的 
状态 空间 描述 的 一 般 形 式 为 

TR 十 1) =GOE XC + HORYuCk), ko 0,1,9,... (2. 411 
了 一 CORECE) 4 DCE wk) 《2. 12) 

(2) 状态 空间 描述 的 特点 

离散 时 间 线 性 系统 状态 空间 描述 具有 三 个 基本 特点 ， 一 是 ,状态 方程 形式 上 的 差分 
更 属性 。 人 下 同 于 连续 时 间 线 性 系统 ,离散 时 间 线 性 系统 的 状态 方程 为 差分 方程 而 不 是 向 
分 方程 。 二 是 ,描述 方程 的 线性 属性 . 状态 方程 和 输出 方程 的 右 端 ,无 论 是 对 状态 x 还 是 
输入 w 都 呈现 为 线性 关系 。 三 是 ,变量 取 值 时 间 的 离散 属性 。 系 统 所 有 变量 都 只 能 在 宛 
散 时 刻 让 上 取 值 ,状态 空间 描述 只 反映 离散 时 刻 上 变量 组 间 的 轩 果 关系 和 转换 关系 ， 

《3) 离散 时 间 线 性 系统 的 方块 图 

对 离散 时 间 线性 系统 ,形象 地 表征 状态 空间 描述 的 方块 狠 具 有 图 2.6 所 示 的 形式 
相 比 于 连续 时 间 线 性 系统 ,离散 时 间 线 性 系统 方块 图 的 特点 是 ,用 “滞后 一 步 环 节 ” 代 替 
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“一 重 积 分 环节 。 灌 


后 环节 的 物理 例子 有 移 位 害 存 器 . 延 退 线 和 党 。 


Di 
| 


音信 这 上 


LR 上 


图 2,6 离散 时 间 线 性 系统 的 方块 图 


2.3 连续 变量 动态 系统 按 状态 


间 描 述 的 分 类 
动态 系统 的 状态 空间 描述 是 其 动力 学 特性 的 完整 表征 。 人 类 连续 变量 动态 系统 在 结 
构 和 特性 土 的 区 别 可 由 其 状态 空间 描述 直观 显示 。 本 节 计 沦 连续 裤 量 动态 系统 其 于 状态 
空间 描述 的 分 类 。 目 的 是 要 来 引信 亲 统 控制 理论 中 有 关系 统 的 基本 述 术 讶 及 其 下 确 含义 
线性 系统 和 非 线 性 系统 
不 失 一 般 人 性 ,只 限于 讨论 连续 时 间 系 统 。 首 先 ,对 系统 分 别 选 证 
状态 二 [yr yx 
输 人 上 站 一 [aa us sg] 
输出 了 = [yi ,yey 7 
其 中 上 标 “ 了 "表示 转 置 。 
称 一 个 系统 为 非 线 性 系统 , 当 且 仅 当 对 其 状态 空间 描述 
= 站 (2, 43) 
了 一 计生 
向量 画 数 


2.411) 
《人 
Tt) 一 | : 


B11 EHst) 
: 和 和 gx Et = : | 
fx) 


站 

的 全 部 或 至 少 一 个 组 成 元 为 状态 变量 Tl 和 输入 最 HI Hr tp 的 非 线 性 
晤 数 ， 

称 个 系统 为 线性 系统 , 当 且 仅 当 系 统 的 状态 空间 描述 (2 43) 一 (2. 44) 中 ,向 量 请 数 


ro rr- -一 
™- Tr — 。 
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Fr 和 R&D 的 所 有 组 成 蕊 均 为 状态 变量 rr rr 和 输入 量 上 ,ts 的 
线性 两 数 , 即 有 


7) = AlNx+ Blu (2. 45} 
BT) = COT Duew ‘2. 46) 
等 价 地 , 称 - -个 系统 为 线性 系统 , 当 且 仅 当 系统 的 状态 空间 描述 可 点 为 
x AAIr Bu ‘2.47} 
Fo Crt Du (2.418) 


其 中 .参数 矩阵 4(0 ,BO ,C0 ,DO 为 不 依赖 于 状态 x 和 输入 & 的 时 变 算 阵 ， 
现实 世界 中 的 一 切实 际 系统 严格 地 说 都 属于 非 线性 系统 ， 线性 系统 只 是 实际 系统 在 
忽略 次 要 非 线 性 因素 后 所 导出 的 理想 化 模型 . 但 是 ,同时 也 要 指出 ,完全 可 以 把 相当 多 的 
实际 系统 按照 线性 系统 对 待 和 处 理 ,其 在 简化 分 析 的 同时 所 得 结果 可 在 足够 的 精度 下 网 
合 于 系统 实际 运动 状态 ， 符 别 蚌 ,如 果 限 于 讨论 系统 在 某 个 (x ,ww) 的 足够 小 令 域 内 的 运 
动 ,那么 任 一 非 线性 系统 都 可 在 这 一 邻 域内 用 一 个 线性 化 系统 米 代 兰 , i 其 状态 空间 描述 
可 以 容易 地 通过 素 勒 展开 方法 来 导出 。 
下 面 , 给 出 化 非 线性 系统 为 线性 化 系统 的 泰 勤 展开 方法 ， 说 非 线性 系统 相应 于 指定 
状态 x。 和 指定 输入 um 的 状态 空间 描述 为 
Xe = fret) (2. 49) 
yo = EAX Wn!) (2. 590) 
进而 ,在 (to ,wo) 的 一 个 足够 小 邻 域 内 ,将 非 线 性 系统 的 状态 空间 描述 (2. 43) 和 (C2.,44} 中 
的 向 量 旺 数 f(x,w,7) 和 Srayti) 进 行 泰 勒 展开 ,可 得 
JE 人 一 大 二 十 (法 ) ex 十 (HE) ou 十 
aldr Gui (2.51} 
BKM 一 gLX 有 tt) 十 ( 芒 ) sx 十 (总 ) a 十 


BS GE， 《2. 52) 
其 中 
dx Fk Hou 
afOxr ,On,t), BOY Ga 为 高 瞧 小 项 
再 运用 向 量 对 向 量 的 求 导 规 则 ,并 表 


9 .9f 
dx x, 
(六 0 5 一 | : 一 六 (7) 
of .9f, 
La dz, 总 
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a . Of 

du dup 
的 
du 1, Du rp 

oF, _ of, 

Ol up x 

dg a dr1, 

区 dE, 
Be 
AxX J OX dm 

gs Ls da 

rl Tn ky rn 

dg .9g11 
3 ) 一 2 一 | : : -Dt 
( 藻 b (a 2 “ ) 

age ,, dg 

dul dus £0 


那么 在 略 去 高 阶 小 量 后 ,就 可 导出 非 线性 系统 在 (x, ,mu) 的 邻 域内 线性 化 系统 的 状态 空间 
描述 为 

Br = fruit — frst) — AISx + Bldnr {2,53) 

Oy = gr — gx) = CN Br + Dud {2,54) 
进而 ,通过 符号 土 的 更 换 . 即 以 x 代替 6x,u 代 赫 6u,y 代 蔡 B6y, 则 (2.53) .C2 54) 就 可 化 
为 线性 系统 的 规范 状态 空间 描述 (2. 47) 、(2. 48) 。 并 且 , 容 易 看 出 ,状态 方程 (2. 53) 和 输 
出 方程 (2. 54) 属 于 系统 的 微 偏 运动 的 数学 描述 。 邻 域 取得 愈 小 ,线性 化 模型 能 以 愈 高 精 
确 度 “ 通 近 ” 非 线性 系统 。 比 之 非 线 性 系统 ,线性 系统 无 论 在 分 析 或 综合 上 都 要 简单 和 雁 
易 得 多 。 


时 变 系统 和 时 不 变 系统 


不 失 一 般 性 ,同样 限于 讨论 连续 时 间 系 统 ， 称 一 个 动态 系统 为 时 变 系 统 , 当 目 仅 当 其 
状态 空间 描述 (2. 43)、(2. 44) 或 (2. 47) 《2. 48) 中 显 仿 时 间 变 量 1, 即 向 量 函 数 Fr sa， 六 
和 g(x ,us) 或 参数 矩阵 {4(2) ,BG CC) :了 (2 全 部 或 至 少 一 个 是 时 间 变量 1 的 显 函 数 ， 
称 一 个 动态 系统 为 时 不 变 系统 , 当 且 仅 当 其 状态 空间 描述 (2. 43)、(2. 44) 识 (2. 47) 、 
(2. 48) 中 不 显 含 时 间 变 量 *, 即 向 量 函 数 为 Fix,w) 和 gx 或 参数 和 矩 阵 为 {14 ,8,C,PD) ， 

时 变 系 统 状态 空间 描述 的 形式 已 如 前 述 。 对 非 线性 时 变 系统 ,其 描述 如 (2. 43)、 
《2. 44) 所 示 :对 线性 时 变 系 统 , 其 描述 如 (2. 47) (2. 48) 所 示 对 非 线性 时 不 变 系统 ,状态 
空间 描述 为 

x 一 flr.n) (2. 55) 


TT 
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Fo= gCX,H) {2,56) 

对 线性 时 不 变 和 系统, 状态 空间 描述 已 如 前 述 ,为 
CEt = Ax) -| But{r) {2.57} 
Ft = Cx tt) + Duti) {2. 58} 


时 不 变 系 统 物 理 上 代表 结构 和 和 数 都 不 随时 间 变 化 的 一 类 系统 。 严 格 地 说 ,由 于 内 
部 和 外 部 影响 的 存在 ,使 实际 系统 的 参数 或 结构 做 到 完全 不 变 几 乎 是 不 可 能 的 。 从 这 个 
意义 上 来 说 ,时 不 变 系 统 只 是 时 变 系 统 的 一 种 理想 化 模 再 。 但 是 ,只 要 这 种 时 变 过 程 比 之 
系统 动态 过 程 足够 地 慢 ,那么 采用 时 不 变 系统 代替 时 变 系 统 进行 分 析 , 仍 可 保证 具有 足够 
的 精确 度 。 由 于 时 不 变 系 统 在 分 析 和 综合 上 的 简单 性 ,由 式 (2. 57》 和 式 (2. 58) 所 表征 的 
线性 时 不 变 系 统 ,将 是 本 书 讨论 的 重点 。 


连续 时 间 系 统 和 离散 时 间 系 统 


称 一 个 动态 系统 为 连续 时 间 系 统 , 当 且 仅 当 系统 的 输 人 变量 .状态 变量 和 输出 变量 取 
值 于 连续 时 间 点 ,反映 变 芋 间 因 果 关 系 的 动态 过 程 为 时 间 的 连续 过 程 ， 称 一 个 动态 系统 
为 离散 时 间 系 统 , 当 且 仅 当 系统 的 输入 变量 .状态 变量 和 输出 变量 只 取 值 于 离散 的 时 间 
点 ,反映 变量 间 扫 果 关 系 的 动态 过 程 为 时 间 的 不 连续 过 程 ， 

连续 时 间 系 统 和 离散 时 间 系 统 在 状态 空间 描述 上 存在 基本 区 别 。 对 于 连续 时 间 系 
统 ,状态 方程 为 微分 方程 ,输出 方程 为 连续 变换 方程 ;对 于 离散 时 间 系 统 , 状 态 方程 为 差分 
方程 ,输出 方程 为 离散 变换 方程 。 连续 时 间 系 统 ( 包 括 非 线性 系统 和 线性 系统 ) 的 状态 空 
间 捕 述 已 如 前 述 ,这 里 不 再 重复 。 对 离散 时 间 系 统 , 非 线性 时 变 系统 的 状态 空间 描述 为 


xfR 十 1) 一 xz(RJ utk) ky, k=0,1,2,. (2. 59) 
yOE) = g(rCk) (天 ] 天) (2. 60) 
非 线 性 时 不 变 系统 的 状态 空间 描述 为 


Xt 十 1) 一 下 CC 二 ) tk) 下 二 人 1,2， (2. 61) 

POE) — gCx(k), utk)y 《2. 62) 

对 线 件 离散 时 间 系 统 ,不 管 是 时 变 系 统 还 是 时 不 变 系统 ,它们 的 状态 空间 捕 述 已 在 上 一 闻 
中 给 出 ,这 里 不 再 重复 ， 

应 当 指 出 ,由 于 时 间 的 本 质 上 的 连续 性 ,自然 界 和 工程 界 中 的 儿 乎 所 有 系统 都 毫 无 例 

外 地 归属 于 连续 时 间 系 统 的 范畴 。 为 一 方面 ,时 间 的 度量 上 的 高 散 特 点 ,例如 年 季 月 日 、 

时 分 秒 、 毫 秒 微 秒 纳 秒 等 ,又 使 得 社会 经 济 领域 中 的 许多 问题 适宜 于 作为 离 艇 时 间 系 统 来 

处 理 和 研究 。 从 一定 意义 上 来 说 ,离散 时 间 系 统 是 对 实际 问题 因 需 要 和 简便 而 导出 的 一 

类 “等 价 性 "系统 。 特别 是 , 随 荐 计算 机 的 发 展 和 普及 ,大 量 连续 时 间 系 统 由 于 采用 数字 计 

算 机 来 进行 分 析 或 控制 的 需要 ,而 被 人 为 地 通过 时 间 离 散 化 而 化 成 为 离散 时 间 系 统 ， 因 

此 ,在 系统 控制 理论 中 ,高 散 时 间 系统 的 重要 性 正 变 得 富 来 愈 突出 .这 从 一 个 方面 体现 了 


Tm surrnee =- 
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当前 时 代 的 特征 。 


确定 性 系统 和 不 确定 性 系统 


称 一 个 动态 系统 为 桶 定性 系统 , 当 生 仅 当 不 论 是 系统 的 特 忻 和 参数 还 是 系统 的 输入 
和 扰动 ,都 是 随时 间 按 确定 的 规 健 而 变化 的 。 确 定性 系统 的 一 个 基本 特点 是 ,其 动态 过 程 
即 状 态 和 输出 随时 间 的 演化 过 程 是 时 间 变 量 的 确定 性 函数 。 通 过 对 状态 方程 和 输出 方程 
的 求解 和 分 析 , 可 惟一 地 确定 出 系统 的 演化 行为 即 状态 和 输出 在 任 -时 刻 的 态势 

称 一 个 动态 系统 为 不 确 定性 系统 ,或 者 系统 的 特性 与 参数 中 包含 蘑 种 不 确定 性 . 即 其 
变化 不 能 采用 确定 的 规律 来 描述 ,或 者 作用 于 系统 的 输入 和 扰动 是 随机 变量 , 即 其 随时 间 
的 变化 是 随机 性 的 。 通常 ,把 后 一 类 情形 的 不 确定 性 系统 称 为 随机 系统 ,需要 采用 随机 过 
程 的 理论 和 方法 来 描述 和 分 析 。 在 系统 控制 理论 中 ,对 随机 系统 的 分 析 和 控制 的 研究 ,已 
经 形成 为 一 个 独立 的 分 支 。 不 确定 性 系统 的 基本 特点 是 .系统 的 动态 过 程 即 状态 和 输出 
随时 间 的 演化 过 程 , 或 者 是 不 确定 的 ,或 者 是 随机 的 ,但 满足 一 定 的 区 域 分 析 规 律 或 一 定 
的 统计 分 析 规 律 。 

不 论 是 描述 上 还 是 分 析 上 ,不 确定 性 系统 都 要 远 复 杂 于 确定 性 系统 。 对 于 非 随机 类 
型 的 不 确定 性 系统 , 常 采 用 区 间 分 析 等 理论 和 方法 来 研究 和 处 理 , 相 应 的 理论 和 方法 党 被 
称 为 鲁 棒 分 析 理 论 。 对 于 随机 类 型 的 不 确定 系统 ,需要 采用 概率 统计 和 随机 过 程 的 理论 
与 方法 来 研究 和 处 理 , 相 应 的 理论 和 方法 被 称 为 随机 系统 理论 本 书 限于 研究 确定 性 系 
统 分 析 和 综合 的 理论 和 方法 ， 关于 不 确定 性 系统 分 析 与 综合 的 理论 种 方法 可 参阅 相关 的 
著作 。 
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由 和 柔 统 输入 和 输出 描述 导出 状态 空间 揪 述 的 问题 称 为 实现 问题 . 有 关 实 现 问题 的 一 般 
理论 和 方法 将 在 第 10 章 中 专题 讨论 . 本 节 以 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系统 为 对 象 讨论 
由 输入 输出 描述 导出 状态 空间 描述 的 方法 。 通过 这 种 讨论 意 在 加 深 对 状态 空间 描述 的 更 
为 具体 和 更 为 直观 的 认识 。 


由 输入 输出 描述 导出 状态 空间 描述 
考虑 单 窒 入 单 输出 线性 时 不 变 系统 。 系 统 的 输出 y 和 输入 均 为 标量 变量 ， 表 征 系 


统 动态 过 程 的 输入 输出 描述 , 雇 可 采用 时 间 城 的 单 变量 高 阶 微分 方程 ， 
i 3 十 二 ay 二 63) 


me wii rr re 一 ---- 
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也 可 等 价 地 采用 频率 域 的 传递 隔 数 ， 
Yi rs" 十 bm 4 十 十 如 5s 十 如 (2.64) 
和 als) a 十 ai 十 an 
其 中 一 yAdr va 一 dia/de ,yl 和 wll} 分别 为 输出 y 和 输入 & 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
并 且 , 从 物理 可 实现 性 角度 ,一 般 有 mw 所 n。 
另 一 方面 ,对 于 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系统 ,还 可 导出 状态 空间 描述 为 
x 二 Ar 二 bu {2.65) 
y= ex du {2,66 
其 中 ,由 系统 为 阶 和 单 输入 单 输出 所 决定 ,A 为 nx 矩阵,b 为 nxX1 和 矩阵 ,c 为 1xn 算 
阵 ,d 为 1x1 矩阵 即 标 量 。 

由 输 人 输出 时 间 域 描述 (2. 63) 或 输入 输出 频率 域 描述 (2. 64) 和 出 状态 字 间 措 述 
(2.65)《2. 66) 的 间 题 可 归结 为 两 个 基本 求解 步骤 。 一 是 ,选取 适当 的 状态 变量 组 ;二 是 ， 
确定 对 应 的 参数 第 阵 组 。 并 且 , 随 状态 变量 组 的 选取 不 局, 参数 矩阵 组 也 相 诺 二 不 局 

通常 ,对 由 答 入 输出 描述 导出 状态 空间 描述 的 问题 ,可 以 采用 多 种 不 同 的 算法 ， 下 
面 , 归 于 介绍 其 中 较为 典型 和 较为 简单 的 几 种 算法 ， 

结论 2.1[ 由 输入 输出 描述 导出 状态 空间 描述 ] 给 定单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系 统 
的 输入 输出 描述 (2. 63) 或 (2. 64) ,其 对 应 的 状态 空间 描述 可 按 如 下 两 类 情形 来 导出 。 

《1) mn 即 系统 为 严 真情 形 。 对 此 ,对 应 的 一 个 状态 空间 描述 为 


0 : 1 
z= | 。 1 jz+ , a (2, 67) 
a i —a, oe a, ] 
y= [b, sb 0 x (2. 88) 
2) m 一 nn 即 系统 为 真情 形 。 对 此 ,对 应 的 一 个 状态 空间 描述 为 
0 :i 1 0 
守 一 1。 、 |z+ 1 a (2. 69) 
ao 1 
$= [tb — Bao) ,Ch — 1 hb — Pasi) x ba C2. 70) 


证 不 失 一 般 性 ,下 而 针对 时 间 城 描述 (2.63) 来 进行 证 明 、 
(1) mn 的 情形 。 为 便于 推 证 ,通过 引入 微分 算 符 PP 二 dv/di, 可 表 输 入 输出 描述 
{2.63) 为 


dnp" 二 Bi p™ 二 十 如 办 十 如 
| 2, 
YT 加 十 加 让 tapia, “ C2. 71) 


进而 ,把 土 式 分 解 为 
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?pra, ip ere (2. 72) 
y= hp" 
或 表 为 
Fa (2. 73) 
了 二 Fo {2, 74) 
骨 由 系统 为 n 阶 可 知 , 有 且 权 有 个 状态 变量 ,为 此 将 其 取 为 
1 一 六 (2. 75) 
基 此 ,并 利用 式 (2. 73)? 和 式 (2.74)y ,可 得 
Ti 一 六 二 
Ty 二 Y= 
… (2.76) 
Ze 1 一 站" ”一半 
工 。 = nT 
和 
Y= htt hrs tm burn. (2. 77) 


从 而 ,通过 引入 状态 向 量 + 一 [xi ,zz 开 , 并 将 式 52.76) 和 趟 (2. 77) 表 为 向 量 方程 ， 
就 得 到 此 种 情形 的 状态 空间 描述 (2. 67) 和 (2. 68)， 

(2) 六 一 站 的 情形 。 类 似 地 ,将 输 人 输出 措 述 (2. 63) 表 为 
六 op 十 名 -十 富士 入 十 贡 ， 


— 2.7 
> pr Ha ip" (4H apia, ‘2.78) 
进而 , 通 计 对 上 述 真 有 理 分 式 作 除 法 ,导出 其 常数 项 和 严 真有 理 式 项 ,有 
Ce-i 一 总 如 12p” 十 … 十 【如 — a0) 一 
3 一 [a ee | (2. 79) 
类 似 地 ,将 其 作 进 一 步 分 解 ， 
一 fm 二 一] 。 il 可 一 
y" +ar vy 二 下 a d= C2. 80) 


y= ba — Day + bu 
注意 到 上 式 中 第 一 个 方程 等 同 于 式 {2. 73) ,表明 在 式 (2. 75) 所 示 状 态 变量 组 的 选取 下 ,对 
应 状态 方程 同 于 m<<n 情形 的 状态 方程 (2. 67) ,从 而 证 得 式 (2.69) 而 击 上 式 中 第 二 个 
方程 ,又 可 导出 
Yo ba 十 (和 一 名 er 十 十 (8 er 十 (2.81) 
通过 把 其 表 为 向 量 方程 , 即 可 导出 输出 方程 (2. 70)。 证 明 完 成 . 
例 2.1 给 定 一 个 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系统 的 输 和 人 输出 描述 ， 
2y™ 十 32342 十 388y ”十 12803 一 320u 4+ 1440n 
首先 ,将 上 述 方程 首 一 化 , 即 把 方程 左 端 首 系 数 化 为 1, 有 


2 4 由 系统 输入 输出 描述 导出 状态 空间 描述 35 


y 二 16y 十 194y | 640y 一 160u + 720u 
对 此 例子 ,nxn 二 3,m 一 1, 甘 属于 mn 即 系统 为 严 真情 形 , 基 此 可 定 出 状态 为 3 维 。 于 是 ， 
由 屁 并 利用 式 (2.67) 和 式 (2.68) ,再 将 上 述 方 程 中 系数 直接 填 作 相应 参数 笨 阵 ,无 需 计算 
就 可 导出 一 个 状态 空间 描述 为 


工 ] 0 1 OQ] TX Do 
=|-| 0 0 liixrl ola 
Xi — 840 --194 -一 16] Lz, 1 
X11 
yy 一 L720 160 0j]iwx; 
3 


例 2.2 给 定 一 个 单 输 和 人 单 输出 线性 时 不 变 系统 的 输 人 输出 措 述 ， 


(5) 一 4 十 1605 二 720 
上 16s: + 194s | 640 


对 此 例子 ,n 二 3,m 一 3, 且 属于 mx 一 nn 即 系统 为 真情 形 。 基 此 可 知 ,系统 维 数 为 3, 并 
先 来 计算 定 出 : 
(hy 一 六 co) = 720 — 4 x 640) —— 1840 
(hi Ooha) = (160— 4 x194) 一 一 616 
(hs — Bas} = (0— dx16) 一 64 
于 是 ,利用 式 (2. 69} 和 式 (2. 70) ,并 将 方程 系数 和 计算 得 到 的 系数 填 人 相应 的 参数 矩阵 ， 
即 可 寻 出 一 个 状态 空间 描述 为 
7 0 
中 
1 


工 1 0 1 0 fx 
二 3 一 540 一 194 —16 Lx, 
十 [4 


4 一 [一 1840 一 616 — 64] . 
结论 2.2[ 由 输入 输出 描述 导出 状态 空间 描述 ] 给 定单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系 统 
的 输入 输出 描述 如 式 {2. 63) 或 式 (2. 64), 其 对 应 的 状态 空间 描述 可 按 如 下 两 类 情形 来 
导出 。 
(1) m 一 0 情形 。 对 此 ,输入 输出 描述 为 
yy yay = (2, 82) 


pn 


(3 二 
& parip” |- Fa pia 


其 对 应 的 一 个 状态 空间 描述 为 


(2, 83) 


EE Te 
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-0 i 1] 0 

= | ” x 二 | iu 2. 84) 
0 1 
tn ， 对 1 — Hn 1]! b, 

yo [lO d |x [2.85) 


(2) m 隆 0 情形 。 对 此 , 没 输 入 输出 描述 为 
Ya 
或 
3) C= 一 i2, 67) 
外 十 如 十 和 十 国志 十 由 
其 中 ,人 允许 取 刀 二 0, 和 包括 mw<n 即 系 统 严 真 和 mm 一 n 即 系统 直 两 种 情形 。 其 对 应 的 一 个 状 
态 空间 描述 为 


0 |! Bb 
文 一 0 | : | x ‘ u (2. 88) 
- a a A 1 Bs, 
y= [lO ,0x br [2.89) 
其 中 
B= 
Hi 二 bd 1 
及 一 下 2.50) 


用。 一 bs — .1B, tn BB 2 — dB — dnp 
证 (1) m==0 情形 ， 个 夫 一 般 性 ,限于 对 时 间 域 描述 来 证 明 。 按 线性 无 关 极 . 
求 , 取 状态 变量 组 ， 站 


TY Oo yr 【2. 51) 
基 此 ,并 运用 输入 输出 描述 方程 ,可 以 导出 
了 一 (2. 92) 
和 
+| -一 i rs 
I [| = 工 ; 
(2. 93) 
a1 一 im 一 tn 
之 ， dT A — a 二 bu 


现 表 状 态 太一 [ Ti ta 人 那 避 ,通过 将 式 (2. 5327? 和 式 (2， 92) 化 为 向 量 方程 ,就 得 到 


2 4 由 系统 答 和 信和 葵 出 措 述 导 出 状态 空间 描述 37 


状态 空间 拱 述 (02.810 和 (2, 85)。 
C27 冯 中 稍 形 。 辐 样 , 限 十 对 时 间 城 描述 进行 证 明 。 将 状态 挛 基 组 取 为 形 如 下 式 的 
舍 呈 vw 和 输入 这 点 车 各 阶 早 数 的 一 个 线性 组 合 : 


-TL 六 一 站 


-二 Yy BH. — | 

了 了} 一 YY 一 总 和: Pim! -- Bg (2,94) 
— li n 1 1 1 1 1 : 

ny" 一 总 Bw" 一 四 一 站 1 


进而 ,为 导出 待定 常数 六, ,8,,….8，, 的 计算 起 ,将 万 程 组 (2.84) 由 上 至 下 依次 对 以 条 数 
acesan + 并 注意 到 i 一 一 二 一 Bj 1 —B, 一 站 有 
dry = doi 
dy) = a Hapa au 
day = Ar a i da a 
《2. 9.5) 
Ey a 1 1 
YY = Ba BB i 
可 以 看 出 ,(2,95) 各 方程 等 式 左边 相 及 结果 妈 为 输入 输出 描述 (2. 86) 竺 式 左边 表达 式 . 
相应 地 ,(2. 95) 各 方程 等 式 石 边 祖 加 结果 必 等 于 输入 输出 描述 (2. 86? 等 式 右边 卡 达 武 , 风 
而 有 
{Tela rs 二 tBu, 1B un" 1 
Bt BB 1 
CB a Boi Bo a 
一 Bl" 二 ba bu (2, 96} 
于 是 ,比较 上 式 等 式 丙 边 x 二 0,1,… ,nn) 的 系数 , 即 叮 芋 出 8 ,8 ;的 计算 
式 为 
已, -= &, 
有 一 bal 一 1 六 
B= bo 2 dri a, sf (2. 97) 


,= 一 如 1 1 A 2 2 dB — a 
进而 ,由 式 (2. 94) (2.95) 和 涉 (2. 88) ,就 可 得 到 
二 ypar 一 2 Pinu 
了 3 一 yy 一 私下 — Bu — I 十 BB,.u 
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了 [ 一 0 四 一 有 ee 一 全 一 让 at = Xn 十 六 ait 
一 (2. 98) 

TO 十 站 
和 
y= 十 Bu (2.99) 


从 而 ,引信 状态 x 二 Lr,zz,… ,Ti]"', 并 利用 户 ,= 二 56, 和 通过 将 成 (2. 98) 和 趟 (2,99) 表 为 向 
量 方程 ,就 导出 状态 空间 描述 42. 88) 和 (2.89)。 证 明 完 成 . 

例 2.3 给 定 一 个 单 输 人 单 输出 线性 时 不 变 系 统 的 输 人 输出 描述 为 

yl6y 194y 十 640y = 160u6 + 7204 

注意 到 mn 二 3, 可 知 状态 为 3 维 。 再 由 于 mw 关 0, 送 用 式 (2. 90) , 先 来 定 出 . 

B= 6 二 0 

B=b may—m 0—16xw0=0 

有 一 真一 四 同一 让 一 160 一 16Xx0 一 194XO 一 160 

六 一 商 一 asp 一 ap 一 aop 一 720 一 16Xx160 一 194XxX0640x0 二 一 1840 
从 而 ,运用 式 (2. 88) 和 式 (2. 89) ,就 可 导出 一 个 状态 空间 描述 为 


六 | 0 1 QO Tx 0 
| 0 0 | |， 
LI 一 640 一 194 —186| lz, 一 1840 
-上 
| 
并] 


例 2.4 给 定 一 个 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系统 的 输入 输出 措 述 为 
y+ 16yD 十 194y" 二 S40y = du 二 160u + ?200 
注意 到 w= 二 3, 可 知 状态 为 3 维 。 再 由 于 浪 堪 0, 运 用 式 (2. 90) , 先 来 定 出 : 
上 = 加 二 生 
有 一 各 一 az 让 一 0 一 16X4 一 一 84 
六 一 和 一 2 由 一 ai 一 180 一 16Xx( 一 64) — 194 x 4— 408 
让 一 血 一 ap 一 ap 一 ap 一 720 一 16X408 194X( 64) 一 640 x 4 = 4048 
从 而 ,运用 式 (2. 88) 和 式 (2. 89) ,就 可 导出 一 个 状态 空间 描述 为 


A] 四 总 1 0 1 一 4 
Xa -| 0 0 ] 上 oe 
Ls 一 640 一 194 — 186] |x, 


4D48 
二 ] 
y= [1] 0 alee 


9 


y= [1 0 0] 


十 


TT re - - -一 - --- 
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结论 2. 3 由 传递 函数 措 述 导出 状态 空间 描述 ] 给 定单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系统 


的 传递 钞 数 捕 述 为 


( = Bs” 二 
吕 > 加 4" 二 ds ] (s+ a 


《2. 1 00) 


进而 假设 ,其 极点 即 分母 方 程 的 根 和 ,3;.… 1h 为 黄 陋 相 异 实数 。 那 么 ,对 应 的 状态 空间 


撕 述 可 按 如 下 两 类 情形 来 寻 出 ， 
(1) m<in 即 系统 为 严 真情 形 ， 表 
和 一 i = 1.2 


4) 起 | 
A 大 > 

大 一 于 十 | .Iu 
A 让, 


y= [1,1,-.,1ix 
(2) m= 二 1 即 系 统 为 真情 形 。 表 
SS) = 二 (5) 


Te ,下 一 [| — 
BCs) 一 《PP - Pas 守 十 十 Ch han ) 
3 十 号 。15 — 
和 
k, 二 limg (ts 一 各) 1 一 ] 2: + 
对 此 ,对 应 的 一 个 状态 奈 空 间 播 述 为 
EP k 
让 请， 
下 一 二 十 | .| 
A |。 


了 一 [1 1 lx ba 
证 《1) m<n 情形 。 首 先 ， 才 站 年 传 递 旺 数 为 


”十 疡 。- 13" ' “十 六 十 六 
St5) = i A) 
进而 ,再 表 其 为 部 分 分 式 和 ,有 
kk 天， 
8 二 二 二 
而 由 入 +Ap sy A 为 两 两 相 异 实 根 知 ,&,(i 二 1,2,.…,n) 均 为 实数 ,并 有 


,= lim gts)ts -4,), i 一 1 ,2 ,A 


《 


(2, 


(2. 


(2. 


101) 


102} 


.105) 


.104) 


.105) 


106) 


107) 


- 108) 
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由 此 ,对 给 定 传 递 遂 数据 述 , 可 导出 关系 式 ， 


i | 四 ， ， 109 
NS 一 区 Ne 二 二 区 2 Iu) 《2. ) 
现 取 拉 普 拉 斯 变换 意 广 下 的 状态 变量 组 为 
”> k, 9 mY — 村 
4 4) 一 Cp ， 1 一 1 :2， + 好 C2. 110) 


于 是 .由 式 52. 110) 和 式 人 2. 109) ,可 以 导出 
SICs) ECs) + kiats) 
ST Cs dr (sy) 二 Rawts) 
(£2,111) 


srs) = Arats) 十 下 让 CS 
和 
ys) = XI) Tas) 5) 《2. 112) 
从 而 ,将 式 (2.111} 和 式 (2. 112}) 取 拉 普 拉 斯 反 变换 ,再 把 所 得 方程 组 表 为 向 量 方程 , 即 可 
导出 状态 空间 描述 42. 101) 和 (2. 102) 。 

《2 二 nn 和 情形。 对 此 , 表 gts) 一 bi 十 BC3) ,其 中 (5) 为 严 真 ,bb 为 直接 传输 标量 。 
基 此 ,并 对 EF(s) 按 mx<<n 情形 类 同 推导 。 即 可 导出 状态 空间 描述 (2. 105) 和 (2. 106)。 征 
明 完 成 。 

例 2.5 给 定 一 个 单 输 人 单 输出 线性 时 不 变 系 统 的 传递 函数 为 


7s* 二 2s 二 1 
人 十 65 十 lls 十 6 


容易 看 出 ,系统 为 严 真 . 进而 ,通过 计算 定 测 ,分 母 方程 的 三 个 根 丸 = 一 1 一 2， 
二 一 3 为 两 两 相 异 。 再 可 定 出 ， 
让 


(LS)} 二 


一 limg(s) (s+ 1) 二 3 
天 


[3 


一 limg(s) (s+ 2) 一 一 25 
下 一 limg(s) (s+ 3) 二 29 
于 是 ,运用 上 述 结 论 的 式 (2. 101) 和 式 (2. 102), 即 可 导出 一 个 状态 空间 描述 为 


下 ] 一 了 [0 D 十 1 3 
2 -| 0 一 了 | ee 
工 0 0 —3]1zr, 29 


二 1 
J 二 [1 1 1] 3 


< 
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由 方块 图 描述 导出 状态 空间 描述 


基于 传递 组 数 的 方块 图 是 单 输 人 单 输 出 线性 时 不 变 系统 的 一 类 应 用 广泛 的 描述 。 
坦 接 和 简便 地 由 方块 图 描述 导出 状态 空间 描述 是 一 个 需要 讨论 的 问题 。 本 和 节 结 合 
2.74a) 所 示 线 性 时 不 证 系统 的 方块 图 来 具 蛋 阐明 由 方块 图 导出 状态 空间 揣 述 的 方法 
和 步骤 . 


{a {bh} 


图 2.7 一 个 单 输入 单 输 出 线性 时 不 变 系 统 的 方块 图 


(1) 化 给 定 方块 图 为 规范 化 方块 图 。 称 一 个 方块 图 为 规范 北方 块 图 ， 当 且 仅 当 其 各 
组 成 环节 的 传递 函数 均 为 一 阶 惯性 环节 (&,/(Gs 十 5s)) 和 比例 放大 环 此 大 。 对 图 2.7(Ca) 所 
个 方块 图 ,还 过 将 二 阶 惯性 环节 的 传递 函数 化 为 两 个 一 阶 惯性 环节 之 和 , 即 

177 十 13 -2 下 2 
二 55 十 和 5 十 4 :十 1 
可 导出 图 2. ?(b) 所 示 的 对 应 规范 化 方块 图 。 

《2) 对 规范 化 方块 图 指定 状态 变量 组。 基本 原则 是 当 且 仅 当 一 阶 惯性 环节 的 输出 有 
资格 取 为 状态 变量 。 状态 变量 的 序号 除 有 特别 规定 外 可 自行 指定 。 对 图 2.7(b) 规 范 化 
方块 图 ,共有 3 个 一 阶 惯性 环节 , 基 此 可 指定 3 个 状态 变量 由 于 没有 特别 规定 ,可 图 示 
那样 任意 指定 为 zi ,za , 工 ;。 

(3) 列 写 变量 间 关 系 方程 。 对 此 的 基本 步骤 是 ,基于 规范 化 方块 图 ,围绕 一 阶 惯性 环 
节 和 求 和 环节 ,根据 输出 输 人 关系 列 写 出 相应 关系 方程 ， 对 图 2. 7Cb) 规 范 化 方块 图 ,从 3 
个 一 秀 惯 性 环节 和 1 个 求 和 环节 的 输出 输入 关系 ,可 容易 列 出 其 关系 方程 组 为 


Zl 二 (uc) 
5 
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YY 十 六. 
其 中 ,为 基本 简单 起 见 , 直接 采 用 空 也 符号 链 代 变量 拉 普 拉 斯 变换 ， 
(4147 学 出 变换 域 状态 空 二 方程 和 输出 实 量 方程。 对 图 2.7Lh) 所 示 上 方块 图 .通过 对 上 
述 叶 出 的 关系 方程 的 简单 推演 ,就 可 定 出 形 如 下 述 的 变换 域 状态 变量 方程 ， 


Fr 一 -一 十 
SR 
ST A 一 
和 寞 换 域 输出 变量 方程 
了 一 十: 


45) 时 出 状态 空间 描述 。 对 此 的 基本 步骤 是 ,首先 利用 拉 普 拉 斯 反 变换 关系 ,在 变换 
域 方 程 中 用 dz,idi 代 赫 sr 用 时 域 变量 代 符 其 拉 普 拉 斯 变换 变量 .以 导出 时 间 域 方程 
进而 表 时 间 域 方程 为 向 量 方程 ,就 即 导 出 状态 空间 描述 。 对 图 2. 7(Cb)? 所 示 方块 图 . 由 十 
述 变 换 方 程 ,可 导出 时 间 域 方程 为 


2 一 一 4r Sr, ou 
Ts 一 一 了 一 2 二 
一 了 | 十 一 2 
和 
TY 一 十 na 
册 表 上 述 时 间 域 方程 为 向 量 方程 ,就 得 到 对 应 于 图 2. Aa) 所 示 方 块 图 的 状态 空间 描述 汶 
| 一 二 0 一 5 [|r "57 
x= 0 -1 -| 中 ?| 
Xs 1 1 —2|lx| um 


2.5 线性 时 不 变 系 统 的 特征 结构 


线性 时 不 变 系统 的 特征 结构 由 特征 值 和 特征 向 量 所 表征 特征 结构 对 系统 运动 的 特 
性 和 行为 具有 重要 影响 。 本 节 是 内 概念 和 算法 角度 对 线性 时 不 变 系统 特征 结构 的 一 个 六 
为 系统 的 讨论 ， 基本 内 容 涉及 系统 的 特征 多 项 式 ,特征 值 和 特征 向 量 。 这 些 结果 对 于 线 
性 时 不 变 系 统 的 分 析 和 综合 是 不 可 缺少 的 。 


Ti 
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特征 多 项 式 
尊 察 连续 时 间 线 性 时 不 灾 系 统 , 其 状态 方程 为 


To A Bu {2.113) 
直面. 由 此 出 发 , 络 出 系统 的 特征 所 阵 和 特征 多 项 式 等 的 定义 ， 
定义 2.4 [特征 矩阵 ] 对 线性 时 不 变 系 统 (2. 113) 
特征 矩阵 过 C1 不) {2.111) 
其 中 ,s 为 复数 变量 ,I 为 维 数 同 于 系统 矩阵 筷 的 单位 阵 ， 
注 特征 矩阵 (Cs 一 肯 }? 作 为 多 项 式 征 阵 必 为 卡 奇 异 , 用 常 称 其 着 矩阵 Cs- 和) ! 为 所 
艇 矩阵。 
定义 2.5 1 特征 多 项 式 ] 对 组 性 时 不 恋 系 统 (2. 113) 
特 生 和 多项式 和 detts1 一 妆 ) {2,115) 
进而 ,我 们 再 来 指出 特征 多 项 式 的 基本 属性 和 特性 ， 
(1) 特征 多 项 式 的 形式 
对 nXn 系统 托 阵 4 ,其 特征 多 项 式 为 复 变 最 * 的 一 个 阶 多 项 式 ， 
ct A dettsl- AY= w+ ms a ‘2, 116) 
其 中 ,由 和 为 实 抢 阵 所 决定 ,系数 ea ,*… ,a， : 均 为 实 常 数 ,它们 由 系统 些 阵 点 的 元 素 即 
系统 参数 所 决定 ， 
(2) 特征 方程 
特征 方程 是 由 特征 多 项 式 的 霍 化 所 学 出 的 方程 特征 方程 可 表 为 detts1 一 A}=0， 
对 ”xz 系统 定 阵 4 ,特征 方程 尾 一 个 上 重 代 数 方程 ， 
ots) 一 3 十 和 人 一 《2. 117) 
《37 凯 莱 -哈密 尔 顿 (Caley-Hamitten) 定 理 
饥 莱 -哈密 尔 疗 定理 指出 ,系统 卸 阵 4 必 是 其 特征 方程 的 一 个 "年 阵 根 ", 即 成 立 ， 
ct) 一 4 十 的 4 一 十 oo 一 (2. 118) 
凯 菜 -哈密 尔 顿 定理 扬 示 了 线性 时 不 变 系 统 的 一 个 基本 特性 。 这 个 特性 指出 ,对 nxn 系 
统 和 矩阵 44, 有 且 公 有 1 有 生 ， 辣 2 ,站 为 线性 无 关 , 所 有 40 一 na 二 1) 都 可 表 为 它 
们 的 线性 组 合 ， 在 线性 时 不 变 系统 的 分 析 中 ,由 凯 革 -哈密 尔 顿 定理 导出 的 这 个 特性 具 
有 重要 的 应 用 。 
i4) 最 小 多 项 式 
瘦 定 n Xn 系统 撼 阵 点 ' 伴 随 特 征 多 项 式 还 可 导出 最 小 多 项 式 的 概念 ， 对 此 ,由 系统 
的 预 解 矩阵 即 特 征 矩 阵 的 道 , 可 以 导出 


Ladjcr 一 4) pes) 
CT 一 人 天池 (2. 119) 


TT Bt ep i er 
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其 中 .aks) 为 特征 多 项 式 ,adjts 一 和) 是 特征 香 阵 (sf 一 4) 的 伴随 更 阵 且 为 多 项 式 矩 阵 。 
进而 ,完全 消去 sts) 利 adjtsf 一 4) 各 个 元 多 项 式 间 的 公 因 式 。 从 而 ,还 豆 得 到 (2. 119) 的 
最 右 问 表达 式 。 其 中 ,Pl) 为 洗 项 式 和 矩阵 ,$8(y) 为 次 数 小 于 或 等 于 als) 的 多项式 ,日 $s) 
和 Pts) 的 各 个 元 多 项 式 之 间 为 于 质 。 

在 此 基础 上 ,定义 下 ) 为 系统 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 。 最 小 多 项 式 $s) 必 也 满足 凯 
羔 - 哈 密 尔 赂 定 理 , 也 邑 成 立 点 4) 一 0， 由 此 ,通常 也 可 定义 ,最 小 多 项 式 就 是 满足 凯 莱 - 
哈密 尔 顿 定理 的 矩阵 4 的 次 数 最 小 的 多 项 式 。 

(5) 系统 矩阵 的 循环 性 

称 系统 矩阵 4 是 循环 的 ,如 果 其 特征 多 项 式 a(s) 和 最 小 多 项 式 $5) 之 间 只 存在 常数 
类 型 的 公 因 子 记 , 即 有 

us) — ECs) (2. 120) 

循环 性 梳 念 在 线性 时 不 变 系统 的 综合 中 有 着 重要 的 应 用 。 

特征 多 项 式 的 计算 是 线性 系统 理论 中 的 一 个 基本 问题 ， 对 于 线性 时 不 家 系 统 ,不 论 
是 系统 分 析 还 是 系统 综合 ,都 常 面 临 特 征 多 项 式 计算 问题 。 对 系统 矩阵 为 2 维和 3 维 的 
情形 ,线性 代数 中 提供 有 简便 的 算法 ,对 此 不 会 有 实质 性 的 困难 。 当 系统 挎 阵 维 数 等 于 或 
大 于 14 时 ,线性 代数 所 给 出 的 算法 ,或 者 是 算法 步 又 复杂 ,或 者 是 计算 过 程 复杂 ,从 而 难以 
在 控制 工程 中 有 效应 用 。 为 此 ,不 少 研 究 者 对 此 进行 了 广泛 研究 ,提出 了 不 同类 型 的 各 种 
算法 ， 下 面 , 失 来 介绍 其 中 的 两 个 较为 简便 的 算法 ,它们 的 共同 特点 是 算法 具有 泛 代 件 ， 
易于 在 计算 机 上 实现 ， 

(12 基于 迹 计 算 的 特征 多项式 移 代 算法 

通常 ,也 称 这 种 算法 为 药 弗 蔓 (Leverrier) 算 法 。 菜 莫 勒 算法 的 基础 是 计算 拭 阵 的 迹 ， 
对 nXn 和 矩阵 王 ,H 的 谈 定 义 为 其 对 角 线 元 训 之 和 , 即 


trH = ih, 十 sa 十 二 请 ,一 ph, (2. 121) 
一 


下 面 , 不 加 证 明 地 给 出 莱 莫 勒 算 法 的 计算 步 又， 
算法 2.1 [特征 多 项 式 算法 ] 给 定 nxn 系统 矩阵 和 ,其 特征 多 项 式 具有 形式 ， 
Zi) 全 det 一半) 一 5 十 81 十 十 8 十 a (C2. 122) 
则 其 系数 oa ， 人 可 按 下 述 步 又 给 出 的 顺序 来 递 推 地 定 出 . 
Step 1; 计算 


Step 2 = 计算 
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Step 3: 计算 
R, 1 一 及。 :各 十 In | 
四 tr 司 ， 3 如 
让 "一 ;一 3 


Stepn 1; 计算 
Ri — RiA+of 


trR| 态 
"xl 
Step n; 计算 
R. =-— RA 十 ei 
trR,A 
习 p 一 一 
机 


Step 十 1]: 计算 停止 0 


注 上 述 算 法 中 ,矩阵 积 R,A(i=0,1,-…,n 一 1) 也 可 以 用 AR. (i 二 0,1,. 


代替 ,由 此 不 影响 计算 结果 的 正确 性 。 
例 2.6 给 定 4Xxd4 系 统 扰 阵 上 为 


一 名 0 1 1 
1 一 ] 1 2 
砷 一 
1 2 一 1 1 
1 ] 2 
采用 莱 弗 勒 算 法 计算 其 特征 包 项 式 ， 
首先 ,计算 
] 0 0 oo- 一 之 0 1 1 
0 1] 0 0 1 一 1 2 
办; 一 开 一 9 及 :上 一 点 一 
0 0 1 0 1 2 一 ] 1 
0 0 0 1 1 1 1] 2 
au 一 一 rRA _, 
1 
进而 ,计算 
0 ] 1 3 站 3 
R RATaT ] 1 1 2 RRA 2 3 3 8 
2 [二 二 四 -一 
121 1 213 8 
1 1 1 4 4 5 5 12 
-URA_ |], 


2 
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* 天 一 1 来 


青 之 . 计 租 
—8 3 1 3 22 0 一 2 1 
| 2 -7 3 8 0 21 0 7 
站 
| 4 5 5 2 1 7 6 23 
“= 28 
最 后 ,计算 
6 0 --2 4 ri4 0 0| 
0 一 ? 0 | 0 1 0 0 
R=RALaIl— ， RA 
-2 7 一 10 13 0 0 1 3 
4 7 6 —5J 0 0 0 14| 
rR A 
"= 14 


于 是 ,基于 上 述 对 系数 的 计算 结果 ,可 以 定 出 对 应 的 特征 针 项 式 ， 
at 全 del 可 一 4 一 十 2 一 1092 28s:. 14 
(2) 基于 分 解 计算 的 特征 多 项 式 选 代 和 法 
这 个 算法 由 本 书 作 者 在 1982 年 所 提出 。 算法 的 特点 是 ,通过 将 系统 矩阵 4 化 成 为 
上 或 下 三 角 和 矩阵 基础 上 的 分 解 之 和 ,以 实现 递 推 地 计算 特征 多 项 式 ， 下 面 ,给 出 这 一 算法 
的 办 代 型 计算 沙 又 。 
算法 2.2 [特征 多 项 式 算法 ] 给 定 xxn 系统 矩阵 点 为 


dl Gls tl 
nl a Misi rn 
A : 《2. 123) 


Iiinl Hn mn 
则 其 特征 多 顺 式 Cs) 全 detCsI 一 4) 可 按 下 述 给 出 的 步骤 来 计算 。 
Step 1] ， 计算 


A (C5) = A CS) = TT a.) (2. 124) 
Step 2: 置 i 一 0， 和 
Step 3: 表 mg 和 sm, 分 别 为 矩阵 各 中 除 对 角 线 外 的 “上 三 角 部 分 ”和 * 下 三 角 部 分 "里 
所 包含 的 零 行 数 。 如 果 ma > ,进入 下 一 步 ; 如 果 jm 二 mn , 进 人 到 Step 8。 
Step 4: 计算 
B. = C00,1,0.0)" 《2. 125) 


Ki = C000a ma), i 1,2,.. 


1 一 - 1] 《2. 126) 
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Step 5 : 


其 中 


Step 日 : 
Step 7 : 
Step 8， 


Step 9D, 


Tol n 加 
IR! 
un 一 
[A ma 
0 一 38 十 By 
上 
det 一 成 60 二 ‘ik 和 im [Rt ， th 
3 ， 3 十 as 十 :十 a 十 避 ， 
] 
By ‘RY 
iRY iRin 1 , . 。 nl 
TT, 一 六; " B.,, 2 | 县 。 
| ge. 


计算 


RC = ATs) ot Da 1 Jota) 


1 -1 二 ?2 


0 为 了 和 的 第 7 个 行 向 量 


Dts 一 《1 5 ) ' 
令 11 一 i 


车 i 之 nn 一 1, 去 到 Step 41 若 i 二 wn --1, 去 到 Step 12, 


计算 
= C0%0,1,0..0)" 


K'" = (aa, 1 000)， 1 == 2 


Ly 
[e 


nl 


4 一 二 SBK'D 


= 


dett 一 夺 避 7 一 gr" 十 art Sn 十 … “十 oi a 了 十 如 生生 


1 


tI) 


五 一 1 


T= (A IB, ,iAPB, ,: B,.,) E : 


人 
计算 
了 了 > 
一 09 el 
J=1 


2, 


(2. 
(2. 


2, 


《2 


C2. 


£2, 
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127) 


,128) 


, 129) 


,130) 


.131) 


132) 
1331 


137) 


138》 


139) 


140) 
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其 中 
"为 了 "的 第 ;个 行 向 量 (2. 141) 
ots) = Closrm ,ss 1}T 《2. 142) 
Step 10; 令 1 十 1 一 i, 
Step 11; 苦 imz 一 1 去 到 Step 8; 若 i 一 n 一 1, 夫 到 Step 12。 
Step 12; 停止 计算 。 且 所 求 的 特征 多 项 式 即 为 
ols) A det( 一 种 )》 =: 《CS) (2, 143) 


os) 人 det( 开 一 丰 ) 一 A C5) {2. 144) 
现在 来 证 明 算 法 的 结论 。 显 然 ,问题 归结 为 要 证 明 式 (2. 143) 和 式 (2. 144)。 考虑 到 
两 者 证 明 过 程 的 类 同性 ,下面 限于 来 证 明 式 (2. 143) ， 
首先 ,将 系统 矩阵 4 化 为 上 三 角 欠 阵 基础 上 的 分 解 之 和 ,有 


和 A 二 BKM (2, ]45) 


| 


其 中 ,各 个 矩阵 的 含义 已 在 算法 中 说 明 。 而 由 A5W 为 上 二 角 和 矩阵 , 义 有 
A = detd hp) = JT[ Gs— a.) (2. 146) 


其 次 ,基于 分 解 和 式 (2. 1457 以 及 算法 中 引入 的 有 关 符 号 ,并 考虑 到 对 矩阵 的 线性 非 
奇异 变换 不 改变 其 行列 式 这 一 性 质 , 对 ;it= 1 可 以 导出 
A Cs)= det(sf — A{®) 一 det 一 站 二 BK‘) 
= det(sT — (TH A TH (THR YT B KI® TI) (2. 147) 
现 表 
dett sl — A Yo— 六 二 十 af 中 十 (C2. 1d8} 


民 R 
K! 7 了 } {Ora ya }Ti® 一 【> one A (BiRn BER" ,2 BR ) 
了 一旦 


《2.149》 
再 由 第 4 章 中 将 会 给 出 的 完全 能 控 变 换 的 性 质 ,可 知 ， 
| 0 1 
CT ] _ 1 “， ] (2, 150) 
一 oie 一 afR 一 RD) 
0 
(Tt -了 = | (2. 151) 
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于 是 , 基 此 .可 以 导出 
【下 于 十 《于 IB KY TY 
「 0 1 
一 | (2. 152) 
0 1 
— Ca BV) Ca BD) oe a Be | 
et 是 的 A TH TINY TBE TM} 
= 5 Ca Bs a Bs aR Bik 
= C3 Ts Fs) Bg) 


= AM (DY) — (Pav os) (2. 153) 
从 而 ,对 ;一 1, 得 到 
(一 (一 (> ps) (2. 154 ) 


和 后 (3 一 det(sT — AI®) 一 det 一直 4 BKS®) 
一 dett 这 时 CTi® 1 A 了 十 {Ti } 7-18. Kr TI) 
一 As 一 (> po (2. 155 1 


和 有 (一 dettsl — AK 


和 (C2. 156) 
一 9) 一 >》， dat Jpts) 
1 一 1 十 2 
此 外 ,再 注意 到 

.| 
A = OBKIM= A (2. 157) 

J 了 一 1 

那么 ,在 式 (2. 156) 中 令 ;一 * 一 2 ,就 可 证 得 式 (2. 143), 即 有 

As) = det(sl — AY = dettsl -A) (2. 158) 


注 1 从 对 算法 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,上 述 算法 中 隐 合 的 一 个 限制 条 件 是 , 览 求 矩阵 
Ti 或 Tn 对 i 二 0,1,*,n 一 1 均 为 非 奇异 。 理论 和 实际 都 表明 ,对 几乎 所 有 情况 ,这 一 条 
件 一 般 总 是 能 够 满足 的 。 

注 2 由 于 上 述 算法 是 建立 上 或 下 三 角 和 矩阵 分 解 和 的 基础 上 的 ,所 以 对 系统 矩阵 为 
黎 朴 矩阵 的 情况 ,此 算法 在 计算 简便 上 的 优越 性 将 更 加 上 明显。 

例 2.7 给 定 6xX6 系统 矩阵 及. 


Tn 
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no 0 0 3 2 1 

1 一 ] 0 一 4 0 

2 1 一 2 0 0 5 

筷 二 

1 7 3 一 ] 0 0 | 
| 

3 1 5 1 0 1 

1 2 3 2 1 


现 采 用 基于 分 解 计算 的 选 代 算法 来 确定 其 特征 多 项 式 ， 

(1) 确定 分 饼 类 型 。 对 给 定 邱 阵 A. 除 对 角 线 外 , “上 二 角 部 分 " 包含 的 鹤 行 数 为 
mag 王 2;“ 下 三 角 部 分 ”包含 的 零 行 数 mm, 一 0 ,成 六 jg 站 其 此 ,从 计算 简便 性 出 发 , 采 
用 基于 上 三 第 第 阵 的 分 解 。 

(2) 确定 6545 和 了 各 ， 基 于 算法 中 给 出 的 关系 式 , 可 以 计算 定 出 ， 


b 


A (5) = [| fa 


0 0 2 5 4 | 
0 0 2 3 1 0 

Ti 0 0 3 5 2 0 
J 0 25 16 1 0 
0 lz23 107 27 3 


0 
123 164 73 13 1 | 
(3) 确定 495) 和 TTIW。 基于 算法 中 对 应 的 关系 式 ,可 以 计算 定 出 ， 


6 
人 CD 一 (eol Jpes) 
了 一 了 


二 十 45 十 15s: 十 1175 十 36282 十 410s++ 123 
—75 —219 一 135 一 21 0 oi 


48 143 84 12 3 1 
Tw | 一 5 一 122 —32 1 1 
108 308 4 17 70 
108 一 285 22 36 10 


— 540 279 28 12 .2 0 
(4 确定 A (Cs) 和 了， 基于 算法 中 对 应 的 关系 式 , 可 以 计算 定 出 ， 


一 【 了 pts) 


了 一 了 


二 本 二 45 十 18s 二 2605: 十 4825 — 608s 十 606 
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[310 196 -91 -22 0 7 
: 38 36 —80 -19 1 0 
je 8 1 107 1 
: 136 30 一 120 10 3 0 
一 66 2 30 23 5 0| 
[一 276 2360 104 15 3 0| 


(5) 确定 A"”(3)。 基 于 算法 中 对 应 的 关系 式 , 吕 以 计算 定 出 : 
站 (有 一 AR 一 (> 0 


二 十 45 十 33 十 335 人 十 1002 十 1192s -774 
注意 到 “上 三 角 部 分 ”中 余下 两 行 均 为 零 行 ,所 以 计算 可 至 此 结束 。 并 且 , 由 些 必 有 
CC 
一 中 十 49 十 339 十 3359 十 1002y 十 1192， 一 774 
6) 确定 特征 多 项 式 。 根 据 算法 关系 式 , 即 可 定 出 
det(sl — 4) = A (;) 
一 4 十 4 十 335 十 3355 十 10029 1192s 一 771 


特征 值 


给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 状态 方程 ; 
T= Axr 二 Bu 《2. 159) 
那么 ,就 可 基 此 来 给 出 系统 特征 值 的 定义 。 
定义 2.4 [特征 值 ] 对 线性 时 不 变 系统 52. 159) 
系统 特征 值 生 特征 方程 *det(sf 一 4) ~ 0” 的 根 《2. 160) 
下 面 , 进 -一步 对 特征 值 的 有 关 属 性 作 如 下 的 一 些 说 明 
《1) 特征 值 的 代数 属性 
对 线性 时 不 变 系 统 (2. 159), 夫 代数 角度 可 以 等 价 地 定义 为 系统 的 一 个 特征 值 , 当 
且 仪 当 特征 矩阵 (5 一 息 ) 在 ;= 处 隆 秩 ， 换 何 话说 ,系统 特征 值 就 是 使 特征 矩阵 (s 一 
4) 降 秩 的 所 有 >* 值 。 
《2) 特征 值 集 
对 维 线性 时 不 变 系 统 (2. 159) :系统 有 且 仅 有 xn 个 特征 秆 。 特征 值 的 全 钵 构成 系统 
的 特征 值 集 , 表 为 
A= {AE EdetA -A = 0) = {a ‘As A } C2,161) 
其 中 ,名 为 复数 域 。 
(3) 特征 值 的 形态 
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的 系数 均 为 实数 所 决定 ,特征 值 的 形态 要 如 为 实数 ,要 么 为 共 纯 复数 。 也 就 是 说 ,复数 特 
征 值 必 是 以 共 生 复数 对 形式 出 现 的 ， 
4) 特征 值 类 型 
对 = 维 线性 时 不 灾 系 统 {2. 159) ,系统 特征 值 可 区 分 为 “ 单 特 征 值 "和 * 重 特征 值 " 了 两 种 
类 型 。 它们 的 售 关 分 别 为 
单 特征 秆 二 “det(sf -- 4) = 0” 的 单 根 (2. 162) 
重 特征 什 一 “detfs 一 A) = 0* 的 重 根 (2. 163) 
(5) 特征 值 的 代数 重 数 
对 x 维 线性 时 不 变 系统 (2.159),4,€A 的 代数 重 数 定 多 为 
ettsd —-- A) = Cs A) ts) 
1 的 代数 重 数 o, 和 消 足 | 村 的 正 整数 6 (2. 164) 
直观 上 ,代数 重 数 = 代表 特征 值 集 4 中 值 为 %, 的 特征 值 个 数 ， 
《6) 特征 值 的 几何 重 数 
对 维 线 性 时 不 变 系 统 (2, 159), 和 EA 的 几何 重 数 定 流 发 
4, 的 几何 重 数 o， 人 一 ranktAT 4) (2,.165) 
其 中 ,rank(。) 为 所 示 熏 阵 的 秩 。 现 对 属于 特征 值 1 的 特征 第 阵 TI- 4 引信 右 零 空间 ， 
右 零 空间 定义 为 满足 


CAT—Ah-0 (2. 166) 
nX1 非 零 向 量 拓 的 集合 ， 再 由 沁 的 儿 和 何 重 数 的 定义 式 , 可 以 导出 
tranktAl Oo—A)}= na, C2. 167) 
从 而 
(了 一 息 ) 右 零 空间 维 数 二 一 Tank(AT 一 A) 二 a C2, 1658) 


而 这 正 是 称 & 为 4, 的 几何 重 数 的 由 来 。 

《7) 特征 值 重 数 和 类 型 的 关系 

对 n 维 线性 时 不 变 系 统 (2. 159), 苦 儿 EA 为 单 特征 值 , 则 其 代数 重 数 e 和 几何 重 数 
交 ， 之 间 必 成 立 ; 


o,—a=1 (2. 169) 
车,E 4 为 重 特征 值 , 则 其 代数 重 数 = 和 几何 重 数 &, 之 间 必 成 立 ， 
la (2. 170) 
特征 向 量 和 广义 特征 向 量 


在 线性 时 不 变 系 统 的 分 析 和 综合 中 ,特征 向 量 和 广义 特征 向 量 同样 有 着 重要 的 应 用 。 
首先 ,定义 和 讨论 系统 殖 阵 的 特征 向 基 。 


mn -= 一- -- - 一- 
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定义 2,7 -特征 问 基 ] 对 = 维 线性 时 不 变 系 统 (2. 159) , 设 4 为 nxn 系统 挫 阵 入 的 
一 个 特征 值 ,==1.2,… pz, 则 
总 的 属于 4, 右 特征 向 量 之 满足 "um 一 Av," 的 nxXx1 非 零 向 量 p，。 (2.171) 
各 的 属于 ^, 左 特征 向 量 和 满足 "wh, = wi4” 的 1 xn 非 零 向 量 57 《2.172) 
下 面 , 进 而 就 特 入 向 量 移 有 闫 属性 作 进 一 步 的 涪 明 ， 
《1) 特征 向 量 的 几何 特征 
对 mn 维 线性 时 不 变 系 统 , 可 从 几何 的 角度 ,将 什 阵 妇 的 特征 值 4,€4 的 右 特征 向 量 
vv, 和 左 特征 向 量 v， 的 定 饼 式 分 别 改 配 为 


(A 4 一 0 《2.173 ) 
vAT— A= (2.174) 
上 述 关 系 式 的 几何 含义 为 
二 “4 的 特征 矩阵 (4.1 一 站) 右 零 空间 ”中 的 别 向 量 《2. 175) 
zx: 一 “4, 的 特征 矩阵 (4 了 - 4) 左 零 空 间 ” 中 的 行 向 量 《2. 176) 


(2) 特征 向 量 的 不 惟一 性 
对 = 维 线性 时 不 变 系统 ,系统 和 矩阵 4 的 属于 特征 值 43,€ 4 右 特征 向 量 w 和 左 特 征 向 
量 p: 为 不 惟一 。 
《3》 单 特征 值 所 属 特征 向 量 的 属性 
对 = 维 线性 时 不 变 系统 ,系统 矩阵 4 的 属于 特征 值 1 .4,,… ,2 ) 的 相应 一 组 特征 问 
量 {91 ,vw ，… ,v4} 为 线性 无 关 , 当 且 仅 当 特 征 值 i ,4 、… ,24,) 为 两 两 相 异 。 
进而 ,推广 定义 和 讨论 系统 和 矩阵 的 广义 特征 向 量 。 
定义 2.8 [广义 特征 向 量 ] 对 维 线性 时 不 变 系 统 (2.159), 设 入 为 nx 系统 矩阵 
生 的 一 个 r, 重 特征 秆 ,i 一 1,2,… ,yy,A, 关 入 ,i 冯 j, 则 
和 4 的 属于 4, 的 庆 弘 广义 右 特 征 向 量 入 
满足 {4T 一 A}vw, 一 DT 一 4)rm 关中 的 nx1 非 零 向 量 w。 (2, 177) 
入 的 属于 》, 的 上 级 广义 左 特 征 间 量 和 从 
满足 (v7 OAT 一 A)* 一 ,5TCAIT 一 站}! 关中 的 1xn 非 零 疝 量 wI (2. 178) 
对 于 广义 特征 向量 ,可 以 指出 其 如 下 的 一 些 基 本 属性 。 
(1) 广 交 特 征 向 量 链 
对 对 维 线 件 时 不 变 系统 , 设 w 为 系统 矩阵 A 的 属于 so， 重 特征 值 4, 的 上 级 广义 右 特征 
疝 量 , 则 按 如 下 方式 定义 的 上 个 特征 向 量 必 为 线性 无 关 ， 
下 A 


DA TO A) 


EE 


(2.179) 
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日 称 此 组 特征 站 其 方 4 的 民 度 为 二 的 广 六 右 硅 征 疝 量 链 ， 
我 们 来 证 时 这 -- 论 断 。 为 此 ,只 需 证 明 ,使 
Bow Pv oo Bo 0 (2. .80) 
成 立 的 系数 全 为 零 , 芭 有 Bi 二 BB 一 0 首先 ,将 (2.180) 等 式 丽 边 著 以 
AI 一 入) .其 中 运用 ,179) 和 2,177) 古 以 导出 ; 
《一 利和 一 
【一 站 并 一 
AT— A or aT AYIAN- AY iv = AY CI- Ayv,—10 
(2. 181) 
于 是 ,其 此 并 利用 式 {2. 179) ,就 叮 得 到 
Ba- A or = AT AY:'o oH (2, 182) 
但 由 定义 式 (2- 177) 知 XT 一 4)* ?vw. 关 0, 从 而 敬 使 式 (2. 182) 成 立 只 能 有 3, -0， 进而 ， 
甩 用 类 同 的 推 证 步骤 ,将 (2. 180) 等 式 酚 边 乘 以 (AI--4) >, 可 导出 3， 一 0 将 (2. 180) 
等 式 两 边 磁 以 (4 了 一 4 ,可 导出 名 ,二 0; 如 此 等 等 ,直到 由 Bw 一 0 可 导出 3 二 0。 从 
而 ,证 得 中 一 中 一 8 一 有 一 0, 即 武 (2.179) 定 义 的 广义 特征 向 量 链 为 线性 无关 。 
(2) 确定 广义 特征 向 其 组 的 算法 
对 4 维 线性 时 不 变 系统 , 设 系统 矩 阵 丰 的 特征 值 4, 的 代数 重 数 为 oc ,出 训 的 属于 2， 
的 石 广 义 特征 向 量 组 由 a, 个 线性 无 关 n XX1 维 非 零 向 量 组 成 ,i 二 1 A 
算法 2.3 [ 右 广 特征 向 量 组 ] 4 的 属于 o, 重 特征 值 4 的 右 广 六 特征 向 量 组 可 按 
怠 如 下 的 机 又 来 确定 。 
Step 1 ; 计算 
ranktaT oa" np 0 
直到 二 mo ,un 二 0,。 为 使 讨论 更 为 清晰 和 符号 不 致 过 于 复杂 ,不 失 普遍 性 ,以 下 步 驳 中 
假定 : 
n= ]0,， 6 一 8, m= 
并 设计 算 结 果 为 
w=0. =3, hw=6, w=7, ,a8 
Step 2: 确定 广义 特征 向 量 组 的 分 块 表 。 基 本 原则 为 
表 的 列 数 = 广义 特征 向 量 组 分 瑞 数 = Wi 一 和 4 
表 的 " 列 j” 一 “分 吴 jj 二 ,pho ymo 二 
列 j 即 分 块 7 中 特征 向 量 个 数 = bm bn ly nn (Oo 
列 7 即 分 抉 ; 内 特征 向 量 按 由 下 而 上 排列 
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基 此 ,4 的 属于 =, 重 特 牢 值 ,的 有 有 手记 特征 向量 组 分 块 表 的 上 找 式 如 下 素 所 未 。 


列 ] 列 2 列 3 到 4 
和 盆 块 1 分 块 2 分 块 3 趣 块 1 
特 社 向 基数 特征 问 域 数 特征 向 醋 数 特征 向 量 数 
wu =1 v m1 ww p38 四 .= 
- 行 1 TW oO 本 一 
行 2 De 四 
行 3 mi 之 由， 有 人 全 (一 全) vA A): vo, Di A A op. 


Step 3: 定义 表 中 的 独立 型 特征 向 量 和 导出 型 特征 向 最 。 独立 型 特征 向 基 定 义 为 表 
的 每 全 行 中 位 于 最 左 位 置 的 特征 向 量 , 即 为 pi ,ws ,vw 。 学 出 型 特征 向 量 定义 为 表 的 每 个 
行 中 位 于 独立 型 特征 向 量 右 侧 的 各 个 特征 向 量 , 由 mi ,os ,0 所 生成 。 
Step 4: 确定 独立 型 特征 向 量 w ,we ,my,。 确 定 方 法 为 
vu 全 满足 *AT 一 A vw 一 0,041 一 让 vi 关 0 的 nX1 非 零 向 量 
‘vwsval 伍 满足 如 下 条 件 的 mx 1 非 零 向 量 ; 
sy 一 4 vl} 线性 无 关 
AeA vw 一 四 (AT 一 站 ) vw. 天 由 
(4 各 六 ma = 0 A)v, 0 
Step 3: 确定 导出 型 特征 向 量 ， 基于 独立 型 特征 向 量 v, ,vw ,wo。，, 导 出 型 特征 向 量 可 
按 下 述 关 系 式 确定 : 
vi 全 人 一 4 一 
Di 一) 
2 A TCA) vi 
Step 6; 对 和 的 属于 重 特征 值 4. 的 右 特 征 向 量 组 ,确定 广义 特征 向 量 链 。 其 中 
广义 特征 向 量 链 的 数目 二 分 块 表 中 行 的 数目 二 3 
广义 特征 向 量 链 = 分 块 表 行 中 的 特征 向 量 组 
基 此 ,由 表 可 以 看 出 ,3 个 广义 特征 向 量 链 为 
{os A AF AY): 本， 全 全 (4 了 一 六 7)2 wv 和 A AF oA wh A vw) 
(ve A CAT — A) va, VE A vo) 
{os A AT A vs, vA vs) 
3) 不 同 广义 特征 向 量 组 间 的 关系 
对 二 维 线性 时 不 变 系 统 , 设 X 为 n Xn 系统 矩阵 4 的 一 个 oa, 重 特征 入 ,i 一 1,2,… 
4 隆 4,17 关 站 则 算 阵 及 的 属于 不 同 特征 值 的 px 个 广义 特征 向 量 组 问 必 为 线性 无 关 。 


证 3 
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2.6 状态 方程 的 约 当 规范 形 


约 当 规范 形 被 广泛 应 州 于 线性 时 不 变 系统 结构 特性 的 分 析 。 纳 当 规 范 形 定义 为 直接 
以 特征 值 表征 系统 矩阵 的 一 入 状 态 方 程 和 规范 形 。 线 性 时 不 变 系 统 的 状态 方程 都 可 道 过 适 
当 的 线性 非 奇 异 变换 而 化 为 约 当 规范 撒 。 随 系统 特征 值 类 型 和 赂 性 的 不 同 约 当 规 范 形 具 
有 不 同形 式 。 本 节 就 系统 特征 值 为 “两 两 相 异 "和 "包含 重 值 "其 类 情形 讨论 约 当 规 范 形 的 
形式 和 算法 。 


特征 值 为 两 两 相 异 的 情形 
考察 ” 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,状态 方程 为 
X= Ar 二 Bu (2. 183) 


表 系 统 短 阵 息 的 个 黄 两 相 异 的 特征 值 为 {1 ‘hah, ,再任 腾 算 阵 A 的 属于 各 个 特征 
值 的 个 x1 特征 向 量 为 {wi ts we yw) 在 此 基础 上 ,可 来 导出 状态 方 秩 的 约 当 规范 
形 , 并 表 为 如 下 的 结论 ， 

结论 2.4 [特征 值 相 异 情形 约 当 规范 形 ] 对 个 特征 入 {a .4 ,加 /两 两 相 异 的 > 
维 线性 时 不 变 系统 ,基于 个 特征 向 量 构造 变换 阵 王 =[v ,sy ], 则 状态 方程 
‘2.183) 可 通过 线性 非 育 异 变 换 x 二 PP 1x 而 化 为 约 当 规范 撒 ， 


于 二 . x++Eu, BAP'B (2, 184》 


证 由 特征 信人 , 居 ,两 隔 相 异 知 ,z 维 等 征 向 量 组 to ,ny ,ay 为 线性 无 
天, 表明 变换 阵 PP 二 [vw, ,wz ,… ,wv,] 为 非 奇 异 。 基 此 ,由 x=P xz, 可 导出 
t= Pix= PAPt+PiBy = AX+B (2. 185) 
其 中 .4 一 王 -4P。 再 由 变换 阵 P= [wm ，…zo] 和 特征 向 量 关 系 式 Nm,= 4m ,可 得 到 
4 一 [Lo 一 [iu sD ] 


A A 
= | … 上- 本 
A J 


于 是 ,将 上 式 左 习 PP-!, 即 得 


‘2. 186) 
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二 PP 4P 一 ! (2, 187) 
4 
从 而 ,将 式 (2.187) 代 人 式 (2.185) 就 可 导出 式 42. 1843， 证 明 完 碟 。 
进而 ,可 对 于 述 结 论 作 如 下 的 区 点 讨论。 
{1) 特 企 仿 相 尾 情 形 芍 当 规 范 形 的 特点 
对 特征 值 两 两 相 异 的 地 维 线性 时 木 灾 系统 ,出 上 上 述 结论 的 (2. 1847 林 以 看 出 ,系统 的 
约 当 规范 形 是 一 类 对 角 线 规范 形 ,其 系统 抢 阵 是 以 特征 值 为 元 素 的 -- 个 对 和 角 线 矩阵 。 
(2) 对 角 线 规范 形 下 状态 的 解 硝 性 
对 特征 值 两 两 相 异 的 ” 维 线 性 时 不 变 系统 , 约 当 规范 形 中 系统 息 阵 当 对 角 线 矩阵 意 
味 着 ,系统 状态 在 这 种 表达 下 可 实现 完全 的 解 辜 。 为 更 直观 地 说 明 这 一 点 ,把 对 角 线 规范 
形状 态 方程 (2. 184) 进 一 步 表 为 状态 变量 方程 组 ,有 
TI 二 A 二 Bu 
41 一 hr Bu 
《2. 188) 
Ts Ar bru 
可 以 看 出 ,规范 形 下 的 上 述 方程 组 实际 上 是 个 独立 的 状态 变量 方程 ,系统 状态 变量 间 的 
耦合 已 被 完全 解除 。 
(3) 系统 矩阵 的 两 类 典型 规范 形 间 的 关系 
在 线性 时 不 变 系统 的 分 析 与 综合 中 ,对 系统 矩阵 还 常 采用 另 一 种 称 为 能 榨 规范 形 的 
规范 形式 ， 


| 0 1 
4 一 | 2. 189) 
0 1 
一 性) 一 总 ] CE 一 可" ] 


该 矩阵 P= Laiyvpa 0 | 有 取 为 


《2. 190) 


(AT a Ar 1 
可 把 式 (2. 189) 规 范 形 的 系统 纸 阵 各 化 为 形 如 式 (2. 187) 的 对 和 角 线 矩阵 。 从 另 一 个 前 度 
看 ,这 个 推论 说 明 , 由 式 (2.190) 给 出 的 变换 逢 阵 P 中 的 每 一 列 向 量 即 为 式 (2. 189) 给 出 


的 系统 抢 阵 入 的 属于 相应 特征 值 的 一 个 特征 向 量 。 


58 第 2 章 线性 系统 的 状态 空间 描述 


(4) 包含 复数 特征 值 情形 的 对 角 线 几 范 形 
对 特征 值 钠 商机 异 的 二 维 线性 时 不 变 系 统 , 如 果 特 征 德 14 ,… .4,} 中 包含 复数 特 
征 值 , 圭 么 由 于 咎 论 中 引信 的 变换 阵 下 包含 共 罗 复数 元 ,对 第 线 规 范 形 状态 方程 的 系数 
圭 阵 上 和 且 也 必 了 包含 共 轻 复数 雹 。 在 系统 分 析 与 综合 中 ,为 避免 应 用 上 的 这 种 不 方便 ， 
需要 对 其 作 进 一 步 的 实数 化 处 理 ， 
现在 来 说 明 实 数 化 处 理 的 思路 和 步 坚 。 不 失 一 般 性 , 设 算 阵 及 的 个 基 两 相 红 特征 
伪 中 只 禽 一 对 共 轿 复数 特征 值 , 即 有 
ha 实数 
4 一 wa 十 向,，14 三 a -只 ,为 共 辆 复数 
相应 地 .在 变换 后 的 状态 蛮 量 中 ,有 
TisT 41Tz rt ifs 为 实 变量 


为 共 久 复 状态 朗 最 


再 由 (和 暂 不 考虑 与 控制 有 关 项 ， 
二 j= A 
= (a rT i) 
= (ar Br) jr 二 wb {£2,191} 
可 以 导出 
EE ory — Bz.) 


(2, 192) 


i 一 [8 十 a) 
那么 ,通过 在 对 角 线 规范 形状 态 方程 中 用 式 (2. 192) 纵 出 的 结果 代替 对 应 状态 变量 及 其 导 
数 , 就 可 导出 实数 化 处 理 后 的 "对 角 线 ”规范 形 为 


高 - 
4 | 2 
Ti A -1 I 1 
Ry 一 
这 有 A 一 已 I 二 
二 一 _,, | Bu 2, 133) 
TI 立 ， rr 
并 A 十 之 Tra 
二 A 
Th " 


例 2.8 给 定 一 个 线性 时 不 变 系 统 的 状态 方程 为 


-1 1 
:| 一 1 + 2 | 
Lo 2 1 3 


ro ee rp tie re er eee re re A et 
' rr 
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生出 其 约 当 规范 形 ， 

(1) 定 出 系统 特征 值 和 特征 向 姐 。 由 系统 特征 方程 (一 2)(s 二 1)(s 一 1)=0, 可 定 出 
特征 位 为 
A -2， A -1， = 一 1 


显然 .它们 为 珊 是 相 异 、 所 所 求解 
图 = -1  -- | 
AD |= 10 一] Da i= 1.2,3 
| ls 2 1 ms 
可 定 出 一 组 特定 向 量 为 
rl 1 0 
| 0， 一 ,| "| | 
Lo] Ll 一 所 
《2) 构造 变换 阵 并 求 道 
1 1 0 , —1] 171 
P= Tv,vVv| = : 0 1 下 ' 一 10 1 ] 
0 1 一 1. ln0 1 0 
(3) 计算 变换 后 系数 矩阵 
m2 0 0 2 
ze | pbs 
0 0 一 : ‘2, 


特征 值 包含 重 值 的 情形 


考察 一 个 维 连 续 时 间 线 性 时 木 变 系 统 , 状 态 方程 为 ; 
x = AxX+Hy (2. 194) 


对 于 系统 知 阵 4 的 = 个 特征 值 包含 重 值 的 情形 ,其 约 当 规范 形 一 般 不 再 民有 对 角 线 形 的 
形式 ,只 可 能 具有 准 对 角 线 形 的 形式 。 


下 面 ,不 加 证 明 地 以 结论 形式 给 出 包含 重 特征 值 情形 的 系统 状态 方程 的 约 当 规范 形 ， 
结论 2. 5 [ 重 特征 值 情形 约 当 规范 形 ] 对 包含 重 特征 值 的 有 维 线性 时 不 变 系 统 


Tm ep ee -arm wen 
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50 
{2.194), 设 系统 的 特征 值 为 : 
41tot 重 ,af 重 ) ,4 to, 重 .a 重 } ,Alo, 更 ,am 重 ) 
A Vij 
其 中 
5 和 a, 为 特征 值 4, 的 代数 重 数 和 几何 重 数 ,i 二 1.2, .ft 
[二 寺 本 ) 一 交 
那么 ,基于 相应 于 各 特征 值 的 广义 特征 向 景 组 所 组 成 的 变换 阵 局 ,系统 状态 方程 是 通过 线 
性 非 奇异 变换 x=& -xz 化 为 约 当 规范 形 : 
J 


T=O"A0t410O Bu— x+hu, Bo0'p8 (2. 195) 


J 
其 中 , 称 卫 为 相应 于 特征 值 , 的 约 当 块 , 且 J 厅 进 一 步 表 为 a 个 约 当 小 块 组 成 的 对 角 线 
分 块 矩 阵 ， 


[i 
J，== 。 | i= 1.2,t (2. 136) 
tsx2 | J 
称 J 为 相应 于 特征 值 4, 的 约 当 小 块 ,日 2, 具有 形式 ， 
A, 1 
A， * 包 
4 一 ， = Spa (2, 197) 
rr * 1 Po 
a, 


进一步 ,还 可 对 重 特征 值 情 形 的 约 当 规范 形 作 如 下 的 几 点 讨论 。 

(1) 重 特征 值 情形 约 当 规范 形 的 特点 

对 包含 更 特征 值 的 ” 维 线性 时 不 变 系统 ,系统 年 阵 的 约 当 规范 形 是 一 个 " 格 套 式 " 的 
对 角 医 阵 。 “外 层 " 反 映 整 个 矩阵 ,其 形式 是 以 相应 于 各 个 特征 值 的 约 当 块 为 块 元 的 对 负 
僵 分 块 隆 , 约 当 块 的 个 数 等 于 相 异 特征 值 个 数 1, 约 当 块 的 维 数 等 于 相应 特征 值 的 代数 重 
数 a。 中 呈 就 是 约 当 坎 , 其 形式 是 以 约 当 小 块 为 块 元 的 对 角 线 分 天 阵 , 约 当 小 块 的 个 数 
等 于 相应 特征 值 的 几何 重 数 = 。 “ 府 层 "为 约 当 小 块 , 约 当 小 块 为 “以 相应 特征 值 为 对 角 
元 :其 右 邻 元 均 为 1 ,而 其 余 元 均 为 0" 的 矩阵 。 

(2) 辣 特 征 值 情形 约 当 规范 形 的 最 简 耦 人 台 仁 

对 包含 重 特 征 值 的 维 线性 时 不 变 系统 ,系统 征 阵 的 约 当 规范 形 意 昧 着 系统 状态 在 
规范 形 下 可 实现 可 能 的 最 简 厌 合 ， 为 直观 地 说 明 这 一 属性 ,从 约 当 规 范 形状 态 方程 中 取 
出 档 应 于 约 当 小 块 J 的 部 分 ,有 
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bi Bn (2. 198) 


可 以 看 出 ,内 上 式 导 出 的 每 个 状态 变量 方程 至 密 只 和 和 下 一 序号 的 状态 变量 发 咎 看 合 。 这 
就 表明 , 约 当 规 范 形 可 实现 可 能 情形 下 的 最 简 斐 合 ， 

(3) 约 当 块 为 对 角 线 和 矩阵 的 条 件 

对 包含 重 特征 值 的 a 维 线性 时 不 变 系 统 的 约 当 规范 彤 ,由 相应 于 特征 值 %, 的 约 当 块 
J 的 组 成 形式 (2. 196) 可 以 看 出 , 约 当 据 J 为 对 角 线 捞 阵 的 充分 必要 条 件 是 特征 和 值 4 的 
几何 重 数 等 同 于 代数 重 数 即 ", 一 5s,。 种 个 约 当 规 范 形 和 矩阵 和 为 对 第 线 矩 阵 的 充分 必要 条 
件 是 所 有 特征 值 4, 的 几何 重 数 均等 同 于 代数 重 数 即 .一 c .一 1,2,…,!。， 星 然 .对 一 般 
情形 不 可 能 满足 上 述 条 件 ,因此 重 特征 值 情形 的 约 当 规范 形 通常 东 有 具有 对 基线 规范 形 的 
形式 。 

例 2.9 给 定 一 个 线性 时 不 变 系 统 的 状态 方程 为 : 


3 一 1 1 1 0 0 1 07 

| 1 —1 1 0 0 | 1 
. 0 0 2 0 ] ] 2 1 
I 二 工 十 u 

0 0 0 2 —1 一 1 0 一 1 

0 0 0 0 1 1 | a 2 

0 1 0 0 1 1 | 1 90 

现 来 导出 其 约 当 规范 形 . 


《1) 计算 特征 值 ， 首先 ,和 用 分 块 矩阵 特征 多 项 式 的 算法 ,对 系统 算 阵 4 定 出 特征 多 
项 式 det( 林 一 和) 一 (一 2)5。 进 击 , 可 由 此 定 出 特征 值 为 4 一 妈 的 一 5 一 Do 一 1)。 
《2) 计算 重 特征 值 一 2 的 几何 重 数 mx  ， 由 
一 1] 1 —1 -1 0 0 


一 1 1 ] 0 站 
0 0 0 一 1 一 1 
《2 一 出) = ， Tankf2 一 点 ) 一 4 一 站 一 ?2 
0 0 [Wy 9 ] ] 
日 站 总 心 1 一 1 
0 站 心 0 一 1 1 


可 以 定 出 a 二 2， 


(3) 对 重 特征 值 4, ==2 计算 rankt21 一 起)" 一 6 一 vy, 中 的 vy, ,其 中 到 mm 二 0,1,-…。 对 
此 ,由 


《2 一 各 ) = 1, rank(27— A 一 6 一 站 一 站 
可 知 由 一 0。 由 


TE vn 
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] 
一 1] 1 1] ] 0 D 
Cr A nk 
QO 0 六 0 ] 1 
0 0 0 n 1 一 1 
0 0 们 DD -- 1 ] 
可 知 一 2。 人 也 
[0 0 2 2 0 0 
0 0 2 2 提 0 
,oo000 oo ob 
《2 一 上 各) = Tankt2T 4 一 2 一 0- | 
0 0 0 0 0 全 
0 0 0 0 -了 2 
ID QQ 0 0 2 -2 
可 知 1 一 4。 由 
0000 0 0 
0 0 0 0 0D 0 
“21— A)’: = ， . 2 ol ranki2T -如 六 一 上] -6 -5 
0 0 0 0 4 一 了 
0 9 0 0 -4 村 


可 知名 二 5。 并且, 由 w==5 一 a 可知 ,计算 叮 到 此 为 止 。 
(4) 确定 矩阵 4 的 属于 特征 值 4, 二 2 的 广 广 特征 向 量 组 首先 , 列 出 下 表 ， 


{ll , 
Ti C21- Aw, 


I A Vi A Ay 号 (2 一 过 7 wl 


进而 ,由 满足 
《2 一 是)3 Wi] 一 0 ， (C27— Ay’ Vl 天 0 


定 出 一 个 独立 发 列 向 量 为 wii =[0 0 1 0 0 ol, 基 此 ,可 导出 其 各 个 导出 型 列 向 
基 为 : 


| 
局 怠 
~ .| 


wl 和 全 (C27— A)’ TI 一 ! 


2 
2 
0 
0 ， vp Av, = | 
0 
0 


。 


< 
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再 之 ,由 满足 
most 线性 无 关 , 27 六 ) wi 一 0 02 一 盘 ) mi 关 活 
可 定量 一 个 另 -- 个 独立 型 列 向 量 m: 一 [0 9 1 一 ] 1 1]'。 右 此 ,可 导出 其 各 个 导 


出 型 列 向 量 为 


0 7 0 
0 : o| 
一 2 1 
yi A C21 A) vw = 2 ， vi 一 1 
?| | 
01 | 二 
(5) 确定 矩阵 4 的 属于 特征 值 4;: -0 的 特征 向 量 ， 由 
CAs Co A) vw, 一 一 4 一 在 
可 定 出 一 个 特征 向 量 为 
v=[0 9 .090 1 一 1 
(6) 组 成 变换 阵 如 并 计算 如 一。 对 此 .有 
2 -10 0 0 0 
2 10 0 0 0 
i 3) 和。 0 01 2 1 0 
QC—= [vl vi Dil oi wis 2 上 一 0 9 2 _ | 0 
0 09 0 1 1 
0 09 0 1 一 1 
1/4 1400 0 0 ]] 
-1l2 1200 0 
0 - 0 0 11 0 0 
0 0 0 1/2 1/4 1/4 
0 0 00 i/2 1/2 
0 0 00 172 1/2| 
(7) 导出 状态 方程 的 约 当 规范 形 。 对 此 ,有 
210000 0 174 
0 2 10000 一 ] 172 
2 1 。 _ 0 0 2 0 0 oil. 2 0 
TE AATE Be 0 2 1 oft+ 114 0 |* 
0 .00 0 20 172 1 
000000 一 172 1 


并 且 ,变换 后 的 状态 向 量 为 
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2.7 由 状态 空间 描述 导出 传递 函数 答 阵 


传递 隔 数 矩阵 是 琢 征 多 输入 多 输出 线性 时 不 空 系统 给 出 输入 关系 的 一 种 基本 特性 。 
本 节 着 重 讨论 由 系统 状态 空间 描述 导出 传递 水 数 和 矩阵 的 问题 。 内 容 包 括 传递 孙 数 舌 阵 的 
基本 关系 式 和 实用 计算 方法 ,对 状态 空间 描述 和 传递 销 数 短 阵 问 持 为 深刻 的 美 系 , 只 有 
基于 能 控 性 和 能 观测 性 的 概念 才能 得 到 完全 的 揭示 。 这 方面 的 论述 将 在 第 + 章 中 给 出 。 


传递 表 数 短 阵 


这 一 部 分 中 ,针对 条 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 统 ,讨论 系统 传递 图 数 矩 阵 的 概念 和 性 
质 . 为 便于 理解 , 先 来 回 显 -下 传递 晤 数 的 概 
念 。 考 处 图 2.8 所 示 的 单 输入 单 输出 线性 时 不 
变 系 统 ,* 为 标量 输入 变量 ,y 为 标量 给 出 变量 ， 
其 初始 条 件 即 初始 状态 设 为 零 。 那么 , 基 此 就 图 2.8 单 输 人 单 输出 线性 时 不 变 系 统 
可 引 和 人 人 系统 传递 畏 数 的 定 尺 。 

定义 2.9 [传递 汪 数 1 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系 统 的 传递 函数 g(s) ,定义 为 零 初 
始 条 件 下 输出 变量 拉 普 拉 斯 变换 y(s) 与 输 人 变量 拉 普 拉 斯 变换 xs) 之 比 , 即 有 : 

gts) 全 {2. 199) 
wl) 


传递 函数 g(s) 是 复 变量 ; 的 一 个 有 理 分 式 。 对 # 阶 线性 时 不 变 系 统 ,g(:) 的 表达 式 
具有 如 下 一 般 形式 ， 


ss ji TI 连 纤 昌 全 了 示 统 


n BS + 


和 


Cs) 
8 Un 十 十 Gy 十 加 


《2 200) 
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提 红 .从 物理 可 实现 性 的 骨 度 ,总 基 假 定 rn。 其 中 , 当 y<in 时 称 为 严 真 系统 ; 尘 训 一 n 
时 称 为 站 系统 。 MIMO [ 志 过 经 时 | 看 统 
现在 推广 计 论 传递 哨 数 短 阵 。 考 虚 图 2.9 所 mn on 
个 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 统 , 和 输入 变 员 给 为 1 后 
rel raz :输出 变量 组 为 yi yy,yl, 且 图 2.9 多 输入 多 输出 时 线 忻 不 灾 系 统 
设 系统 初始 条 件 为 零 。 再 表 ; 
2 45 和 w(x) 为 输出 y 和 输入 的 拉 普 拉 斯 变换 
gw (Cs) 为 由 系统 第 j 个 输入 端 到 第 i 个 输出 端的 传递 函数 
一 12. =],2 ,ep 
那么 ,基于 传递 函数 的 概念 ,并 利用 系统 的 线性 属性 即 用 加 应 理 , 厅 导出 拉 莹 拉 斯 变换 总 
义 下 的 输出 输 作 美 系 式 为 ， 
ys) Co fs 二 ga tim ts} 十 二 Bip (su ts) 
Ysa) Oo Balls)ntsi oss 二 Hap Cs, Cs) 


《2. 201) 


Jr 一 ES 十 EC) 4 Ep Ci) ls) 
进而 , 表 上 述 方 程 组 为 向 量 方程 ,有 


2 05)] SC 四 
: =| : : | | : | (2. 202) 
i oe | Ls Cs), 
并 且 , 通 这 引入 向 量 和 矩阵 符号 
Es) a piss)) 
ona | : 


和 


3 [9 


| : | at) 人 | ; |, 
[3535) 网 


还 可 将 向 量 方程 42. 202) 简 表 为 


7 = GCC) (2. 203) 

定 2. 10 [传递 函数 矩阵 ] 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 统 的 传递 函数 矩阵 ,定义 为 
零 初始 条 件 下 由 式 (2. 203) 表 征 的 输出 拉 普 拉 斯 变换 7(s) 和 输入 拉 普 拉 斯 变 挽 让 (s) 因 果 
关系 中 的 G0)。 

下 大 ,对 传递 函数 矩阵 G(s) 的 特性 和 属性 作 进一步 的 分 析 和 讨论 . 

(1 ec 的 函数 属性 

对 p 维 输入 g 维 输出 的 线性 时 不 变 系 统 ,由 GC5) 的 元 传递 画 数 gC5) (i 一 1 2, ,g， 
7 二 1] ,2,… ,Pp}) 均 为 复 变 基 ; 的 有 理 分 式 可 知 , 传 递 函 数 重 阵 C43) 在 函数 属性 上 是 复 变 量 
;的 gxp 有 理 分 式 和 矩阵 ， 

(2) 063 的 真性 和 严 真性 

真性 和 严 真性 是 传递 函数 矩阵 G(s) 的 一 个 基本 属性 。 当 是 仅 当 G(s5) 为 真 或 严 真 时 ， 


TE 
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Gt) 才 是 物理 上 上 可 以 实现 的 。 作 为 划 别 准则 ,一 个 G0 为 是 真 的 , 当 匡 仅 当 
lim Gs) 一 非 零 常 阵 £2. 204) 


一 个 G0) 为 是 严 真 的 . 当 匡 仪 当 


lim Gs) 二 堆 阵 (2. 205) 
从 组 成 元 函数 属性 的 衣 度 . 闫 真 GLs) 的 特征 导 所 有 元 传递 耳 数 gg, i，) 均 为 些 真 有 理 分 式 ， 
真 G(s5) 的 特征 是 组 成 元 传递 函数 g,, (3} 中 除 严 真有 理 分 术 外 至 少 包 含 一 个 真有 理 分 式 。 
(3) 由 真 G(5 导 出 严 真 Gs (3) 
在 线性 时 不 变 系 统 的 复 频 率 域 分 析 和 综合 中 ,可 能 会 面临 由 真 GC) 导出 严 真 G., (5) 
的 问题 。 对 此 ,一 个 简 使 的 算法 是 ; 
Go = G0 G0) Go) A Gs} |,. (2, 206) 
(4) G5) 的 特征 名 项 式 和 最 小 多 项 式 
对 p 维 输 入 4 维 输出 的 线性 时 不 变 系 统 ,计算 G() 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 的 基 
本 关系 式 为 : 
Clts) 的 特征 多 项 式 ac(s) 一 
Gts) 所 有 1 阶 .2 阶 、…、maxtg, 思 ) 阶 子 式 的 最 小 公分 母 (09. 207) 
G5) 的 量 小 儿 项 式 ts) 一 Gts) 所 有 1 阶 子 式 的 最 小 和 公分 母 《2. 208 ) 
例 2.10 给 定 一 个 2xX3 传 递 机 数 矩 阵 Gy ?为 


$s 十 1] :十 3 0 
十 2 十 2 


Gis) 一 


1 
3 十 2 0 4 了 这 


容易 定 出 ， 
] 阶 子 式 的 最 小 公分 母 为 : (5 十 2) 
2 阶 子 式 的 最 小 公分 母 为 : (5 十 28 
基 此 ,并 利用 上 述 基本 关系 式 , 就 可 导出 ， 
特征 多 项 式 ac (5) 一 (; 十 2)? 
最 小 多 项 式 由 人) 一 (十 2) 
5) ts 的 极点 
G(s) 的 极点 对 系统 输出 的 运动 行为 具有 重要 影响 。 对 pp 维 输入 g 维 输出 的 线性 时 
不 变 系 统 , 令 ac (3 为 传递 函数 矩阵 G(s) 的 特征 多 项 式 , 则 G(s) 的 极点 为 特征 方程 
Qc (ts)=0 的 根 。 
(6 Gts) 的 循环 性 . 
在 系统 的 综合 问题 中 循环 性 是 一 个 有 用 的 特性 ， 对 户 维 输入 3? 维 输出 的 线性 时 木 变 
系统 , 称 其 G4?) 是 循环 的 ,当量 仅 当 Gs) 的 特征 多 项 式 ac ts) 和 最 小 多 项 式 大 (3) 之 间 吕 
有 常数 性 公 因 子 , 即 有， 
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af 一 好 (7， 上 一 常数 (2, 209 ) 
C7 Gt 的 正典 性 和 奇异 性 
止 划 性 和 奇 葵 性 也 是 表征 传 巡 也 数 矩 曙 G(s) 的 一 个 基本 特性 。 称 -个 G(x) 是 上 正则 
多 , 当 且 仪 当 G0) 是 方 有 理 分 式 隆 和 和 detGC) 0 即 不 等 于 有 理 分 式 域 上 的 霍光 。 称 一 
个 Et 为 奇异 , 当 且 促 当 Ge 是 非 正则 的 。 通 常 , 可 以 采用 多 种 方式 表征 G(x} 的 奇异 性 
和 人 育 异 程度 ,对 此 将 在 第 9 竟 中 进行 系统 的 讨论 。 


GCs) 基于 i4 ,B,C,D) 的 表达 式 


考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状 态 空 间 描述 为 ; 
x= Axr+Hr, :0 
Fo= Cr Du 
下 面 ,给 出 系统 传递 函数 矩阵 GCs) 和 状态 空间 描述 系数 矩阵 {4,B,C,D} 间 的 显 式 基 系 。 
结论 2.6 [G(s) 基 本 关系 式 ] 对 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 统 {2. 210) ,传递 函数 
第 阵 Gls} 的 基于 系数 矩阵 {4 ,B,C,DD} 的 基本 关系 式 为 
Gs) = CCT — A :B+D {2. 211) 
证 对 状态 空间 描述 (2. 210) 取 拉 普 拉 斯 变换 ,并 令 初始 状态 x(0) 一 0, 得 
CS 一 AXCS) + Bas) 


(2.219) 


。 、 。 £2. 212) 
ji 一 Cr) + Duts) 
进而 ,由 式 {2.212) 的 第 一 个 方程 ,可 导出 ， 
(5 — AIrY(s) 一 Bats) (2. 213) 
考虑 到 ( 弛 一 4) 作 为 多 项 式 矩阵 为 非 奇异 ,还 可 把 上 丈 表 为 
fs)》 一 【这 AI Beas) 《2. 214) 
再 将 式 (2. 214) 代 人 式 (2.212) 的 第 二 个 方程 ,得 
p(s) = [COT — AYT'B + DJaGs) C2, 215} 


从 而 ,证 得 式 (2.211)。 证明 完 成 ， 

进而 ,对 G(s) 的 基于 i4,B,C,D} 的 基本 关系 式 的 意义 和 挫 论 作 如 下 的 一 些 说 明 。 

(1) 基本 关系 式 的 音义 

基本 关系 式 (2. 211) 建 立 了 CD 和 {四 :县 ,CD} 闻 的 显 式 关系 ,为 分 析 和 揭示 系统 两 
种 描述 问 的 关系 提供 了 基础 ， 但 是 ,由 于 基本 关系 式 中 包含 移 阵 求 着 运 算 ,对 高 维系 统 吉 
接 运用 于 计算 GG) 将 是 不 方便 的 ， 有 鉴于 此 , 沉 杜 在 基本 关系 式 基础 上 进一步 导出 相应 
的 实用 计算 关系 式 。 

(2) G(s) 的 真性 、 严 真性 和 状态 空间 描述 形式 

基于 基本 关系 式 (2. 311) 可 以 直观 地 显示 址 性 , 严 真性 和 状态 空间 描述 间 的 关系 ， 
2 (5) 为 真 , 当 且 仅 当 相 应 状态 空间 描述 具有 形式 (2. 210) ,日 有 
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lim Co) = 用 (2.216) 
Gs) 为 严 真 , 当 且 仅 当 相应 状态 空间 描述 县 有 形式 . 
tx— Ar+By, :0 (2 917) 
一 蕊 广 
(3) (0 的 特征 多 项 式 和 和 是 的 特征 多 项 式 
表 G(3) 的 首 一 化 特征 多 项 式 为 oa.(3) .4 的 特征 多 项 式 为 as) . 当 且 仅 当 对 系统 引 人 
附加 条 件 即 能 控 能 观测 条 件 , 两 前 为 相等 即 有 ac(s) -afy) 。 并 日 ,着 zly) 了 oc ts). 必 有 
degac(s)<degals) ,其 中 deg 表示 多 项 式 的 次 数 ， 有 关 能 控 性 和 能 观测 性 的 报 念 和 淹 据 
将 在 第 4 章 中 讨论 。 
(4) 05 的 极点 和 4 的 特征 值 
表 G(3) 极 点 的 集合 为 4e .4 的 特征 值 的 集合 为 4 ,当月 充 当 邓 系统 引 人 附 加 业 件 邯 
能 控 能 观测 条 件 , 两 者 为 相等 即 有 A。 二 4。 并且, 若 4A 关 Ac, 必 有 AcCTCA, 


G(s) 的 实用 计算 关系 式 


如 前 所 述 , 当 运用 G(s) 的 基本 关系 式 (2. 211) 计 算 系 统 传递 咀 数 矩阵 时 将 而 临 征 阵 
求 逆 运算 ,这 对 高 维系 统 是 不 方便 的 。 基 此 , 现 来 介绍 计算 G(;) 的 -个 实用 美 系 式 。 
结论 2.7 [G(s) 的 实用 算式 ] 对 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 统 (2. 210) .首先 基于 
状态 空间 描述 {4, 避 ,C,D) 计 算 定 出 特征 多 项 式 
ats) 和 dettsf AY 一 0 二 a 十 (2, P18) 
和 一 组 系数 和 矩 阵 
E,.1 = CB 
E, := CAB+a, CB 
0 ‘(2.2197) 
El ~ CA B+io_ CA BIE... 十 aCB 
FE, = CA BoCA™TB -+a CB 
则 计算 G(s) 的 一 个 实用 关系 式 为 


Gs) = ztE, 13" 十 五 。5" 十，… + Est+E,|+D (C2, 220) 


证 为 使 证 明 思 路 清晰 起 见 , 下 面 分 为 两 步 来 证 明 ， 
(5 基于 (sI 一 4) ' 推 导 一 组 关系 式 。 由 矩阵 逆 的 基本 关系 式 . 可 以 得 到 


_ 1 aditsT—A) RGs) 
人 可 一 4) 一 det(sT A) 一 nes) 


1 
~ aesLR; 1 二 RR 5 “十 和 十 也 十 是 【2. 221) 
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将 上 成 右 流 ats)(sT 一 起 ), 汀 以 导出 ， 
atdT— LR, 1" 二 R25" 十 十 R's 十 RR ](sI 一 筷 ) (2. 222) 
上 式 中 代 人 als) 的 表达 式 (2, 218) ,并 经 简单 运算 和 整理 ,得 
bs" to 有 二 二 


一 开交 十 (R RA) :二 二 (CR - RA)s— RA 【2. 223) 
考虑 上 式 等 忒 两 边 *G=0,1,2, ,四 的 系数 征 阵 相等 ,可 由 此 导出 ， 
R..! 一 
R,:=R,,A+ta, .I 
ee (2. 224) 


R) = 玉生 十 ee 
R, = RA 二 a 
土 述 方程 组 中 ,顺序 地 将 七 一 个 结果 式 代 人 下 - -方程 ,就 得 到 所 要 推导 的 -- 组 关系 式 ， 
及 一 
RR, :一 站 十 a, | 了 
RR 一 二 a1 
(2. 225) 


1 证 
R, = A" 十 ar- 十 和 十 aa 
ti》 推 证 关系 式 (2. 220)。 对 此 ,由 G(s) 基 本 关系 式 (2.211) 和 和 矩阵 北 关 系 栋 
(2, 221) ,可 以 得 到 
G(s)= CGI— A B+-D 


= 5 [CR Bs" 十 CR 大 "十 …… 十 CRBS 上 CRoB] 十 万 (2.226) 


进而 ,由 式 (2. 225) 并 考虑 到 式 (2.219) ,又 可 得 到 
CR._.B = CBGS FE,_i 
CR, 2B = CAB +a,_ CB = E,, 
和 [ 227) 
CRIB— CA™B +a _ CAIB.. 十 oa 有 =E, 
CR = CA Boa, 1C4" B+ Hach -=F, 
从 而 ,将 式 {2,227) 代 入 式 (2， 226) ,就 即 导 出 计算 关系 式 (2. 220)。 证 明 完成 。 
注 可 以 看 出 ,在 运用 实用 算式 (2. 220) 计 算 G(s) 时 , 除 计 算 特 征 包 项 式 较为 复杂 
外 ,涉及 的 运算 只 限于 算 阵 的 乘 和 加 ,计算 复杂 程度 明显 降低 ， 
例 2.11 给 定 一 个 线性 时 不 变 系 统 的 状态 空间 描述 为 
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200 1 2] 
x— | 2 oz | Olu 

|: 3 1 .3 | 
y= [] 1 2]x 


现 来 计算 系统 的 传递 曙 数 矩 陆 G(s)， 
(1) 计算 特征 多 硕 式 
otsy = et 一 站 一 人 2 一 
(2) 计算 系数 和 定 阵 


?| 
E=CB=[l 1 2] 1 0!= .8 4 
13 1 
El= 人 CAB 十 oz 要 
mm oo |! 2 | 
二 [1 1 "le 2 | | 0 -40 一 20]= .一 ?4 14 
和 站 31 


五 ,一 CA BaCAB a cB 


2 0 0 4 
~ [1 1 2]|0 2 | i 80 30] + [84 32]= "716 12] 
1, 1 


(3) 计算 传递 本 数 笨 话 


1 ， F8724s+16 ds 4312 ] 
Gls) 一 nel Es t+Est+E,.|= [a 50 FB 4 HS | Bs 1 


2.8 线性 系统 在 坐标 变换 下 的 特性 


坐标 变换 是 状态 空间 方法 分 析 和 综合 中 广 为 采用 的 一 种 基本 手段 。 引 人 坐标 变换 的 
日 的 ,或 是 突出 系统 的 某 些 特 性 或 特征 ,或 是 简化 系统 分 析 和 和 综合 的 计算 过 程 。 本 节 的 基 


本 内 容 包 括 坐 标 变换 的 几何 会 义 .坐标 变换 的 代数 表征 ,以 及 线性 系统 在 坐标 变换 下 的 
特性 。 


坐标 变换 的 几何 含义 和 代数 表征 


坐标 变换 的 实质 是 把 系统 在 状态 空间 一 个 坐标 系 土 的 表征 化 为 另 -一 坐标 系 上 的 天 
征 。 事实 上 ,前面 讨 论 过 的 化 线性 时 不 变 系 统 的 状态 方程 为 约 当 规范 形 的 变 搞 ,就 是 一 种 
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特定 的 坐标 变换 ,下面 :我们 从 一 般 的 和 角度 来 盖 明 坐标 变换 的 几何 合 久 和 代数 特征 。 

定 交 3.11 [坐标 变 摘 ] 系统 坐标 变换 的 几何 含义 就 是 换 基 , 即 把 状态 空间 的 坐标 系 
由 一 个 基底 换 为 男 一 个 基底 ， 

结论 2.8 [坐标 变换 代数 表征 」 对 系统 的 坐标 变换 代数 上 等 同 于 对 其 状态 空间 的 基 
矩阵 的 一 个 线性 非 奇异 变换 。 

证 考察 ”维系 统 , 设 状态 空间 的 原 基底 为 1e ,e,,…,e,j) ,新 基底 为 {ey .6 
基于 {e ,ee ve) 为 线性 无 关 极 大 组 的 属性 .可 将 5 ,es ,… v6, 分别 表 为 {0, ,ee ,的 
线性 组 合 , 有 : 

ei 一 pie 十 Pri6 十 二 pe 
ez Pre prt 二: 二 pe, 


呈 《2.228) 
8 一 pe 十 疡 mes 十 "十 pone 
并 且 , 通 过 引入 矩阵 
py oo pn 
P= : : (2. 2209) 
pu p 


可 将 线性 组 合 关系 式 (2. 228) 表 为 ， 

[Le erryeo] = [eve ,ep (2. 230) 
这 就 表明 :新 基 和 矩阵 [e， ss eu] 为 原 基 矩阵 [e， "Eo :4 的 一 个 线性 变换 。 进而 ,利用 
{ei ,een} 为 线性 无 关 极 大 组 的 属性 , 同 理 可 导出 ， 


[Le eye] 一 [ee {2.231) 
从 而 由 式 (2.230) 和 式 (2.231) 可 以 得 划 ， 
[el ,es se ed) = Le ,ess ,6, OP {2. 232) 
Lei ,es sse,] = Le,,e, ue PO (2, 233) 
绸 考虑 到 基底 矩阵 的 任意 性 , 式 (2.232) 和 式 (2. 233) 意 昧 着 必 成 立 ， 
P= PC 一 了 《2. 234) 
P'~-0 (2, 235) 


于 十 ,证 得 新 基 伟 阵 Le, ,es,…,e, ] 为 原 基 知 阵 [e, , ， Bj 的 一 个 线性 非 奇 异 变换 。 证 
明 完 成 。 


结论 2.9 -坐标 变换 代数 表征 ] 对 系统 的 坐标 变换 代数 上 等 同 于 对 系统 状态 的 一 个 
线性 非 奇异 变换 。 


证 考察 ?维系 统 , 设 状态 在 状态 空间 原 基底 1e ,e ,…,e,} 上 的 表征 为 ， 


_ 讲 二 Lz Er se ts | {2,. 236) 
在 新 基底 {e， em ,en 上 的 表征 为 ， 
x 二 一 [x > 和 Tn (2, 237) 
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从 而 ,利用 结论 2.8 正明 中 给 出 的 关系 式 ; 
[e se es 一 [ee eI, QO=P' (2, 238) 
可 进一步 导出 : 


一 ] 上 1 


| . 
| | 二 [ee es : 
| . 


于 是 ,由 上 式 的 最 赤 项 和 最 右 项 ,可 以 得 到 

x=Plx ‘(2.210) 
这 就 表明 ,状态 在 新 基底 1e ,es ,，…,e,! 十 表征 为 原 基 底 1e ,ee | 表征 立 的 一 个 
线性 非 奇异 变换 。 证 明 完 成 。 


线性 时 不 变 系统 在 坐标 变换 下 的 特性 


考察 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ,状态 空 间 描述 为 
EE x—Ax+Hao 
YY =Cx ' Du 
现 来 讨论 系统 在 坐标 变换 即 钱 性 非 奇 异 变 换 下 的 特性 。 对 此 ,可 有 如 下 的 陶 个 基本 结论 ， 
结论 2. 149 [状态 空间 描述 的 坐标 变换 ] 对 线性 时 不 变 系 统 的 状态 空间 描述 
(2. 241) ,引入 坐标 变换 即 线性 非 达 异 鹿 摘 + 一 声 环 xz. 则 变换 后 的 系统 状态 空间 描述 为 ， 
EE; =Ar+Bru 
y= Cr+Du 
其 中 ,两 者 系数 短 阵 之 间 成 立 如 下 的 关系 谍 ， 
A=PiAP, Bo=P'B, CCcCh, popD (2. 243) 
证 由 线性 非 奇 异 变 换 x 一 P 'x, 可 以 得 到 ， 
T=P'r=P (Ar+Bu) =P APr+P iBu — AxX+ Bu (2, 244) 
了 一 Cr 十 Bu = CPx Dam Cr+ Du (2, 
基 此 , 即 可 导出 式 (2. 242) 和 式 (2.243)。 证 明 完 成 。 
结论 2. 11 [传递 函数 环 阵 的 坐标 变换 ] 对 线性 时 不 蛮 系 统 (2. 241》, 引 人 坐标 变换 
即 线 性 非 奇 异 变换 x 二 Px, 表 O05) 和 G6) 分 别 为 安 换 前 后 系统 的 传递 测 数 短 阵 ,看 必 
成 立 扣 (3) 二 GCs), 即 传递 涛 数 短 阵 在 线性 非 青 异 变 换 下 保持 不 变 。 
证 由 式 (2.241) 和 式 (2. 242) ,并 利用 传递 函数 徐 阵 的 基本 关系 式 ,可 得 ， 
ts) 一 CT 一) 1 中 十 请 《2. 246) 


Cs) — Cs -A 'B-D {£2,247} 


(2, 241) 


其 中 
A=P'AP, Bo-P'8, Co cp, pp-: 


i 
局 
Pe 
Ma 
已 
全 
[eh 
re 
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从 机 . 由 此 即 林 证 得 :; 
Ct) — CP --P IAPY 'P !'BAHD 
— CPT - PiAPIP'I] B+D 
CsAy'B+D= G00) (2. 249) 
至 此 .证明 完成 。 
进而 .基于 上 述 琴 个 基本 结论 ,正面 呈 有 关 问 题 和 推论 作 刘 下 的 用 点 讨论 ， 
《1) 非 奇 异 变 搞 表 过 形式 
对 线性 龙 奇 异 变 欣 采 肥 哪 种 表达 形式 ,如 基本 结论 中 所 取 的 + 二 PP x 戌 者 相反 不 达 
形式 x 一 Px. 一 般 既 没有 特定 的 限制 ,同时 也 不 影响 结论 实质 的 普遍 性 。 事 实 上 , 若 对 十 
述 基 本 结论 采用 x 一 Px 形式 ,那么 除 系数 乍 阵 关 系 式 在 符 愉 上 需 作 相 应 改动 外 ,不 会 改 
变 结论 的 实质 含义 。 有 鉴于 此 ,在 后 续 章 节 讨 论 中 , 除 有 特定 更 求 的 以 外 ,将 对 线性 非 奇 
异 变换 随意 地 到 为 上 述 两 种 谎 式 中 的 任 一 种 。 
(2) 特征 多 项 式 在 坐标 变换 下 的 特性 
作为 上 述 两 个 基本 结论 的 一 个 推论 ,对 线性 时 不 和谈 系统 ,不 管 是 系统 和 矩阵 还 是 传递 函 
数 惩 阵 ,其 特征 多 项 式 在 坐标 变换 下 保持 不 变 。 也 就 是 ,车 令 fy) 和 上) 为 系统 乍 阵 存 
变换 前 后 的 特征 多 项 式 ,ac(5) 和 acto 为 传递 函数 窃 阵 在 变换 前 后 的 特征 过 项 式 , 则 必 
成 立 : 
Als) = p(s), mefsy 一 arf5) C2, 250) 
(3) 特征 结构 在 坐标 变 搞 下 的 特性 
作为 上 述 两 个 基本 结论 的 - -个 推论 ,对 线性 时 不 变 系 统 , 系 统 卸 阵 点 的 特征 值 在 坐 
标 变换 保持 不 变 , 而 特征 向 量 在 坐标 变换 下 具有 相 启 的 变换 关系 也 就 是 . 苦 令 ) 和 无 
为 系统 矩阵 4 的 特征 值 , 则 必 成 立 : 
A = = 1,2,n 《2. 251) 
蔡 令 yw, 和 w ,为 变换 前 后 的 特征 向 量 , 则 对 形式 为 x 二 P -1x 的 线性 非 育 异 变换 ,具有 如 下 
的 关系 ; 
v= Pliv, 12 (2. 252) 
同样 ,传递 前 数 甜 阵 C(s) 的 极点 在 坐标 变换 下 将 保持 不 变 。 也 就 是 , 若 令 5 种 5， 为 
G (在 坐标 变 措 前 后 的 极点 , 则 必 成 立 ， 
Os j= 1,2 .el (2. 253) 
44) 约 当 规范 形 在 坐标 变换 下 的 特性 
作为 上 述 两 个 基本 结论 的 一 个 推论 ,对 线性 时 不 变 系 统 ,不 管 是 系统 矩阵 入 的 特征 
值 为 两 两 相 异 情形 还 是 包含 重 值 情形 ,其 约 当 规范 形 在 坐标 变换 下 保持 不 变 ,但 将 影响 化 
为 约 当 规范 形 的 变换 所 阵 ， 
(5) 代数 等 价 系统 
称 具 在 相同 输 人 和 输出 的 两 个 同 维 线性 时 不 变 系统 为 代数 等 价 系统 , 当 且 仅 当 它 们 
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的 系数 息 阵 之 问 满足 状态 空间 描述 坐标 变换 中 给 出 的 美 系 。 作 为 上 述 定 六 的 直接 推论 ， 
问 : 线 件 时 不 变 系 统 的 随 个 状态 空间 描述 必 为 代数 等 价 。 进 而 ,由 薛 递 是 数 年 阵 在 坐标 
变换 下 保持 涉 变 的 属性 所 雇 定 ,所 有 代数 等 价 系统 均 其 有 等 回 的 输 册 输入 特性 。 代 数 等 
价 系统 的 基 李 特征 是 其 有 相同 的 学 数 结 枸 特性 .如 特征 多 项 式 、 特 征 值 .极点 等 ,以 大 随后 
章节 中 将 会 讨论 的 稳定 恬 .能 控 性 .能 观测 性 等 。 

(6) 坐 慰 变 挤 的 人 为 属性 

状态 空间 坐标 系 的 选择 具有 人 为 属性 。 系 统 的 不 依 束 于 状态 选择 的 所 有 特性 具 自 窒 
观 性 。 因 此 ,系统 在 坐标 变换 下 的 本 变量 如 特征 多 项 式 ,特征 值 .极点 等 和 不 变局 性 如 程 
定性 .能 控 性 .能 观测 性 等 ,反映 了 系统 运动 和 结构 的 固有 特 件 。 


线性 时 变 系统 在 坐标 变换 下 的 特性 


考察 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 ,状态 空 问 措 述 为， 
5: X= Axr+Bn 
y = Crt Diu 
现 来 讨论 系统 在 坐标 变换 即 线 人 性 非 奇 异 变换 下 的 特性 ， 不 问 于 时 不 变 系统 .时 变 系统 的 
坐标 变换 中 ,变换 手 隆 一 般 应 家 为 时 变 矩 阵 并 满足 可 微 性 要 求 . 
结论 2. 12 [状态 空间 描述 的 坐标 变 护 ] 对 线性 时 变 系统 的 状态 空间 描述 
《2.254) .3 引信 坐 标 变 换 即 线性 非 奇 异 恋 搞 工 一 P(tyx ,Pi 为 可 递 且 和 连续 可 微 , 则 变 挤 后 
的 状态 空间 描述 为 ， 


(2, 25.1) 


SE: Eo Ar Bnn 


一 _ _ 2, 253 
y= COrtD ou (2. 233) 
其 中 ,两 者 的 系数 矩阵 之 问 成 立 如 下 的 关系 式 ， 
4 = PDPID 十 PCODAP :CD Bl 一 p(B 
{2. 253501 


CD) = CP 0 Bey ~ pe) 
证 ”利用 线性 非 奇 异 变 措 x 二 PCDx 和 x 二 PP CDOx, 即 可 证 得 ， 
t= Pr+ Pr = POP (DI+POLACD + BOYu] 
= POP D+F PAOADP OTPOIB OD = ACOAL BG (2 257 
了 一 COP Or+t DDn = Cr+ Bn (2, 258) 


2.9 组 合 系统 的 状态 空间 描述 和 传递 函数 矩阵 


由 西 个 或 两 个 以 上 子 系统 联接 构成 的 系统 称 为 组 合 系统 。 基 本 组 合 方式 分 为 并 联 、 
中 联 和 反馈 -种 类 型 。 一 个 较为 复杂 的 系统 总 是 包含 若 干 种 典型 联接 方式 的 -个 组 会 尼 


Ta 
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统 。 本 他 针 对 线性 时 不 们 系统 和 上 述 类 基本 组 合 方式 ,讨论 相应 组 合 系统 的 状态 空间 
描述 和 传递 蝗 数 矩阵 ， 


十 系统 的 并 联 


并 联 是 组 合 系 统 中 城 为 简单 的 一 种 组 合 方 式 。 考 察 图 2, 10 所 水 由 岗 个 线性 时 不 变 
子 系统 经 并 联 构 成 的 组 侣 系统 5,, 子 系统 的 状态 空 间 描 述 和 传递 兵 数 和 矩 阵 吕 为 


工 : 中 一 不 二 二 一 
{= |.2 {2,259) 


Gs), ?oe=1,2 (2, 260) 
不 难看 出 , 岗 个 子 系统 可 以 实现 并 联 联 接 的 条 件 是 , 子 系统 在 输入 维 数 和 输出 维 数 十 
满足 关系 式 ， 


dim(tau) = dim(n,), dimt¥1) = dimty,} (2. 261) 
其 中 ,dimt，) 表 示 向 量 的 维 数 ，。 并 联 组 合 系统 在 变量 美 系 上 的 特征 为 
| HOH yy 《2. 262) 


Ey 


图: 10 子 系 统 的 并 联 


在 此 基础 上 ,对 并 联 组 合 系统 可 导出 如 下 的 一 些 结论 。 
结论 2. 13 [并 联系 统 的 状态 空间 描述 ] 对 两 个 线性 时 不 变 子 系统 (2. 259) 的 并 联 组 
合 系统 2, , 取 组 合 状 态 为 [xT ,好 ]T, 了 表示 转 置 , 则 ,的 状态 空间 描述 为 


2 [5] J 
入 Xa .0 种 : Lx + |p " 


了 一 fl cl [+ [Dp + D1 


Xt 
2 


(2. 263) 


证 共 子 子 系统 的 描述 (2. 259) ,并 考虑 到 马 与 二 的 内 部 独立 性 , 马 与 马 的 百 不 
影响 性 ,以 及 并 联系 统 的 特征 (2. 262) ,可 以 导出 ， 
Yi 一 总 1 十 地, 革 
Xs 一 Ax Bit (2 2864》 
y= x+ Cx + (D+ D,)u 


a i _ 加 
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进而 , 某 于 组 合 状态 _x .x ,将 式 (2.264) 吉 为 组 合 系 统 的 状态 方程 和 输出 方程 ,就 可 
得 刘 式 (2.2631。 证 明 完 成 

结论 2. 14 ,并 联系 统 的 状态 空间 描述 ] 对 NN 个 线性 时 不 变 子 系统 (2. 259) 的 并 联 
组 全 系统 en : 取 组 会 状态 为 [xi or】 , 刚 六 ep 的 状态 ' 上 向 撞 述 为 : 


Ej 得， 和 | 
Zp: -| ~ |) |; H 
xy | A | .xn [B,J (2 9265) 
下 
y=LC 1 Cr : I 二 + D, ju 
Es- 


结论 2.15 [并 联系 统 的 传递 请 数 第 阵 ] 对 若 个 线性 时 不 变 子 系统 的 并 联 组 合 系统 
3,, 表 于 系统 的 传递 晴 数 矩阵 为 G46 和 G;(3), 则 ,的 传递 丽 数 第 阵 为 


GO 一 Gil + Gs) = De ) (2. 266) 


对 个 到 性 时 不 变 了 系统 的 并 联 组 合 系统 2，， 表 子 系统 的 传 过 证 数 乱 阵 为 G(s), 
GlsGy (sD), 则 ,的 传递 函数 矩 阵 为 


Y 
G3) = YG, 0) (2, 267) 
r=] 
证 ”利用 并 联系 统 的 特征 (2. 262), 可 以 得 到 
$0) = [G6) + G(s) Rs) 《2. 268) 


基 此 , 即 证 得 式 (2.266) 。 类 伏地 ,也 可 证 明 式 (2. 267)。 证 明 完 成 。 


于 系统 的 哇 联 


串联 是 组 合 系统 中 另 一 类 重要 和 简单 的 组 合 方式 ， 考 察 图 2, 11 所 示 巾 两 个 线性 时 
个 变 了 于 系统 按照 “3 一 8 ”顺序 构成 的 串联 组 全 系统 7, 子 系统 的 状态 空 间 描 述 和 传递 丽 
数 定 阵 分 别 为 : 
Es: k= x, + Bu 
= ],2 《2. 269) 
Fp = CX Dau, 
Gis), 7= 1,2 (2,270) 
不 难看 出 ,两 个 子 系统 可 以 实现 牛 联 联接 的 条 件 是 ， 子 系统 在 输入 维 数 和 输出 维 数 上 
满足 关系 式 : 
dim[ly) = dimt(m,) (2.271) 
其 中 dimt 。 ) 表 示 向 量 的 维 数 . 串联 组 合 系统 在 变量 关系 上 的 特征 为 


2.9 ”组 合 系 统 的 状态 空间 描述 和 传 建 画 数 拭 降 本 和 


桥 2.11 子 系统 的 串联 


UN Wp (2. 272) 
在 此 基山 上 ,对 串联 组 合 系统 可 导出 如 下 的 一 些 结论 ， 
结论 2. 16 [串联 系统 的 状态 空间 描述 ] 对 黄 个 线性 时 不 变 子 系统 (2, 269) 按 “一.” 
顺序 构成 的 串联 组 合 系统 7, 取 弓 合 闫 态 为 Lx? ,说 , 则 7 的 状态 空间 描述 为 ， 


5 [7] [A [2,) 
J 一 Hi 
人 BC A, lx B.D J 


x 
了 一 .DosC， | 上 CD: Du 
Xa 


证 基于 子 系 统 的 描述 (2. 269), 并 考 虚 到 3 与 5, 的 内 部 独立 性 ,3 不 受 BE. 的 影 
啊 , 以 及 串联 系统 的 特征 (2. 272) ,就 可 导出 : 
Xl 二 x 二 Biu 
zs = Axs + BC x + BDiu (2. 274) 
了 一 Ex DOr + D:Du 
进而 ,基于 组 合 状态 Lxi , 怠 ] , 把 (2, 274) 表 为 组 合 系 统 的 状态 方程 和 输出 方程 , 即 证 得 
式 (2.273)。 证 明 完 成 。 
注 类 似 地 ,也 可 导出 N 个 线性 时 不 变 字 系统 (2. 269) 顺 序 构成 的 串联 组 合 系 统 
37 的 空间 描述 ,但 措 述 的 形式 较 之 式 (2,273) 要 复杂 得 多 。 共 此 ,不 再 对 这 类 情形 进行 
讨论 ， 
结论 2. 17 [串联 系统 的 传递 两 数 矩 阵 ] 对 两 个 线性 时 不 变 子 系统 按照 “3 -一 5," 顺 
序 串 联 构成 的 组 合 系统 3r , 表 子 系统 的 传递 函数 矩阵 为 G (Cs) 和 Gti), 则 37 的 传递 函 
数 所 阵 为 ， 


Gs) = G(s)G (= [I Gs) (2. 275) 
t=2 


对 NN 个 线性 时 不 变 子 系统 按 “ZB1 一 3; 一 … 一 一、 顺序 串联 构成 的 组 合 系 统 5; , 表 
于 系统 的 传递 画 数 短 阵 为 GC) ,G09 ,G(s), 则 Br 的 传递 函数 矩阵 为 


] 
Gts) = TG 《2. 276) 
1 二 
证 利用 串联 系统 的 特征 (2.272) ,可 以 得 刘 
(5 = [GCG 0) juts) (2. 277) 


基 些 , 即 证 得 式 (2.275)。 类 似 地 ,也 可 证 明 式 (2. 276)。 证 明 完 成 ， 
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于 系统 的 反馈 联接 


反馈 组 人 台 系 统 足 城 为 重要 的 - 炎 以 制 系统 。 这 里 限于 讨论 输出 反馈 联接 组 合 系统 : 
考察 图 2. 12 所 示 由 两 个 线性 时 不 变 子 系统 按 图 所 方 式 构 成 的 输出 反馈 系统 3; ,并 设 子 
系统 为 严 真 .上 状态 空间 描述 和 传递 溺 数 知 阵 为 ， 
Bi X= x, Bu, 
多 CO— Ck, 


Gt 71—= 1,2 (2. 270) 


图 2.12 子 系统 的 输出 反馈 联接 


个 难看 出 ,两 个 子 系统 可 以 实现 图 民 输 出 反馈 联接 的 条 件 是 , 子 系统 在 输 人 维 数 和 输 
出 维 数 上 满足 关系 式 ， 


dim(tm} = dim(y), dim{tu) — dim{ pl » {2, 280) 
其 中 dim(“。) 表 示 庙 量 的 维 数 。 输出 反馈 系统 在 变量 关系 上 的 特征 为 
HI 二 Wy 二 = i (2. 281) 


在 此 基础 上 ,对 图 示 联 接 的 输出 反馈 系统 可 导出 如 下 的 -此 结论 。 
箔 论 2. 18 [输出 反馈 系统 的 状态 空间 描述 ] ”对 两 个 线性 时 不 变 了 系统 (2. 278) 按 图 
不 联接 的 输出 反馈 系统 3 , 取 组 合 状态 为 [xT ,xf 械 , 则 EF 的 状态 空间 描述 为 


= J Eh 
se 


证 基于 子 系统 的 描述 42. 278) ,并 考虑 到 3, 与 二 的 内 部 独立 性 ,以 及 输出 反 人 局 系 
统 的 特征 (2. 281) ,就 可 导出 ， 
XT 一 AL + Bn — BC, x 
Xs = A 十 B.C x, (2. 283) 


(2, 282) 


了 二 Ck 
进而 ,基于 组 合 状态 [xT ,好 了 ,把 (2. 283) 表 为 组 合 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 , 即 证 得 


2.10 小 结 和 详 述 四 一 


式 (2.282)7。 证 明 守 域 。 
注 “应当 指出 ,这 里 附 押 引入 的 子 系统 为 严 贞 的 假设 不 是 实质 忻 的 。 引 人 这 个 月 设 
的 日 的 ,只 是 为 使 (2.2827 给 册 的 Bs 的 状态 空间 描述 形式 不 致 过 于 复杂 。 另 一 方面 ,这 
休假 次 也 是 符合 现实 世 界 中 过 到 的 大 多 数 实 际 问 题 的 。 
结论 2. 19 -得 出 皮 起 系统 的 传递 明 数 定 阵 ] 对 蚌 个 线性 时 木 变 于 系统 按 财 示 联 
接 的 输出 反馈 系统 3r ,去 于 系统 的 传递 吨 数 秆 阵 为 和 4 和 (并 假 衣 
det[f+G COG)] AI det[lI+OANG (2 0 
则 zr 的 传递 函数 矩阵 为 
Gt) — LGDG. ts) G(s) 2, 281) 
或 
CS) = GOVT GHAIG Cs)]! (2, 285) 
证 限于 证 明 关 系 式 (2.284) ,对 关系 式 (2. 285) 可 类 似 地 证 明 。 为 此 ,利用 和 输出 反馈 
系统 的 特征 (2. 281? ,可 以 得 到 
3 一 Wi(s) 一 GCC 一 GCCs)] 
~ GCC) — OCG, (90s) 
进而 ,通过 简单 的 运算 和 整理 ,可 以 导出 : 
LT 十 四 (Ge ] Cs) = GCA:) (2, 287) 
上 骨 由 det[fT 寺 G1 (Go(5)_ 关 0 的 假设 知 ,[ITGCnG:Gs)] 为 非 奇 异 。 从 而 ,将 上 式 等 式 商 
边 左 乘 [ITGts)G:(s)] !, 妈 证 得 (2.284}。 证 明 完 成 。 
注 从 上 上 述 对 和 输出 反馈 系统 传递 晒 数 岳 阵 关系 式 的 推导 过 程 可 以 看 出 , 子 系统 为 严 
真 的 假设 在 推导 中 没有 起 任何 作用 ,这 从 另 一 方面 说 明 这 个 假设 的 非 实 质 性 ， 


C2, 286 1 


2.10 小结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 。 本 章 局 于 状态 空间 法 的 基础 。 本 章 的 重点 ,围绕 线性 系统 特别 是 
线性 时 不 变 系统 ,分 析 和 论述 状态 空间 描述 的 内 涵 .形式 .建立 方法 .特性 和 变换 ,以 及 其 
对 组 合 系统 的 推广 。 本 章 给 出 的 概念 和 方法 对 研究 和 讨论 线性 系统 时 间 域 方法 的 随后 各 
章 是 必需 的 ， 

《2) 状态 空间 描述 的 内 涵 。 状态 空间 描述 属于 由 系统 结构 导出 的 一 类 内 部 播 述 。 状 
态 空 间 描述 可 完全 地 表征 系统 的 动态 行为 和 结构 特性 。 具有 不 同 结 构 属 性 的 系统 可 基于 
状态 空间 撕 述 来 分 类 。 动态 系统 的 基本 分 类 有 线性 系统 和 非 线 性 系统 ,时 不 变 系 统 和 时 
变 系 统 ,连续 时 间 系统 和 离散 时 间 系 统 ， 相 比 于 系统 输入 输出 措 述 , 状 态 空 间 描述 是 对 系 
统 的 一 种 完全 描述 。 


80 第 2 章 线性 票 统 的 状态 空间 描述 


{3) 状态 空间 描述 的 形式 。 相 应 于 连续 有 时间 系统 和 次 散 时 间 系 统 . 组 成 状态 空间 找 
述 的 状态 方程 和 输出 方程 其 有 汪 同 类 磺 。 对 十 线性 系统 理论 人 好 究 重 点 的 连续 时 间 线 性 时 
不 襟 系统 和 高 散 时 间 线 性 时 不 空 系统 .状态 空间 描述 分 别 上 共有 形式 ; 
KO) = XD) But), 0 
yD = Crt) Dutr) 


xtk+1) = Gr) | Huh), ko0,1.2 
pik) = Crtk) + Dutk) 

(4) 状态 空间 描述 的 建立 方法 。 建立 状态 空间 描述 的 基本 途径 包括 基于 系统 结构 的 
“机 理 方 法 "和 基于 系统 输入 输出 特性 的 “实现 方法 ”。 怕 理 方法 是 建立 在 把 系统 看 作 "* 白 
箱 ” 的 前 提 土 的 ,归结 为 正确 选择 状态 变量 组 和 合理 运用 相应 的 物理 定律 或 广义 物理 定 
律 。 实现 方法 以 把 系统 看 作 “ 黑 箱 " 为 前 提 和 以 和 输 人 输出 描述 为 出 发 点 ,归结 为 构 千 状态 
空间 载 述 的 系数 抠 阵 。 本 章 仅 讨论 单 输入 单 输出 线性 时 本 变 系统 的 实现 方法 ,对 实现 间 
题 的 一 般 理 论 和 方法 将 在 线性 系统 复 频率 域 方法 部 分 中 专 章 讨论. 

(5) 状态 空间 措 述 的 特性 。 线 性 时 不 变 系 统 状态 空间 拱 述 的 基本 特性 由 特征 结 愧 所 
表征 。 特 征 结构 包括 特征 值 和 特征 向 量 。 特 征 值 和 特征 向 量 ， 对 于 系统 的 动态 特性 如 运 
动 规律 和 稳定 性 ,以 及 系统 的 结构 特性 如 能 控 性 和 能 观测 性 ,都 有 着 直接 的 影响 和 内 在 的 
联系 ， 

.6) 状态 空间 描述 的 变换 。 状 态 宝 间 摘 述 坐标 变换 的 代数 实质 是 线性 非 奇 异 变换 ， 
线性 非 奇 异 变换 是 研究 线性 系统 分 析 与 综 人 台 的 基本 手段 线 作 非 奇 异 变换 的 基本 和 作用. 
一 是 导出 反映 各 种 层面 系统 结构 特征 的 状态 空间 描述 规范 形 , 二 是 简化 系统 分 析 和 综合 
的 计算 过 程 。 线 性 时 不 变 系 统 的 固有 特性 ， 如 特征 多 项 式 、 特 征 值 .传递 函数 和 矩阵、 极点 
等 ,在 线性 非 奇 异 变 搞 下 保持 不 变 ， 

(7) 组 合 系 统 的 状态 空间 描述 。 组 合 系统 由 一 些 子 系统 按 各 种 组 合 方式 联接 梅 成 . 
典型 的 组 合 方式 包括 并 联 、 凯 联 和 反馈 。 基于 子 系统 的 状态 空间 描述 和 组 侣 系统 的 组 合 
特征 ,可 以 导出 并 联系 统 ,串联 系统 和 反馈 系统 的 状态 空间 描述 。 


习 题 


2.1 纵 定 图 P2.1(a) 和 (by 所 示 两 个 电路 ， 试 列 写 出 其 状态 方程 和 输出 方程 。 其 中 ， 
分 别 指 定 : 


(a) 状态 变量 组 zz 一 uc ,zx = 输入 变量 w=e(1); 输出 变量 yi 
Cb) 状态 变量 组 x 一 uc ,zs = uc ;输入 变量 uz 二 6e(); 输 出 变量 y=ac 


Mp me Te re me Hs ee en rope 


是 


图 P2 1 


2,2 给 定 图 P2.2 所 示 的 一 个 液 位 系统 ,图 中 


Hm tL 相应 位 置 处 的 液 流速 亨 


hh 二 相应 液 钠 的 液 位 高 度 

41.4: 一 相应 小 饶 的 截面 积 

Ri:R* 一 相应 管道 的 流 阻 
试 列 写 出 其 状态 方程 和 输出 方 称 。 其 中 ,指定 ， 

状态 变量 组 ri 一 下 rs 一 肯 , 

榆 入 空 量 =, 

输出 变量 组 y, = hy = hh. 


2.3 图 P2.3 所 示 为 登 月 舱 在 月 球 软 着 陆 的 示意 图 。 登 月 舱 的 运动 方程 为 


my —— km— mg 

其 中 ,m 为 登 月 舱 质量 ,g 为 月 球 表 面 重力 常数 ,一 km 项 为 
上 反 辣 推力 ,上 为 常数 ,y 为 登 月 舱 相 对 于 月 球 表 面 着 陆 点 的 
距离 。 现 指定 状态 变量 组 r 一 rs 二 y 和 zs 一 my, 输 人 变 
量 “一 丈 , 试 列 出 系统 的 状态 方程 。 

2 4 给 定 图 P2.4 所 示 的 一 个 系统 方块 图 ,输入 变量 
和 和 输出 变量 分 曾 为 上 和 y, 试 人 刚 出 系统 的 状态 方程 和 输出 方 
程 ,其 中 状态 变量 组 指定 为 x; 一 y 和 ,一 y。 

2.5 求 出 下 列 各 输 人 输出 描述 的 一 个 状态 空间 描述 ， 


rr 
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(0) 忆 十 2 二 63 十 3 一 5 
(iiy 3 十 8 二 53 十 137 一 4 十 7 
《iiiy 33 二 6y 十 123 十 9y 一 6 十 3 
2.6 次 出 下 列 各 输 人 输出 描述 的 一 个 状态 空间 描述; 
ci) 36) 2 十 18s 十 40 
Rs 5 二 6 十 11s 十 56 
C5) 3(sr5) 
uts)y (s+3) (s+1) 


2.7 给 定 图 P2.7 所 示 的 - -个 系统 方块 图 ,输入 变量 和 输出 变量 分 别 为 x 和 , 试 求 
出 系统 的 一 个 状态 空间 描述 ， 


《11) 


图 P2.7 


2.8 求 出 下 列 备 方 阵 4 的 特征 方程 和 特征 值 : 


. 2 5 
C1) 4=| | 
一 2 一 3 


和 ] 0 
ii 息 二 ' 0 1 


0 一 1 一 1 
2.9 设 和 种 为 同 维 非 奇异 方 阵 , 试 证 明 4B 和 BA 具有 相同 的 特征 值 集 . 
2. 10 设 4 为 = 维 非 壹 红 常 阵 , 其 特征 值 t1 ,hs ,hu} 为 两 隔 相 异 , 试 证 明 4- ! 的 特 


Ta Pp ar com 


征 值 为 :0 4 
2.11 化 下 列 各 状态 方程 为 约 当 规 苍 形 : 


8 2 3 
(Dx=i 一 3 -2 | 
[3 —1 1 1 7 1- 


1 
C11} x=| 3 区 


2.12 计算 下 列 执 态 空间 朱 述 的 传递 明 数 亡 ()， 
. -5 1 2 
由 3 e+| | 
3 一 1 2 十 4 

2.13 给 定 一 个 单 输 人 系统 的 状态 方程 为 


可 | 2 站 直 ] 2 
: -一 [oo no 2 加 二 十 3 i 
x 1 一 3 5 Ler 15, 


现 取 输出 变量 y== 工 ;十 3x;; 试 列 出 相应 的 y-u 高 阶 微分 方程 。 
2.14 计算 下 列 状 态 空 间 描述 的 传递 函数 插 阵 G6)， 


0 1 1 的 
工 一 0 0 lix+ i0 1]a 
一 3 一 1 一 ? 1 1 
y 一 [1 1 1]x 
2.15 给 定 间 维 的 两 个 方 阵 4 和 生 为 
0 ;1] 0 2 0 eo] 
0 | l : 
Qa a 1 ae ， 
试 确定 一 个 非 奇异 变换 阵 王 使 成 立 各 一己 'AP，。 
2.16 对 下 列 3x3 常 阵 生 计算 各 or ， 
0 1 0] 
4 一 |0 01 
-6 一 1 4 


2.17 给 定 方 常 阵 和, 定义 以 4 为 入 的 矩阵 指数 为 


4 4 
人 全 十 入 十 可 和 十 十 亲生 十 


rr 
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瑰 知 4 的 特征 值 Mh; ,3:,… ,为 师 两 相 异 , 试 注 拓 det_e*1= | 六 。 
2.18 计算 下 列 上 方 常 了 入 的 e*， 


0 1 
4 一 | 2 3j 
2.19 给 定 图 P2, 19 所 太 的 动态 输出 上 反 司 系统 ,其 由， 
1 _1l,) _l _l. 
， Gs) 一 | | 
0 
J 


2.209 定 出 图 P2. 19 所 示 动 态 输 出 反馈 系统 的 一 个 状态 方程 和 - .个 输出 方 得 ， 


其 中 ， 
2s 二 1 “十 了 
Gl bb | 3. " 一 一 
(3 HT ts 一 1 


第 3 章 
线性 系统 的 运动 分 析 


动态 系统 的 行为 和 性 能 是 由 系统 运动 寺 程 的 形态 所 决定 的 。 运 动 分 析 是 系统 控制 理 
论 上 所 要 研究 的 一 个 基本 课题 。 状 态 空间 描述 的 建立 为 严格 地 和 定量 地 分 析 系 统 的 运动 提 
供 了 基础 。 本 章 以 线性 系统 为 对 象 , 包 括 连续 寺 间 系统 和 离散 时 间 系 统 , 时 不 变 系统 和 时 
变 系统 ,较为 系统 和 全 面 地 讨论 运动 分 析 的 理论 和 方法 。 主 要 内 容 涉及 运动 过 程 的 基本 
规律 .行为 性 质 和 分 析 方 法 等 。 


对 系统 运动 的 分 析 , 归 结 为 从 状态 空间 描述 出 发 研究 由 输入 作用 和 初始 状态 的 激励 
所 引起 的 状态 或 输出 响应 ,以 为 分 析 系 统 的 运动 形态 和 性 能 行为 提供 基础 。 本 节 是 对 线 
性 系统 运动 分 析 的 一 个 引 论 性 介绍 。 肯 的 是 引信 和 讨论 运动 分 析 的 一 些 共 性 概念 ,包括 
运动 分 析 的 数学 实质 .运动 解 的 存在 性 和 惟一 性 条 人 忻 .系统 运动 的 分 解 等 。 


运动 分 析 的 数学 实质 
从 数学 的 角度 ,运动 分 析 的 实质 就 是 求解 系统 状态 方程 ,以 解析 形式 或 数值 分 析 形 
式 ,建立 系统 状态 随 答 入 和 初始 状态 的 演化 规律 ,特别 是 状态 演化 形态 对 系统 结构 和 参数 


的 依赖 关系 。 对 连续 时 间 线 性 系统 ,运动 分 析 归 结 为 相对 于 纵 定 初始 状态 x 和 和 输入 出 县 
8 求解 和 钢 量 微分 方程 型 状态 方程 ， 


DD -ie -一 -ie ma 
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x Ar Hirau, An 一 区] C3.1} 

式 
x Ard Bu, xO) x,, fo0 £3, 2) 
村 离 能 时 间 线 性 系统 .运动 分 析 由 结 为 相对 十 纵 定 初始 状态 zx， 和 输入 向 最 ,求解 向 

其 差分 力 程 型 状态 方程 ; 

Yt) Oo CORIxCEY 十 HARIutR)Y, rN) x 赤 二 有人 ,1,2.… 《3. 31 

或 
x = Gr} Huck), vO) — x R= (2. 4) 


其 中 ,(3.2) 和 (3.4) 对 应 于 时 不 变 系 统 ,(3,1) 和 (3.3} 对 应 于 时 变 系 统 。 显 然 ,对 微分 方 
性 型 状态 方程 的 求解 ,要 远 复 条 于 对 差分 方程 型 状态 方程 的 求解 。 

但 是 .应 当 指 出 ,尽管 运 惑 响应 外 补 始 状态 x, 和 输 人 向 量 #068) 所 激励 ,系统 的 运动 形 
态 主 要 由 系统 的 结构 和 参数 所 决定 。 对 连续 时 间 线性 系统 .由 矩阵 对 (4 ,BU 或 (4， 
8) 决定 ;对 离散 时 间 线 性 系统 ,由 类 阵 对 (GC&) ,HC)) 或 (GH) 决 定 。 对 于 线性 系统 , 必 
可 得 到 解析 形式 的 状态 解 xf 或 zt) ， 即 能 以 显 式 形式 给 出 运动 过 程 对 系统 结构 与 参数 
的 依赖 关系 。 基 于 这 一 属性 , 可 为 分 忻 线性 系统 的 基本 特性 如 稳定 性 、 能 入 性 和 能 观测 性 
等 但 供 简 使 的 途径 。 


解 的 存在 性 和 惟一 性 条 件 


容易 理解 , 当 且 仅 当 状态 力 程 的 解 为 存在 和 惟一 ,对 系统 的 运动 分 析 才 是 有 意义 的 ， 
为 此 ,需要 对 状态 方程 的 系数 矩阵 和 输入 引入 附加 的 限制 条 件 , 以 保证 状态 方程 解 的 存在 
性 和 惟一 性 。 

不 失 一 般 性 ,考察 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 , 其 状态 方程 如 纪 (3. 1) 所 示 。 由 微分 方程 
理论 可 知 , 如 果 系 数 拭 阵 (&(r) ,Br ) 的 所 有 元 在 时 间 定 文 区 向 1 ,te] 上 为 时 间 上 的 连续 
实 了 盯 数 ,输入 w() 的 有 折 有 元 在 时 间 定 义 区 间 [4 ,1,] 上 为 时 间 : 的 连续 实 吸 数 , 耶 么 状态 方 
程 (3. 1) 的 解 xb 为 存在 且 惟 一 。 对 于 大 多 数 实际 物理 系统 ,上 述 条 件 一 般 总 是 能 够 满 
足 的 。 但 从 数学 观点 ,上 述 条 件 可 能 显得 过 强 而 可 减弱 为 如 下 3 个 条 件 ， 

CD 系统 矩阵 4 人 的 各 个 元 ev (9 在 时 间 区 间 [t,,t,] 上 为 绝对 可 积 , 即 有 : 


ny J a Ct) | df < co, jj = 12 (3.5) 
(tii) 输入 和 矩阵 BO) 的 各 个 元 au CO) 在 时 间 区 间 [& .4] 上 为 平方 可 积 , 妈 有 
上 [Ba CO Fd oo 一 12 2 (3..6) 
(iii) 输入 ud 的 各 个 元 ee (六 在 时 间 区 闻 [Lo tt] 上 为 平方 可 积 , 即 有 : 


[Mn < Dn, [a “一 1 2 {3 门 


87 
3 1 引言 | 四 


其 中 心 为 状态 x 的 维 数 ,p 为 输入 5 的 维 数 。 进 而 ;利用 许 瓦 尔 兹 [Schwarz} 不 等 式 , 可 
以 寻 出 : 


了 所 昌 , i, _, 1 “ 
六 | btu ty | dr >7|| [6,, Cr) di | [ue dd | (3.8) 
由 上 -| 上 [网 


上 起 表明 ,条件 (3.6) 和 (3.7)? 还 可 进一步 合并 为 要 求 BCOwC) 的 各 所 在 时 间 区 间 [1, ,tj 
上 牧 对 可 积 。 对 于 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,系数 和 矩阵 4 和 卫 为 常 阵 昌 元 为 有 限 值 , 菜 
件 3. 537 和 (3.6) 自 然 满 足 , 存 在 惟一 性 条 件 只 归结 为 条 件 (3. 7) 。 

在 本 章 随 后 各 节 的 讨论 中 ,总 是 假定 系统 满足 上 述 存在 性 惟一 性 条 件 , 并 在 这 一 前 提 
下 分 析 系 统 状态 运动 的 演化 规律 。 


过 和 输 人 响应 和 零 初 态 响 应 


线性 系统 的 一 个 基本 属性 是 满足 又 加 原理 。 基 于 用 加 原理 ,可 如 图 3. 1 所 示 那 样 ,把 
系统 同时 在 初始 状态 x。 和 输入 刀 作 内 下 的 状态 运动 x (01) ,分解 为 由 初始 状态 xo 和 输入 
分 别 单 独 作 用 所 产生 的 运动 za 和 xD 的 要 加 , 即 ri 一 mx (1)， 并 且 , 称 
xn 人为 系统 的 零 答 人 响应 ,xn,( 为 系统 的 零 初 访 响应 ， 线性 系统 运动 的 可 分 解 属性 为 
分 析 系 统 运动 过 程 的 演化 规律 提供 了 简便 性 和 直观 性 ，。 


Ll 证 和 输 人 地 切 志 啊 hi 
* 万 一 办 Xo s 
He r= .inx + Hin 二 了 = 二 ~ Blinn 十 -ANY + Biryy 0 
Nh Ne 号 = 


图 3.1 线性 系统 运动 的 分 解 


下 面 ,给 出 零 输 入 响应 和 零 初 态 响应 的 定义 。 
定义 3.1[ 零 输入 响应 ] 线性 系统 的 零 输入 响应 xou( 纪 定妆 为 只 有 初始 状态 作用 即 
x 和 关 0 而 无 输入 作用 即 uC 二 0 时 系统 的 状态 响应 ， 
注 数学 上 , 零 输入 响应 xz, (7) 就 是 无 输入 自治 状态 方程 
T=ACxr, x(t) = x te Lt, 六] {3.9) 
的 状态 解 . 物理. 上, 零 输入 响应 xm (四 代表 系统 状态 的 自 由 运动 ,特点 是 响应 形态 其 由 系 
统 矩 阵 所 决定 ,不 受 系 统 外 部 输入 变量 的 影响 。 
定义 3.2 [ 零 初 态 响 应 ] 线性 系统 的 零 初 态 响应 xor《t) 定 义 为 只 有 输入 作用 即 
u(t) 半 和 而 无 初始 状态 作用 即 mm 一 0 时 系统 的 状态 响应 。 
注 数学 上 , 零 初 态 响应 襄 ,() 即 为 霍 初始 状态 强迫 状态 方程 
X=A(DrFBn, x) =0, 1 [=| C3.10) 
的 状态 解 。 物 理 上 , 零 初 态 响应 Xo (四 代表 系统 状态 由 输入 所 激励 的 强迫 运动 ,特点 是 


On rr 
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响应 稳 态 时 具有 和 输入 相同 的 也 数 形 念 ， 


3.2 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 运动 分 析 


连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 运动 分 析 是 本 赢 讨论 的 重点 ， 这 不 仅 在 于 其 在 现实 址 界 
中 存在 的 普 澳 性 ,而 且 还 任 于 其 基本 结果 各 分 析 方 法 在 运动 分 析 中 的 大 人 础 性 ， 基 十 运动 
分 解 同 样 可 对 这 类 系统 的 运动 分 为 零 输 人 响应 和 零 初 态 响 应 本 入 以 线 性 时 不 变 系统 为 
对 象 , 先 讨论 系统 零 输 和 人 响应 和 作为 分 析 基 础 的 乍 阵 指 数 鹃 数 .地 而 此 基础 二 拓展 讨论 零 
初 态 响 应 ,最 后 基于 谷 加 原理 给 出 系统 状态 响应 的 完整 表达 式 ， 


系统 的 等 输入 响应 


考察 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 。 邻 系统 输入 wu( 站 二 0 即 无 外 部 给 入 ,导出 系统 自治 
状态 方程 为 ; 


Ar 0 C3,11) 


其 中 ,x 为 # 维 状 态 ,A 为 maX 常 阵 。 进 而 ,仿照 指数 函数 ， 


us ， ] J _ 1 
er 站 1a- 214 让 二 2 El (‘3,12) 
对 系统 秆 阵 丰 定义 矩阵 指数 函数 .: 
4 1 i 1 sh ， 
忆 对 了 十 4 十 引入 F 十 一 : 1 和 {33.133 


于 是 ,在 此 基 栅 上 ,可 对 线性 时 不 变 系统 的 零 输 入 新 应 导出 如 下 的 结论 
结论 3. 1 [ 零 输入 响应 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 零 输 人 响应 xf 妈 系 统 自 
治 状态 方程 (63. 11 的 解 ,具有 如 下 的 表达 式 ， 


天 一 Es 上 > 0 【 了， 14) 
证 对 自治 方程 (3.11) , 表 其 解 mu (5 是 系数 为 待定 向 量 的 一 个 寡 级 歼 , 有 


Nob) 一 天 十 和 十 吉本 二 0 (3. 15) 
=D 
那么 ,由 使 其 满足 方程 (3.11), 可 以 导出 ， 
b+ 2bt 十 38 + — AP, 十 二 十 六 by 二 (3, 16} 


从 而 ,由 等 式 (3. 16) 两 边 #(%=0.1,2,…) 项 的 系数 向 量 必 为 相等 .并 顺序 地 利用 所 导出 
的 结果 ,可 以 定 出 各 个 待定 系数 向 量 为 
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bi Ab, 
bp,— 六 4 一 A 办 
b Va, A (3. 17) 
b,— Lp, 一 Lp, 

1 


得 将 式 53.17) 代 人 式 43. 15) ,进而 可 出 得 到 ， 
让 
令 上 式 中 二 0, 并 使 其 满足 初始 条 件 x(0) 二 x,, 叉 可 定 出 : 
bh. = {3.133 

于 是 ,将 式 (3. 19) 代 入 式 (3. 18) ,并 利用 矩阵 指数 关系 式 (3, 13)， 即 证 得 零 输入 响应 心 ， 
(的 表达 式 (3, 14)。 证 明 完成 ， 

下 面 , 基 于 xo. (四 的 表达 式 (3. 14) ,可 对 线性 时 不 变 系 统 零 输入 响应 的 属性 导出 如 下 
的 几 点 推论 。 

(1) 零 输入 响应 的 几何 表征 

对 线性 时 不 变 系 统 , 表 达 式 (3, 14) 天 明 ,x6, tj) 取 1 二 4 时 出 的 xou(,) = 二 ex 即时 刻 
t, 状态 点 xo.(t,》 ,几何 上 对 应 于 状态 空间 中 由 初始 状 寒 点 x 经 线性 变换 ex 导出 的 一 
个 变换 点 。 基 此 推 知 , 零 输 和 人 响应 xm (9 随时 间 t 演化 过 程 ,几何 上 即 为 状态 空间 中 由 初 
始 状态 点 x 出 发 和 由 各 个 时 刻 变 换 点 枸 成 的 一 条 轨迹 。 

(2) 零 输入 响应 的 运 泪 丹 性 

对 线性 时 不 变 系 统 ,由 零 输入 响应 为 自 治 状态 方程 解 属性 决定 ,状态 空间 中 x,, (1) 随 
时 间 :演化 轨迹 ,属于 由 偏离 系统 平衡 状态 的 初始 状态 x 引起 的 自由 运动 。 一 个 典型 的 
例子 基 , 人 造 卫星 在 末 级 火箭 脱落 后 的 运行 轨迹 就 属于 以 脱落 时 刻 运行 状态 为 初始 状态 
的 自由 运动 即 零 输入 响应 。 

(3) 零 输入 响应 的 形态 

对 线性 时 不 变 系 统 , 由 表达 式 (3， 14) 看 出 , 零 输 入 响应 即 自 由 运动 轨迹 的 形态 ,由 昌 
仪 由 系统 的 矩阵 指数 函数 e* 惟 一 决定 。 不 同 的 系统 矩阵 4, 导 致 不 同形 态 的 矩阵 指数 函 
数 e* ,从 而 导致 不 同形 态 的 零 输入 响 亦 即 自 由 运动 轨迹 。 这 就 表明 ,和 抑 阵 指数 函数 e*' 即 
系统 矩阵 上 包含 了 零 输 人 响应 即 自由 运动 形态 的 全 部 信息 。 

(4) 零 输 人 响应 赵 向 平衡 状态 x =0 属性 

对 线性 时 不 变 系统 ,由 zu。( 刀 表达 式 看 出 ' 雪 输入 哈 应 即 自由 运动 轨迹 最 终 趋 向 于 系 
统 平衡 状态 * 一 0, 当 县 仅 当 矩阵 指数 函数 se 最终 趋向 于 0, 即 


Yo DD = (T+ At+ 和 二 和 十 一) i 人 【3. 18) 
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lime*' 一 人 (3, 20) 


在 系统 控制 理论 中 , 称 上 述 属 性 为 渐 近 稳定 .关系 式 563. 20) 是 线性 时 不 变 系统 为 渐 近 稳定 
的 充分 必要 条 件 ， 

(5) 零 输 入 响应 的 计算 

对 线性 时 不 变 系 统 , 由 表达 式 (3. 14) 看 出 ,计算 零 给 入 响应 岂 。( 的 核心 步骤 是 计算 
惩 阵 指数 函数 e+* 。e* 的 算法 和 特性 将 在 随后 进行 讨论 。 

(6) 零 输 入 响应 表达 式 的 更 一 般 形 式 

对 线性 时 不 变 系 统 ,通常 习惯 地 取 初 始 时 间 i, =0。 由 于 时 不 变 系 统 的 分 析 只 与 相对 
时 间 有 关 , 这 种 你 理 并 不 失去 讨论 的 一 般 性 。 但 着 因 菜 种 需 要 ,将 初始 时 间 取 为 tr 天 0 ,对 
此 需 将 x0, (1) 表 为 更 一 船形 式 ， 


Xou tt) 一 CT? yo, 而 {3.21) 


邱 阵 指数 函数 的 性 质 


矩阵 指数 函数 e“ 在 线性 时 不 变 系 统 运 动 和 特性 的 分 析 中 具有 基本 的 重要 性 。 为 此 ， 
基于 定义 式 (3. 13) ,下 面 进 一 步 给 出 ee 的 基本 人 性质。 
(1) e* 在 +1==0 的 值 
由 时 定 祥 式 (3. 13)》, 取 :一 0, 即 可 导出 ， 
lime* = I (3. 22) 
(2) e* 相 对 于 时 间 变 量 分 解 的 表达 式 
由 e* 定 义 式 (3.13), 取 时 间 变 量 为 :十 r,t 和 为 两 个 独立 自 变量 , 即 可 导出 ， 
EA 一 er etr 一 ET er! 【3. ?3 
《3) et 的 道 
对 和 尾 意 系统 矩阵 4, 矩 阵 指数 函数 ee 必 为 非 奇异 。 进而 ,在 式 (3.23) 中 , 取 fz 二 一 1， 
即 可 学 出 e* 的 逆 为 
《et4) 1 = e+ 《3. 24) 
(4) 矩阵 和 的 指数 函 教 
由 定义 式 (3.13), 对 可 交换 两 个 同 维 方 阵 入 和 下 , 即 成 立 AF= Fh, 可 以 导出 拭 阵 和 
的 指数 函数 为 ， 
et 一 es eft 一 ee (3, D5Y 
(5) ee 对 上 的 导数 
由 所 定义 式 (3. 13) ,通过 对 时 间 变 量 : 求 导 运算 , 即 可 导出 ， 


d ， | 
ER 二 古 e 一 e*' 太 (3. 26) 


63 e* 逆 对 1 的 导数 
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由 关系 式 evite" 一 ee 一 下 通过 对 时 间 变 量 : 求 导 运 算 , 即 可 导出 ， 
了 4 【3 271) 
17) ev 积 的 关系 式 


由 扩 相 对 于 时 间 变 量 分 解 的 表达 式 (2,.23) . 即 吕 推广 导出 ， 
ft = el po OD (3. 28) 


扯 阵 指数 函数 的 算法 


进而 ,给 出 矩阵 指数 前 数 e*' 的 一 些 常 用 计算 方法 ,并 举例 说 明 其 计算 过 程 ， 
tl) 定义 法 
结论 3.2 [e* 算 法 ] 给 定 nxn 和 矩阵 4 , 则 计算 ex 的 算式 为 


et 一 十 点 ! A t A 十 …- (3. 29) 
注 通常 ,基于 定义 法 只 能 得 到 e* 数 值 结果 ,难以 获得 e** 解 析 表 达 式 。 但 若 采 用 计 
算 机 计算 ,定义 法 具有 编程 简便 和 算法 迭代 的 优点 。 


(2) 特征 值 法 
结论 3.3 [Le* 算 法 ] 给 定 nn 年 阵 各 : 且 其 i 个 特征 值 4， zs , 两 两 家 蜡 , 表 由 
和 返 阵 4 的 属于 各 个 特征 值 的 右 特 征 向 量 组 成 的 变换 阵 为 


P=[v mm vw | 3.30) 
测 计 算 e* 的 算式 为 
Ter 
em -| 。 | (3.31) 
er 


证 上 一 章 关 于 约 当 规范 形 讨论 中 已 经 证 明 , 对 特征 值 两 两 相 异 情形 ,基于 (3. 30) 的 


| 
全 


P-iAP 


将 上 式 右 乘 P 和 左 秉 P !, 得 到 ， 


4 
和 | ， | 《3. 32) 
J 


TI rm mi- rm _-- 
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人 1 A A 
4 一 下 | 四 和 1 一 正 P 了. 3) 
A J 心 . A [a A 
于 是 ,由 e* 定 义 式 (3.13), 并 利用 上 述 导 出 的 关系 式 , 好 可 证 得 ; 
e* 二 了 十 各 # 十 A 十 A 二 
] nm 1 1 
1 十 各: 二 亲生 二 3 十 入 
二 此 PpP-! 
1 ,as 1 
二 + Ant 十 | 
ii 
一 名 PS (3. 35) 
nt 


至 此 ,证 明 完 成 。 

结论 3.4 [Le* 算 法 ] 给 定 *xm 矩 阵 4, 其 特征 值 属于 包含 重 值 情形 。 为 合 符 号 不 致 
过 于 复杂 , 设 z=5 ,特征 值 (代数 重 数 mm 一 3, 几 何 重 数 mm 一 ke 一 2 二 11。 再 表 
由 矩阵 4 的 属于 4 和 As 的 广义 特征 向 量 组 所 构成 的 变换 和 矩阵 为 Q, 且 基于 约 当 规范 形 
可 把 态 北 为 如 下 形式 ， 


A 1 0 : 0 01 
0 hi) 1:0 0 
A-Ql0 0 hi0 ole (3. 36) 
0 0 0 1 
0 0 0i0 中 
则 计算 a 的 算式 为 
eu tet te 0 0 
0 en fe 0 0 
“=, 0 a 0 0 (3. 37) 
i 站 
0 0 0 0 ell 
证 证 明 轩 路 类 同 于 结论 3.3 ,具体 证 明 过 程 略 去 。 
(3) 有 限 项 展开 法 


结论 3.5[e* 算 法 ] 给 定 = xz 矩阵 和, 则 计算 ex 的 算式 为 


Tn 
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ef = mT DAFT + A™! (3. 38) 
其 中 ,对 4 的 特征 值 4 ,2 ,… ,2, 两 两 相 异 情形 ,系数 (ao ,mm ,… ,a,_1) 的 计算 关系 式 为 
on (2) 1 Oh fen 
2 a 一 1 at 
| | (3. 39) 
Qn. 1 (2) | ] A A eA! En 


对 各 的 特征 值 包含 重 值 如 4 {代数 重 数 9 二 3, 几何 重 数 a. 一 二 《CGI 一 人 es =—1) ,4 ss 
4,.-; 情 形 , 系 数 {a， "| -1} 的 计算 关系 式 为 


tn— 1}(n— 2) H+ 二 1 a Nr 
cn 0 0 1 34 a i 
wn li 
a (1) 0 1 2 3a 2 Ds Die 
az (1) 1 A 如 A A=—! lt 
eCty i 四 
C7) 一 如 1 24， 3A2 [TE ee 1 DY an te (3. dD 
i 1 
[2 C2) l 六? As A A Ea! 
: 1 和 A A A A el 
Hl (£7 : : 机 : 
1 An -3 A 33 四 如 Erna 


证 为 使 证 明 思路 更 为 清晰 ,下 面 分 为 三 步 进行 证 明 。 
(9) 证 明 算 式 (3.38)。 对 此 , 表 nxXn 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 


qdetts 一 息 ) 二 5 十 qs 十 十 六 5 十 六 (3. 41) 
据 凯 莱 - 哈 密 尔 顿 定理 可 知 ,A 为 其 相应 特征 方 栓 的 矩阵 根 , 即 有 
入" 十 1 态 十 呈 十 i 六 十 I 一 0 (3. 42) 
这 就 表明 ,44" 可 表 为 4" 1,…,A,1 的 线性 组 合 ， 
We .| {3. 43) 


基 此 ,还 可 分 别 表 4 ,4 为 4 的 线性 组 合 。 于 是 ,基于 由 此 所 学 出 的 
线性 组 合 关系 式 , 可 将 e* 的 无 穷 项 和 表达 式 化 为 4"-1,-…,A,1 的 有 限 项 和 表达 式 , 其 系 
数 为 时 间 变 量 上 的 函数 。 从 而 ,证 得 式 (3. 38) 
ti》 证 明 系 数 关系 式 (3. 39) 。 对 此 ,由 式 (3. 38) 并 利用 式 (3. 32) 和 式 (3.31), 可 以 
导出 
eofkt 二 CDA 十 二 Ae 
Gol) TF ahs 十 … a (OM = ea 


《3. 44) 


Qot) 十 CA 十 :十 tr CHO A en 


ee re 
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以 而, 申 求解 方程 组 (3. 44), 即 呆 导 出 系数 计算 关系 式 (3.39)。 
(iD 证 明 系 数 关系 式 (3. 10)。 对 此 ,利用 有 关 约 当 规 范 形 的 对 应 关系 式 ; 例 如 
(3. 37) 和 (3.36), 通 过 类 同 于 上 述 的 推导 即 可 证 得 (3. 40), 具 体 推 证 过 程 略 去 。 证明 


完成 ， 
(4) 盾 解 矩阵 法 
结论 3.6 Le* 算 法 ] 给 定 nXx»n 答 阵 4, 定 出 预 解 从 阵 (5T -A) !, 则 计算 e* 的 息 
式 为 
6 一 一 和 (3, 45) 
证 考虑 到 ,对 标量 a, 有 和 苦 级 数 表达 式 . 
二 (3. 46) 
于 SY 号 
对 应 地 ,对 矩阵 4, 可 有 
二 十 租 十 外 十 … 一 (可 一 和 ! (3,47) 
3 号 本 
对 土 式 取 拉 普 拉 斯 反 变换 ,并 利用 寒 晒 数 的 拉 普 拉 斯 变换 式 , 即 可 证 得 ， 
IT A} = | + 人 + 后 + I At+ A te er (3.48) 


例 3.1 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 其 自治 状态 方程 为 


. rT 0 ] 

“一 |， 3 

下 面 , 分 别 采用 上 述 四 种 算法 计算 邱 阵 指数 丽 数 ez 
(1) 定义 法 。 由 算式 (3. 29), 即 得 


e* 一 了 十 4 十 A 十 … 


1 


一 红 十 3 十 和 1 一 3 十 了 十“… 


《2) 特征 值 法 。 首 先 , 定 出 矩阵 4 的 特征 值 宙 .一 一 ] 和 4 一 一 2。 进 而 , 定 出 使 矩阵 
4 化 为 对 角 线 型 约 当 规范 形 的 变换 矩阵 呈 及 其 着 已- 1， 


?i 


从 而 , 基 此 并 由 算式 (3. 31), 即 可 定 出 ; 
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加 于 li 
i 


他” 一 所 
十 2 一 ee 十 2e .| 
(3) 有 限 项 展开 法 ， 着 孝 , 定 出 逢 阵 的 得 征 从 4 和 4, 二 一 2。 进 而 , 据 此 并 
利用 (3, 39) , 定 出 系数 矩阵 : 


[ob 0] [= 2 [] 
-Lr dle) [ee] 
于 是 , 基 此 并 由 算式 (3. 38) , 即 可 定 出 : 
et 一 oT mid 


《2 中 
一 它 Te 
0 


| — ee- | 
和 一 2e 十 28 —e'++2e? 
(4) 预 解 第 阵 法 。 首 先 , 求 出 系统 矩阵 4 的 预 解 矩 阵 为 
ts 3) 1 
| ,| = (5 十 1205 十 2 《5 二 105 十 2 
2 5 十 3 一 了 
L05 十 1 十 2) (十 10r 二 2) 
2 一 ] 1 一 1 
3 十 1 5 十 2 5 十 1 了 十 2 


re :十 1 + 十 2 
对 上 式 求 拉 普 拉 斯 反 变换 , 即 可 得 到 


本 [ oe! 加 et ee et ] 
已 一 
— Ze 二 2e ar ee ' 直 2e 2 


系统 的 零 初 态 响应 
考察 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 令 系统 初始 状态 x(0) 一 0 ,相应 应 状态 方程 为 
I =AxX+Bu, xf0) = 0, it 守 0 《3. 49) 
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其 中 ,x 为 n 维 状态 向 量 ,w 为 pp 维 输入 向 景 ,起 和 中 分 别 海 nXn 和 加 X※Xp 常 了 泗 。 那 必 , 对 
系统 零 初 态 响 应 可 导出 如 下 的 结论 ， 

结论 3.7 [ 零 初 态 响 应 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 零 初 态 响 应 x (2), 即 状 态 方 
程 (3. 49} 的 解 , 具 有 如 下 表达 式 ， 


mn = et Bun dr, :0 《3. 50) 
证 ”考虑 如 下 显 等 式 ， 


了 “i¥ = (fe 4 入 十 日 4 时 
= e+ [x Ar] = eBu (3.51) 
对 上 式 从 0 到 :积分 ,并 注意 到 x(0)=0, 得 到 ， 
emtt) 一 | eaucodr (3. 52) 
再 将 等 式 (3. 52) 左 边 乘 o ,并 利用 es 六 "一 ee *', 即 可 证 得 
rs) = [ ev eButt)dr 一 [ ern Bul rydr (3. 53) 


例 3.2 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 : 


Fz 0 1 二] 0 
[2] | sj 避 区 10 
其 中 ,初始 状态 z(0) 二 x200) 二 0, 输 入 u(t) 二 1() 即 为 单位 阶 婚 函数 ， 
例 3.1 中 已 经 导出 ,和 矩阵 4 的 矩阵 指数 函数 为 
De! 加 er er Ee! 
ee L_ 2e 十 2e 7 一 6 十 2e ,| 
基 此 ,并 利用 基本 关系 式 (2. 50), 即 可 定 出 系统 零 初 态 响应 为 
[人 


|= [ eu? Balr)dr 
or CEY 0 


Pett—n) __. @ 2 en — et! 了 0 
=| | Fe— tr ry 十 2e- 2 一 er es ldr 
tr—r} 一 2 一 站 1 一 ! 1 -和 
=[| e 一 已 -| e se 
让 — eH 十 2e , 2 
人 ”一 所 J 
下 面 ,对 零 初 态 响 应 的 特征 和 属性 作 和 如 下 的 几 点 讨论 ， 
(1) 零 初 态 响 应 关系 式 的 数学 特征 
由 零 初 态 响 应 z-( 记 的 关系 式 


Xos CL) = | en Bucrdr, f 六 站 “3. 54) 
站 <、 


TE vv 
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可 以 看 出 ,积分 式 中 算 阵 指数 档 数 影响 和 输入 作用 郴 数 影响 在 时 译 上 是 对 偶 的 。 对 考察 
时 刻 : ,输入 作用 函数 的 影响 是 从 r=0 考虑 到 r=, 和 给 阵 指数 函数 的 影响 则 从 r=! 考虑 
到 5 一 0。 数 学 上 , 称 这 种 类 型 的 积分 为 “着 积 ”"。 卷 积 具 有 对 称 性 , 即 可 将 上 述 x0.(1) 关 系 
式 化 为 如 下 等 价 形式 : 


or eButt— dr, 30 (3.55) 


为 证 明 这 一 点 ,在 式 (3. 54) 中 引入 新 时 间 变 量 4= 上 一 r, 并 可 据 此 导出 : 


T 一 一 dr= 一 忆 ，T 一 00 汪 1 一 
一 一 0， | ea 一 oa 
基 此 ,就 可 由 式 (3. 54) 得 到 : 
Tor {Ct) 一 一 | esBadr 1da 一 | eeBad 一 六 由 (3,56} 


再 将 上 式 作 符号 替换 , 令 r=X, 即 证 得 或 (3. 55)。 
(2) 零 初 态 响 应 的 几何 特征 
对 零 初 态 响 应 x 4) 关系 式 (3. 50) ,可 进而 表示 为 


Tt) = | eBulrydr 


tortti = ext， 0 

可 以 看 出 ,xf 代表 时 刻 : 输入 作用 等 价 状态 ,xo,(z) 是 输入 作用 等 价 状态 x,(1) 以 e* 为 
变换 阵 导 出 的 变换 点 ,e* 为 矩阵 指数 函数 。 这 就 表明 , 零 初 态 响应 x (21) 几何 上 代表 状态 
空间 中 由 各 个 时 刻 : 输 人 作用 等 价 状态 的 变换 点 构成 的 一 条 贺 迹 ， 

《3) 零 初 态 响 应 的 运动 属性 

零 官 态 响 应 ro (1}) 随 时 间 1 演化 的 轨迹 在 属性 上 属于 输 人 驱动 下 的 强迫 运动 ， 输 入 
是 导致 零 初 态 响应 的 惟一 激励 作用 。 册 mx 的 运动 属性 决定 ,xr (4) 的 形态 在 稳 态 过 程 
中 间 于 输入 函数 结构 ,在 过 渡 过 程 中 则 同时 依赖 于 系统 特性 和 输入 作用 。 

(4) 零 初 态 响 应 对 任意 状态 点 的 可 达 属 性 

对 零 初 态 唤 应 Xo () ,如 果 对 任意 指定 的 状态 空间 的 状态 点 x 去 和 ,都 存在 一 个 输入 
4# 和 一 个 有 限时 和 何 1j >0, 使 成 立 x (2) 二 x ,那么 就 称 xor() 具 有 有 能 达 性 。 由 x (1) 关系 
式 (3. 50) 可 知 ,可 达 属 性 同时 取决 于 系数 矩阵 {4 ,8B})。 能 达 性 及 相关 的 能 控 性 是 线性 系 
统 的 一 个 重要 概念 ,对 其 一 般 意义 下 的 讨论 将 在 第 4 章 中 给 出 。 

45) 零 初 态 响 应 相对 于 任意 初始 时 刻 的 表达 式 

车 更 为 一 般 地 取 初 始 时 刻 上 关 0, 则 零 初 态 啊 应 Xostf) 的 关系 式 对 应 地 具有 形式 . 


xi =| ermButrdr, 1 (3. 57) 
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系统 状态 运动 规律 的 基本 表达 式 


进 - 砂 . 考 察 同时 作用 有 和 境 始 状态 和 输入 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状 态 方程 为 
XC 一 站 x 十 Bau. x 一 x 0 (3. 5&) 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,为 p 维 输入 ,入 和 吕 为 nn 和 义 户 常 孟 。 那 么 ,基于 系统 的 零 输 
入 响应 x (站 和 零 初 态 响 应 x (2) ,并 利用 玖 加 原理 ,可 对 系统 状态 运动 规律 直接 导出 如 
下 的 一 个 结论 ， 
结论 3.8 [状态 运动 规律 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 状态 运动 规律 ， 邑 辣 时 作用 
有 初始 状态 和 输入 的 状态 万 程 (3. 58; 的 解 ,对 初始 时 刻 一 0 情形 共有 表达 这， 


Xx) = ex -| ce "Buirndr, 他 0 (3, 59) 
对 初始 时 刻 避 天 0 情形 具有 表达 式 ，: 
1 一 eM mi yo | es nT Bulndr, 1 这 4 (3. 60) 


注 直 观 上 , 式 (3. 59) 或 式 (3. 60) 意 昧 首 系 统 状态 运动 由 “初始 状态 转移 项 ”和 
“输入 作用 下 受 控 项 * 间 加 而 成 。 正 是 受 控 项 的 存在 ,使 得 有 可 能 通过 选取 输入 4 来 改 
善 状 态 x() 的 运动 行为 和 性 能 ,以 避免 有 害 运 动 过 程 如 不 稳定 或 使 状态 轨迹 满足 期 望 
性 能 指标 。 


基于 特征 结构 的 状态 响应 表达 式 


对 特征 值 两 两 相 异 一 类 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,可 进一步 导出 基于 特征 值 和 特征 
向 量 的 状态 响应 表达 式 。 系 统 状 态 空 间 描述 为 
二 x 二 Bu, 一 (3.61) 
其 中 ,x 为 n 维 状态 .w 为 维 输入 ,及 和 恕 为 x Xn 和 nXp 常 阵 , 答 阵 的 n 个 特征 什 
41,4,.… ,4 为 两 两 相 异 。 进 而 , 表 
3 X 1 癌 量 ,v2 yu 一 种 的 属于 As 线性 无 关 右 特征 向 量 组 
1 XxX 向量 wt ww 一 和 丰 的 属于 和 ,和 rn, 线性 无 关 左 特征 向 量 组 
再 引入 右 特 征 向 量 矩 阵 


- 


名 


T 
1 
T 
Dn 


| 


种 左 特征 向 量 和 矩阵 
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wi 
w] . 一 一 -~ 
T= | T= WW 
Ws 
并 且 . 成 立 
2 v0 lL, Dw = 了 (3. 62) 


在 此 基础 上 ,作为 导出 状态 响应 表达 式 的 准 和 从 知识 , 先 来 给 出 关于 短 阵 指数 函数 e* 
的 如 下 两 个 结论 。 


结论 3.9 [矩阵 指数 函数 ] 对 特征 值 时 上 师 柑 异 一 类 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 
(3. 61) ,基于 特征 结构 的 滤 阵 指数 函数 e*! 的 表达 式 为 


-> Vv er (3. 63) 
其 中 ,4. 为 特征 值 ,vw, 为 4 的 属于 ,的 右 特 征 向 量 ,i 二 1,2， 
证 据 和 矩 阵 指数 函数 e* 的 特征 值 算法 , 即 林 证 得 : 


一 一 |- 


+ at | 
.. Pp | 加 : 
En! En wl 


+ 了 


et 一 下 


EE i 


-ee | 
v7 


结论 3. 10 [矩阵 指数 函数 ] 对 特征 值 两 两 柏 异 ~- 类 ” 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系统 
(3.61) ,基于 特征 结构 的 矩阵 指数 函数 时 的 表达 式 为 


一 2 vv er (3. 64) 
14 一】 


一 Do Ww en (3. 65) 
其 中 ,4 为 特征 值 ,wr 为 轧 的 属于 4， 的 左 特 征 向 量 ,i=1,?,*…,n 
证 ” 据 答 阵 指数 函数 的 特征 值 算法 , 即 串 证 得 : 


el 


mT ™ TT mr pa ee er 
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di 
一 = Dw (3. 66) 
| 

基于 特征 结构 的 知 阵 指数 消 数 e* 的 表达 式 (3.63) 和 (3.65) ,并 运用 状态 响应 的 有 关 
关系 式 . 可 直接 给 出 基于 特征 结构 的 零 输入 响应 xz (1) 、 零 初 态 响应 x (1) 和 状态 运动 规 
律 < 的 表达 式 ， 

结论 3. 11 [ 零 输入 响应 - 对 特征 值 两 两 相 异 一 类 ” 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 
(3. 61) ,基于 特征 结构 的 备 输 入 响应 .01) 的 表达 式 可 按 两 类 情形 给 出 

对 二 0 情形 ,有 


Xe (tf) 一 Vv re, i 这 0 (‘3.67) 
1 
Xu (ft} 一 Ss (wxXnet tO ‘3, 68) 
对 刀 隆 0 情形 ,有 
Tort) = VvoT are 村 C3.69) 
:二 
Xns (1) 一 > (Ww Xe mi 1 (3.70) 
"1 


其 中 心 为 特征 值 ,vw, 和 wr 为 4 的 属于 人 的 右 和 左 特征 向 量 ,i=1,2,… ,nx 为 初始 状态 。 
结论 3. 12 [和 零 初 态 响 应 ] 对 特征 值 两 英 相 蜡 一 类 " 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 
(3. 61) ,基于 特征 结构 的 零 初 态 响 应 x, (4) 的 表达 式 可 按 两 类 情形 给 出 ， 
对 i 一 站 情形 ,有 


Xort1) = Dsn (Db | eeu crqr), i 守 0 £3.71) 
二 :| 
Ko lt) = Dw { Vb, |e ?tr)drj, i120 (3. 72) 
对 £6 隆 0 情形 ,有 和 | 
Xar (1) 一 > 《mm D3 | na (ndr), i (3, 73) 
或 
Ko (tf) = Down) {> ) (Zo 出 “urdr), {之 C3,.74) 


其 中 ,4, 为 特征 值 ,vw, 和 w? 为 4 的 属于 ne 2 为 中 的 第 
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/个 到 ,&, 为 wu 的 第 ; 个 分 量 ,j 一 1,2,*, 轧 。 
结论 3.13 [系统 的 运动 规律 ] 对 特征 值 两 两 相 异 一 类 x 维 连续 时 间 线 性 时 杯 变 系 
统 (3.61) ,基于 特征 结构 的 状态 运动 规律 xt 站 的 表达 式 可 按 隔 类 情形 给 出 。 
对 tft, 二 0D 情形 , 右 


= So 站 | ee 十 Sp, [enw ndr ,+0 (3.75) 
一 | - 
或 
xD = Dl ww ES + Do er “ndr | 1 C3, 76) 
| - J 
对 4, 隆 0 情形 ,有 
xD) Mos De ool ew (rdr], i 03.77) 
1=1 FE 外 
或 
Ft) 一 Dw irae 十 > Et "wn gr, 1 (3. 78) 


其 中 ,为 特征 值 ,vw, 和 wz 为 和 的 属于 4, 的 右 和 左 特征 向 量 ,i 二 1,2,…,n,x, 为 初始 状 
态 ,b, 为 B 的 第 j 个 列 ,w 为 u 的 第 j 个 分 量 ,j 一 1,2,…,p。 

由 基于 特征 结构 的 状态 响应 关系 式 , 还 9 吕 进 而 导出 如 下 几 点 推论 。 

(1) 特征 值 对 状态 响应 的 影响 

由 基于 特征 结构 状态 响应 关系 式 可 以 看 出 ,状态 响应 的 运动 模式 即 函 数 结构 ,主要 由 
特征 值 所 决定 。 对 实数 特征 值 ,运动 模式 为 指数 函数 形式 ;对 共 思 复 数 特征 值 ,运动 模式 
为 指数 正 余 或 函数 形式 。 埋 特征 值 具有 负 实 部 , 则 运动 模式 随时 间 单 凋 地 或 振 葛 地 误 减 
至 稳 态 过 程 :车 特 征 值 具有 正 实 部 , 则 运动 模式 随时 间 单 调 地 或 振 蔓 地 扩散 至 无 穷 大 而 不 
能 到 达 稳 态 。 因 此 ,特征 值 对 系统 运动 行为 具有 主导 性 作用 。 

(2) 特征 向 量 对 状态 上 响 应 的 影响 

基于 特征 结构 状态 响应 关系 式 意味 着 ,状态 响应 可 以 看 成 是 各 个 特征 值 相应 运动 模 
式 的 一 个 线性 组 合 ,特征 向 量 的 影响 体现 于 对 不 同 运动 模式 的 “权重 ”上 ， 特征 向 量 对 状 
态 响 应 的 影响 本 质 上 属于 “ 量 * 而 非 “ 质 "的 范畴 , 即 只 能 影响 各 个 运动 模式 在 组 合 中 的 比 
重 , 一 般 不 能 影响 各 个 运动 模式 本 身 ， 因此 ,尽管 特征 向 量 也 对 系统 运动 进程 和 行为 具有 
影响 ,但 其 属性 是 属于 非 主 学 性 和 的 。 

(3) 特征 结构 在 系统 分 析 和 综合 中 的 基础 性 

基于 特征 结构 的 状态 响应 关系 式 及 其 推论 表明 ,系统 运动 行为 性 能 和 特征 值 特征 向 
量具 有 直接 的 相关 性 . 这 从 一 个 方面 说 明 特 征 值 特征 向 量 将 对 系统 的 分 析 和 综合 具有 重 
要 作用 。 随后 董 节 中 的 讨论 表明 ,系统 基本 特性 如 稳定 性 ,能 控 性 ,能 观测 性 等 都 和 特征 
值 让 着 直接 关系 ,特征 结构 特别 是 特征 值 也 是 系统 综合 的 一 类 重要 指标 形式 。 


TT ee 
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3.3 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 状态 转移 乍 阵 


不 管 是 初始 状态 引起 的 运动 ,还 是 输入 作 册 引起 的 运动 ,本质 上 部 属于 相应 状态 的 一 
种 转移 。 引 人 状态 转移 短 阵 有 利于 使 状态 响应 表达 式 更 为 上 直观 地 反映 这 个 基本 事实 。 下 
一 节 对 连续 时 间 时 宣 系 统 的 运动 分 析 显 小 ,基于 状态 转移 和 审 阵 .还 可 使 线性 时 不 变 系 统 和 
线性 时 变 系 统 的 状态 响应 建立 形式 上 统一 的 故 达 式 。 


状态 转移 算 阵 和 基本 解 阵 
考察 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ,状态 方程 为 ; 
xX—Ar—Bua, xh) ox lL (3,79) 


其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,4 为 pp 维 输入 .4 和 8B 为 x Xn 和 nxXp 常 阵 。 
定义 3.3 [状态 转移 矩阵 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 状态 转移 阜 阵 , 定 广 为 基于 
(3. 79) 桔 造 的 矩阵 方程 
BAD) G0 一 于 1 {3.80) 
的 于 基于 解 阵 惠 (ft— to), 
定义 3.4 [基本 解 阵 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 基本 解 阵 ,定义 为 基干 {3.79) 构 
造 的 惩 阵 方程 
宣 (D) = PH, i (3. 81) 
的 nxn 解 阵 轨 (1) 。 其 中 ,时 为 任意 非 奇异 实 常 阵 。 
下 面 ,就 基本 解 阵 和 状态 转移 矩阵 的 属性 和 形式 作 进 一 步 的 讨论 ， 
(1 基本 和解 阵 的 构成 和 形式 
结论 3. 14 [基本 解 阵 不 惟一 性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 基本 解 阵 方程 
(3. 81) ,由 初始 常 阵 吾 的 任意 性 所 决定. 基本 解 阵 即 解 矩阵 更 (六 为 不 惟一 ， 
结论 3, 15 [基本 解 阵 构成 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 基本 解 阵 方程 (3. 81) ,其 
一 个 基本 解 阵 更 (1) 可 由 系统 自治 状态 方程 
x 二 AF, xr) = 1 (3. 82) 
的 任意 个 线性 元 关 解 为 列 来 构成 。 
证 显然 ,对 n 维 系统 自治 状态 方程 (3. 82) ,有 且 仅 及 个 线性 无 关 解 。 现 表 任 意 选 
取 的 x 个 线性 无 闫 解 为 ; 
XD = Ext Yo oo Ko], 1 (3. 83) 
进而 ,由 +, 为 (3.82) 的 解 ,可 以 导出 ， 
KIA xo) rf) Yn (1) | 
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一 [artti rt Ax.,, 1) | 
一 A fi (3,81) 
下 mm 
荐 (ft 一 [xz | 下 厅 和 (3, B57) 


这 表明 .3.83) 络 出 的 于 全 为 满足 基本 解 阵 方 避 和 乱 始 条 件 的 一 个 六 xn 解 阵 证明 
完成 。 

结论 3. 16 [基本 解 阵 形式 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 基本 解 阵 方程 (3.81) .一 
个 基本 解 阵 说 ( 门 具有 形式 ， 


i (3, WH) 
证 由 和 矩阵 指数 沙 数 的 性 质 de* di 二 和 &e* ,可 以 导出 : 
六 A f 2 {3.87) 
再 由 ev 对 任意 为 非 奇异 ,得 到 
于 (6 一 ee 二 是 ( 非 奇 异 ) 38) 


于 是 ,由 满足 基本 解 阵 方程 和 初始 条 件 知 e* 为 一 个 基本 解 阵 .证 明 完 成 。 
(2) 状态 转移 矩阵 和 基本 解 阵 的 关系 
结论 3. 17 [状态 转移 和 拖 阵 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 状态 转移 拨 阵 方程 
《3. 80) ,其 解 阵 即 状态 转移 矩阵 呈 (1 一 1,) 可 由 基本 解 阵 轨 (1) 定 中， 
Di) 10， {3,80) 
证 结论 归结 为 证 明 儿 (D 旬 4 ) 满 足 状态 转移 算 阵 方程 和 初始 条 件 。 为 此 ,对 式 
(3. 89) 求 导 并 利用 基本 矩阵 方程 (3. 81) ,本 证 得 更 (六 更 4.) 满 足 状 态 转 移 扼 阵 广 程 ， 


A) — AP (1— 1,) (3. 90) 
再 在 式 (3.89) 中 令 一 ,可 证 得 更 (更 (xc) 满 是 初 始 条件 ， 
和 4 一 而 (一 上 一生 人) 闪 1 于 7 一 了 《3, 91) 


(3) 状态 转移 抢 阵 的 惟一 性 

结论 3. 18 [状态 转移 矩阵 的 惟一 性 ] 对 连续 时 间 线 人 性 时 不 变 系 统 的 状态 转 称 失 睡 
方程 (3. 80) ,其 解 阵 即 状态 转移 矩阵 甸 (一) 为 惟一 。 并 有 ,在 运用 式 (3. 89) 确定 
当 t 一 tt) 时 ,与 所 选择 菇 本 解 阵 生 (无 关 ， 

证 由 常 微分 方程 理论 知 ,时 不 变 矩 阵 方 程 (3, 80) 在 指定 初始 条 件 下 解 为 惟一 进 
而 设 告 :(9 和 于 :为 为 系统 任意 两 个 基本 解 阵 , 且 知 它们 必 为 线性 非 奇 异 变换 关系 , 妈 
战 立 重 :0 由 二 于 1(2)P.P 为 非 琳 异 实 常 阵 。 那么 ,利用 (3. 83) ,就 可 导出 ， 

PT = PA Pi) = PNPP! Bilin) = (1) Pi) 
从 而 ,证 得 更 上 一 二) 与 更 (六 的 选取 无 关 。 证 明 完 成 。 
(4) 状态 转移 矩阵 的 形式 
结论 3. 19 [状态 转移 答 阵 形式 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 状态 转移 宛 阵 方程 


im viswc 呈 -rr 
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(3.8D) ,其 解 阵 即 状态 转移 乒 阵 盏 避 一 :的 形式 叮 按 两 种 情形 给 是 。 
对 A 情形 ,有 


Be n,n C3, 92) 
对 t: 一 0 情形 ,有 
二 (1 一 een， (1 这 0 (3.93) 
证 ”对 ts 关 0 情形 ,由 (3.89) 和 03，86?7 , 即 可 证 得 (3.92) ， 
BP (3. 94) 


对 所 一 0 情形 , 令 上 式 中 如 二 0, 即 可 证 得 (3.93)。 证 明 完 成 。 


基于 状态 转移 矩阵 的 系统 响应 表达 式 


本 部 分 讨论 系统 状态 响应 基于 状态 转移 矩阵 的 表达 式 。 如 前 所 述 , 基 于 状态 转移 年 
阵 的 表达 式 , 既 有 助 于 显示 状态 响应 为 状态 点 转移 的 属性 ,也 有 助 于 实现 线性 时 不 变 系统 
和 线性 时 变 系统 运动 规律 表达 式 在 形式 上 的 统一 化 。 
下 面 , 基 于 状态 转移 矩阵 的 形式 (3. 92) 和 (3.93) ,直接 给 出 相应 的 一 些 结论 。 
结论 3.20 [ 零 输 和 人 响应] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (3. 79) ,基于 状态 转移 矩阵 的 
零 输入 响应 关系 式 可 按 两 种 情形 给 出 。 
对 而 半 0 情形 ,有 
Kot 二 面 ( 一 tw (3. 95) 
对 # 二 0 情形 ,有 
ookt 一 和 人， i 守 0 (3. 96) 
结论 3.21 [ 零 初 态 响 应 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (3. 79) ,基于 状态 转 称 痊 阵 的 
零 初 态 响 应 关系 式 可 按 两 种 情形 给 出 ， 
对 点 关 0 情形 ,有 


Xos Ct) =| BrBuirjdr, rr, (3. 07) 
对 太一 0 情形 ,有 
Tor C1) =| BurBu(ndr, 站 《3. 98} 


结论 3. 22 [状态 运动 规律 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (3. 79) ,基于 状态 转移 矩阵 
的 状态 运动 规律 关系 式 可 按 两 种 情形 给 出 ， 
对 320 情形 ,有 
Et 一 是 (一直 Jo + | (tBu(r)dr, [> (3. 99 ) 


对 媚 =0 情形 ,有 


| 
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Xi Or .| Dit riBulrior, Ff. (3, 100) 


续 于 村 状态 转移 下 阵 信义 的 可 机 理解 , 专 输 和 太史 而 是 成 态 空间 中 太初 始 状 态 点 式 出 
并 由 经 状态 转移 逢 和 阵 在 各 个 时 刻 转移 点 父 忒 的 一 条 轨迹 : 鹤 初 念 应 是 状态 宝 间 中 
康 点 莫 册 发 并 由 各 个 时 启 输 入 作用 等 价 状 态 经 闫 态 转移 秆 阵 在 柑 诺 时 刻 转 移 点 构成 的 
一 条 办 迹 ， 整个 状态 运动 为 状态 宣 问 中 由 地 输入 蜂 庶 和 裤 初 态 响 庶 全 部 构成 的 - 菜 轨 这 
并 有 旦 ,轨迹 的 基本 特征 由 状态 转身 捧 阅 所 决定 ， 


状态 转移 矩阵 的 特性 


最 乒 , 在 行将 结 让 讨论 状态 转移 第 阵 之 际 : 臣 寺 状态 转 和 吏 永 阵 的 基本 关系 蕊 和 方程 . 
进一步 给 出 状态 转移 惠 阵 更 人 四) 的 此 符 放 此 性 
1) 状态 转移 拓 : 阵 的 初 是 阵 。， 由 成 63.897 开 联 1 一 7, 邮 笠 
一 前 ti 一 (rr) -1 
2) 状态 转移 什 阵 的 道 。 由 虑 03,897), 并 革 虚 到 基本 知 阵 的 可 逆 件 , 即 得 
B= 
Bi 
(3) 状态 转移 逢 阵 的 传递 必 ， 山 式 (3.89) 即 得 
第 (一 让) 加 一) 
一 
4) 时 他 安 属 为 独立 变星 和 的 状态 转移 知 隆 。 由 状态 转移 知 阵 的 传递 性 ,好 得 
采信 二 
{37 时 间 灾 遇 数 乘 的 状态 转移 种 阵 ， 由 时 间 变 殿 为 独立 变量 得 的 状态 转移 年 阵 属 
性 , 即 得 


Pm = (DD)- [| oc -ter 
(6) 状态 转移 惩 阵 对 时 间 的 求 导 ， 出 状态 转移 定 阵 方程 .并 考虑 到 年 阵 4 和 状态 转 
秽 窍 阵 甸 与 一 上 一 e 全 的 可 交换 性 , 邯 得 


d 


TT 1 


(7) 状态 转移 息 阵 着 对 时 间 的 求 妾 。 由 式 (3.30)》 ,并 利用 硬 


i 
故 直 和 和 二, 一 1 一 er 的 9 交换 性 , 即 得 


i dd ， 
各 Ci 1 站 A no Be 1 总 


rr 
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3.4 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 防 冲 响应 和 矩 阵 


脉冲 响应 窍 阵 和 传递 果 数 年 阵 一 样 也 是 线性 时 不 变 系 统一 个 某 本 特性 。 不 同 于 传递 
琐 数 乍 阵 .脉冲 响应 斤 阵 是 从 时 间 域 角度 表征 系统 的 答 出 输 和 关系。 本 节 首 先 引 人防 冲 
响应 矩阵 的 概念 和 特性 ,在 此 基础 上 讨论 脉冲 啊 应 后 阵 和 系统 的 状态 空间 搞 述 及 传递 辐 
数 和 矩阵 间 的 关系 。 


脉冲 响应 给 阵 


先 来 讨论 单 输入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 脉冲 响应 。 下 面 . 给 出 单位 脉冲 
和 脉冲 响应 的 定义 。 
定 关 3.5[ 音 位 脉冲 ] 表 : 为 时 间 自 变量 ,S01 一 中 是 作用 时 好 为 7 的 音信 脉冲 . 则 
(1 一 5) 定 义 为 满足 如 下 关系 的 J 多 隔 数 ， 
全 (7 一 7) -1 ‘A 


Cs fo 工 


， | 30— nd = iim| ed Ddf= 1 (3.101) 


注 单位 脉冲 6(t 一 好 是 多 种 形状 现实 脉冲 的 :个 极限 晒 数 。 一 个 作用 于 时 肇 = 的 
“党 度 为 "和 “高 度 为 1/e” 的 绩 形 脉冲 当 e- =D 时 的 援 限 函 数 就 为 单位 脉冲 8 -=)， 

定义 3.6[ 脉 冲 响 应 ] 对 单 输 六 单 输出 连续 时 间 钱 性 时 不 变 系 统 

脉冲 啊 应 全 零 初 痛 状 态 下 以 单位 脉冲 为 输入 的 系统 输出 响应 
并 且 . 表 对 应 于 单位 脉冲 8 sm) 的 系统 脉冲 响应 为 0 一 5 。 共 中 .由 系统 满足 因果 性 
和 假设 初始 状态 为 零 块 定 . 训 一切 具有 属性 ， 
At- r=0,. Yr 和 Yi<r 《3. 102) 

基于 脉冲 响 点 可 米 计算 系统 在 任意 输入 w 作用 下 的 输出 响应 。 对 此 ,可 以 导出 如 下 
的 一 个 结论 。 

结论 3. 23 [输出 响应 ] 对 单 输 入 单 输 出 连续 时 间 线 性 时 不 空 系统 ,假设 系统 的 初始 
状态 为 零 , 则 系统 在 任意 输入 a 作用 下 茶 于 脉 串 响应 的 输出 响应 yj 的 关系 式 为 


了 =| htt— utndr, tL (3. 103) 


或 
yor -| htTiutf— Tdr, + 让 《3. 104) 


其 中 ,可 取 初 始 时 间 为 i, 关 0 或 1 二 0， 
证 对 任意 输入 ;可 苦于 单位 脉冲 将 其 表 为 


, GO -- 一 -一 
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上 


RD a Ya -1 ) A (3, 105) 


相应 地 .可 其 于 脉冲 响应 导出 输出 人 站 站 


t 
yO) a Dh tn (3. 106) 


二 和 


进而 , 令 A317 一 0- 则 上 式 中 可 导致 如 下 的 演变 ; 
It, At— lz, > | a 2 


由 此 , 即 可 得 到 式 (3.103)。 对 式 (3, 1903) 和 作 变 量 置换 2 一 1:- r, 作 在 导出 所 册 取 和 一 rr, 又 可 
得 到 式 (3.104)。 证明 完 成 。 

下 面 , 推 广 讨 论 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 , 输 人 维 数 为 声 和 输出 维 数 
为 g, 且 设 系统 初始 状态 为 零 。 青 表皮 t 一 避 为 ,第 j 个 输入 端 在 时 刘 t 加 以 单位 脉冲 
St 一 中 而 所 有 其 他 输入 端的 输入 取 为 零 时 ,第 ;个 输出 端 在 时 刻 !1 的 脉冲 响应 ， 刷 么 . 基 
此 可 以 给 出 脉冲 了 响应 从 阵 的 定义 。 

定义 3.7 [脉冲 响应 矩阵 ] 对 p 维 输入 a 维 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 脉 冲 响 
应 人 十 阵 和 定义 为 党 初始 状态 条 件 下 慨 脉 冲 响 庶 下 人 -ri 1 260g 1 让 为 元 
构成 的 一 个 gx 输出 响应 矩阵 : 

[RD 


pa 一 zy hott rT) 一 


H(t -— 7) 一 | (3. 107) 


Ratt—r) holt oe Robtery 
其 中 .由 系统 满足 因果 性 和 假 疫 初始 状态 为 零 所 决定 ,脉冲 响应 乞 阵 百 ( 一 =) 只 有 属性 : 
Hit—)=0. Yt 和 Yi<ir (3.108) 
进而 ,基于 脉冲 响应 矩阵 可 来 计算 系统 在 任意 输入 & 作用 下 的 栓 出 响应 相应 地 ,可 
以 直接 导出 如 下 的 一 个 结论 。 
结论 3. 24 [输出 响应 ] 对 维 输入 g 维 输 出 连续 时 间 线 性 时 木 变 系 统 ,假设 初始 状 
态 为 志 , 则 系统 在 任意 给 和 人 作用 下 基于 脉冲 响应 矩阵 的 输出 响应 y(2) 的 关系 式 为 


pA = | Hit-— ratrdr, ft (3. 109) 
或 


yy = | Hirutt— Ddr, 1 (3. 110) 


而 


其 中 ,可 取 初 始 时 间 为 4, 关 0 或 #, 二 0 ， 


TP PFE AR re ee hb rm 
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脉冲 响应 矩阵 和 状态 宅 间 描述 


这 一 部 分 着 重 计 论 脉 冲 咏 庶 短 | 际 开 状态 裤 间 描述 章 的 关系 。 存 此 基础 .进击 导 册 
要 关 的 一 些 基 本 属 作 二 蝶 连续 暑 间 线性 寻 不 变 系 统 , 状 态 空 间 狼 述 为 
ArrBa, wt)y ex, tet 
Y= CX Du 
其 中 .和 ,B.C 和 DD 分别 为 po 六 pg 和 六 的 实 沉 阵 : 
结论 3,25 [脉冲 响应 甜 阵 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (3. 110 . 设 初 销 状态 为 才 
好 x 二 0. 则 系统 脉冲 响应 算 阵 基于 状态 空间 拱 述 的 表达 式 为 


(3.1111 


Hit mC "BD 7 C3,1121 
或 
Hity CerB +: Deirs) (‘3,113) 
证 对 状态 空间 描述 (3.111), 基 十 状态 解 表 达 式 和 输出 方程 .可 以 得 到 
Fy 一 人 et +| Ce™’ "Butridr ot Duir) {3,111} 


进而 .将 上 站 中 表 Duti) 一 | Da- aridr 并 利用 假定 x, 一 和 .可 以 导出 


Ft) 一 | Ce IB +r Dor ry iutr)dr (3. 117) 
从 而 .比较 式 63,115} 和 基于 脉冲 响应 割 阵 输出 啊 应 发 系 式 人, 109) , 即 可 让 得 
下 他 -一 (3, 115) 
将 上 式 作 变量 和 暂 换 :一 # -ET, 有 可 证 得 
Hi 一 en 再 + Dr) {3. 117》 


结论 3.26 [脉冲 响 庶 抢 阵 ]】 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (3 1, 设 女 始 状 态 为 零 
二 下 一 丰 多 (1 一 中 为 系统 状 态 转移 短 阵 , 则 系统 脉 串 响 应 矩阵 基于 状态 空间 播 述 的 点 
达 式 为 
Hif- Y= CE BD ri C4, 118) 
或 
H(i) = CE (B+ DSC) ‘3. 119) 
证 对 线性 时 不 变 系 统 . 有 重 (1 一 让 一 er 和 甸 (二 er 基 此 .可 由 式 !3. 112) 和 
式 C3. 113) 立即 导出 式 (3. 118) 和 式 (3. 119) ， 证 明 完 成 ， 
结论 3. 27 [代数 等 价 系 统 的 脉冲 响应 矩阵 ] 病 个 代数 等 价 的 连续 时 间 线 姓 时 不 谈 
系统 具有 相同 脉冲 响应 矩阵 ， 
证 任意 给 定 两 个 代数 等 价 系统 (4,B8,C.DD} 和 (及 ,B.C,D). 目 由 代数 等 价 性 知 . 存 
莫非 奇异 常 阵 严 使 成 立 ， 
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PAP'. B-.PB, C=CP!'. DP- {3. 120) 
再 表现 者 的 脉冲 嘛 说 捞 阵 为 
Hif—r) Ce "BB -Der 7) {3. 121) 
和 
Hi -Cl B+-Deo -rr) £3, 1]22) 
那么 .利用 法 系 式 
et Pei £3, 123) 
即 可 证 得 


HO Ce “BD 了) 
-CP!l. Pp .PB DA) 
=Ce BD me- Hi (3. 121) 
结论 3.28 .代数 等 价 系 统 的 输出 响应 ] 两 个 代数 等 价 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 
其 有 相同 的 * 输 出 零 状态 啊 应 "和 “输出 军 输 入 用 应 ”"。 
证 ”任意 给 定 下 个 代数 等 价 系统 (4 ,有 .CDI 和 (4 下 ,CD 运用 输出 响应 关系 丈 
(3.115) ,对 同 -- 输 和 人 于 可 导出 两 普 的 输出 零 状 态 啊 应 为 
0 = | [Ce BL DEG rcrydr £3. 125) 
和 和 
yt) 一 | [Ce B+ DC — ry utrydr (3. 128) 


而 由 脉冲 史记 答 阵 的 等 价 关系 式 (3. 124? 可 知 , (3, 1257 和 53. 126) 的 积分 核 为 相等 ， 从 
市 . 即 可 证 得 


yt =o (3, 127) 
肯 由 输出 零 输 入 响应 关系 式 , 可 以 导出 岗 个 代数 等 价 系统 的 输出 零 输入 响应 为 
一 C3, 128)} 
和 
Pst) 一 Ce mx, ‘3, 129) 


而 由 代数 等 傅 性 ,有 Xx. = Px,, 于 是 , 闷 可 证 得 
一 人 ed wr, = CP +: Pe op 1!. Px, 
一 [和 和 二 Yn, (A, 二 > fn £3, 130) 


脉冲 响应 矩阵 和 传递 函数 矩阵 


这 一 部 分 进一步 讨论 脉冲 响应 矩阵 和 传递 冰 数 矩阵 的 关系 。 对 此 ,可 以 给 出 如 下 的 
两 个 结论 。 
结论 3.29 ,脉冲 响应 逢 阵 和 传递 明 数 吞 阵 1 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (3. 111)， 


mm i 
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去 有 ( 和 G46) 为 系统 的 脉 训 啊 庙 先 ! 阵 和 优 递 中 数 短 阵 , 则 两 者 具有 如 下 的 大 系 : 


CO) TH tO (3. 131) 
和 
HY) ¢ GI 10 (3, 132) 
证 由 脉冲 啊 应 拓 阵 基本 关系 成 ; 
Hein CerB + DL) (3. 133) 
竺 普 碟 到 
| (3. 134) 


其 中 ,已 注意 到 将 拉 善 拉 斯 变换 积分 下 限 皮 为 0 .以 便 变 换 积 分 包含 0) 于 是 . 对 
(3. 133) 取 拉 普 拉 斯 变换 , 即 可 证 得 
L1H] 一 CC -A :BD = GCG) (3. 137) 
进而 ,对 (3. 135) 取 拉 普 科斯 反 恋 换 , 又 可 证 得 
于 (站 一 Gj= YY [COT A) 有 二 站 ] 一 Ce 有 二 Da (03 136) 
结论 3. 30 [脉冲 啊 应 矩阵 等 同 条 件 ] 给 定岗 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4,B.C， 
DD) 和 ( 筷 ,B,C,DD), 两 者 共有 相间 输入 维 数 和 输出 维 数 .但 状 态 维 数 可 不 相同 ， 则 两 个 系 
统 具 有 相同 防 冲 响应 矩阵 即 相同 传递 函数 和 矩阵, 当 于 仪 当 两 考 参 数 定 阵 问 或 立 如 下 奖 
系 式 : 


及 一 万 (3. 137} 
和 
CAB = CAB, ;i=0,1,2,.... (3. ]38) 
证 显然 ,HCO 一 Ht) 或 G05) 一 C04). 当 且 仅 当 
五 十 CT- A) BD+Ct—AY'B 《3. 139 ) 
进而 ,利用 预 解 矩阵 关系 式 : 
《 江 一 向 ) = 《3. 140) 


还 可 将 条 件 (3. 139) 表 为 
D+OBs -CAB 和 CS: 1 十. 


= D+Chs' +CAB: :+ CAB;: ;+ ... C3, 141) 
白 此 , 欲 使 (3, 141) 对 任意 * 均 成 立 , 当 且 仅 当 
D=DPD 和 CAB = CAB, i 0,1,2,... (3, 142) 


至 此 ,证 明 完 成 。 


3.5 连续 时 间 线性 时 变 系统 的 运动 分 析 


线性 时 变 系 统 的 运动 不 管 是 规律 形态 还 是 分 析 方法 都 要 复杂 得 多 。 但 运动 规律 表达 
式 形式 上 十 分 类 似 于 线性 时 不 变 系 统 。 本 节 是 对 连续 时 间 线 性 时 变 系统 运动 分 析 的 一 个 
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较为 系统 的 讨论 ， 主 归 内 容 也 折 状 态 转 移 皇 阵 . 状 态 和 运动 啊 应 ,脉冲 啊 应 年 阵 . 以 外 -类 
周期 性 线性 时 变 系 统 的 运动 分 析 等 。 


状态 转移 气 阵 
考察 连续 时 间 线 人 性 时 变 系 统 . 状 态 记 如 为 
I AD Bu xt) x teElit..t,)] £3. 1 23) 


其 中 .x 为 n 维 状 态 ,w 为 p 维 输入 .0) 利 B() 分 别 为 nxn 和 >x 户 时 变 实 值 下 阵 。 
下 面 ,首先 给 出 状态 转 称 算 隆 和 基本 解 阵 的 宇文 ， 
定义 3.8 [状态 转移 矩阵 ] 对 连续 叶 间 线性 时 变 系 统 . 表 7 为 初始 时 刘 .: 为 更 淹 时 
刻 , 则 状态 转移 矩阵 定义 为 基于 式 (3. 143? 构 造 的 年 阵 方程 
Bi = AAC BUR),. Blt) 1 (3. 114) 
的 xz 解 算 阵 有 (17,1)。 
定义 3.9 [基本 解 阵 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 .天 ”为 初始 时 刻 . 三 现 测 时 刻 ， 
则 基本 解 阵 定义 为 基于 式 (3. 143) 构 造 的 矩阵 方程 
YD AAC, P= HE [4] C3. 145) 
的 nxn 解答 阵 亚 (zx}， 其 中 ,H 为 任意 非 坷 异 实 常 值 第 阵 ， 
进而 ,讨论 基本 解 阵 和 状态 转移 些 阵 的 属性 和 形式 ,并 玫 为 相应 的 - 些 结论 。 
(1) 基本 解 阵 的 构成 
结论 3. 31 [基本 解 阵 不 惟一 性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 宏 系 统 (3. 143) .由 知 阵 捕 为 全 
意 非 奇异 实 常 阵 决 定 , 其 基本 解 阵 即 定 阵 方程 !3. 1453 解 阵 更 (0 为 不 惟一 ， 
结论 3. 32 [基本 解 阵 构 成 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 (3， 143) ,其 一 个 基本 解 阵 即 
矩阵 方程 (3. 145) 的 一 个 解 阵 事 (1) ,可 由 系统 自治 状态 方程 
XA XD) = x, [se] 《3. 145) 
的 任意 ”个 线性 无 关 解 为 列 构成 。 
证 证 明 过 程 类 同 于 时 不 变 系统 情 纶 。 其 体 推 证 过 程 略 去 。 
结论 3. 33 [基本 解 阵 形式 ] 对 连续 时 间 线 性 时 亦 系 统 53 143) ,其 -- 个 基本 解 阵 即 
短 阵 方程 (3. 145) 的 -~ 个 解 阵 于 (1) 具有 如 下 形式 ， 
DB PD), LE [t,t] (3.147) 
证 证 明 过 程 类 同 于 时 不 变 系统 情形 。 上 兵 体 推 证 过 程 略 去 。 
(2) 状态 转移 年 阵 和 基本 解 阵 的 关系 
结论 3. 34 [状态 转移 矩阵 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 (3， 143) .其 状态 转 称 夭 阵 即 
矩阵 方程 (3. 144) 解 阵 鲁 (4,+,) 基 于 基本 解 阵 各 (7) 的 关系 式 为 
=) :ee [r,t, | £3.145) 
证 ”证明 过 程 类 同 于 时 不 变 系统 情形 。 其 体 推 证 过 程 略 去 。 
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13) 状态 转移 证 阵 的 慌 性 

结论 3.35 “状态 转移 知 阵 的 惟一 性 ] 对 连续 时 间 线性 时 寞 系统 (3. 143), 上 其 状态 转 
移 证 阵风 第 阵 方程 43 41 的 解 也 鲁 避 0) 为 惟一 ， 夺 和 虹 ,和 侍 运用 (3.1487 确 年 硬 (wt 时、 
二 选 起 的 二 解 阵 亚 (庞大, 

证 这 丧 过 程 瞻 辐 于 时 不 变 系 统 捕 形 。 吉 体 推 证 过 程 略 去 - 

i1) 状态 转 先 知 阵 的 形式 

结论 3,36 i 状态 转移 什 阵 形式】 本 连续 时 间 线 必 时 变 系 统 54. 1437 ,时 状态 转移 得 
阵 即 和 矩阵 方程 (3.144} 的 解 阵 王 Cet ) 基 有 形式 ， 


Cr ,| tr yr an 二 


Bi 1) 一 1+| 间 Cricr 才 


ET 《3.119) 

证 式 人 .149) 的 正确 性 可 中 过 科 证 此 满足 (14 和 的 方程 和 初始 条 件 而 让 曲 ， 

(3) 线性 时 变 系 统 和 线性 时 不 伙 系 统 在 状态 转 移 生 和 阵 上 的 区 别 

对 线性 时 变 系 统 和 线性 时 木 变 系统 .由 比较 状态 转移 韦 阵 委 和 ) 和 种 和 -的 租 导 
和 形式 可 以 看 出 .两 者 的 基本 区 别 表 现在 兵 个 方面 。 一 是 ,对 线性 时 灾 系 统 , 状 态 转 秘 算 
2 ) 依 斑 于 "绝对 时 间 ” 随 初 妈 时 刻 式 选 返 不 辐 县 有 个 同 结果 :对 线性 时 不 实 系 

状态 转移 埠 阵 面 ( 4 依赖 于 “相对 上 时间”. 陋 初 辐 计 刻 选择 不 同上 其 有 机 辐 辣 全 
2 对 线性 时 不 蛇 系 统 , 可 以 定 出 状态 转移 征 阵 更 居 一 上 的 闭合 形式 去 达 式 ; 对 线性 时 变 
系统 . 陈 概 为 等 多 类 型 和 简单 情形 外 ,状态 转移 窍 星 否 六) - 般 礁 以 求 得 闭合 形式 表达 式 ， 

在 状态 转移 候 阵 基本 关系 式 43.118) 和 (3. 149) 的 基础 上 . 现 米 给 出 线性 时 变 系 统 状 
态 转移 矩阵 的 -- 些 基本 性 质 。 

(1) 状态 转移 守 阵 的 初始 陈 。 在 式 (53. 148) 中 今 斌 21ELF .4 为 任 点 , 基 得 
Dn 1 (3.150 1 
(2) 状态 转移 证 阵 的 道 焉 式 人 3 145) .并 利用 乘积 中 阵 求 道 公 区 ,如 竺 

1) C3, 121》 
《3) 状态 转移 短 阵 的 传递 性 。 巾 式 (. 148). 即 得 
BB) = 


Pi) i £3, 152) 
(4) 状态 转移 知 : 阵 逆 求 鱼 。 由 十 1406 和) 面 下 ) 一 了 和 出 (4,) 一 重 (,,1) ,得 
d l - — ， Ec 
Ti (ft) -= th. 7) -A (3. 153) 


系统 的 状态 啊 应 


号 察 连续 时 间 线 性 时 变 系统 .状态 方程 为 
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T= Ax+ Boia arf y= x feEirtut,| C3. 154) 
其中 ,x 为 zr 维 状 态 .g 为 户 准 输入 . 坟 ( 阅 了 B07) 为 nn 和 nr 的 时 挛 实 但 捞 阵 ; 
下 和 面 ,上 寺 子 系统 状态 轻 御 宕 了 沂 , 导 测 共 性 时 灾 系 统 状态 运动 规律 的 关系 式 。 村 此 .有 
如 下 的 一 个 结论 。 
结论 3.37 -状态 响应， 对 连 线 上 时 阿 线 性 时 蛮 系统 ,状态 运动 即 状态 并 程 (3.15.47 解 
基于 状态 转移 知 阵 的 表 运 成 为 
区 人 十 | BB nndr, HE Et (3.135) 


其 中 ,种 和 ,为 系统 状态 转移 扼 陈 . 
证 各 上 吉 到 线性 时 变 系 统 回 样 满 是 蕉 加 并 理 , 业 似 于 线性 时 不 灾 系 统 闭 样 ,把 系统 运 
动 表 为 "初始 状态 x, 转移 项 "与 "输入 作用 等 价 状态 所 四 转 弥 项 ”之 和 ,看 


的] 【3. 136 
出 要 求 xt1) 满 足 式 (3.154) 的 初始 笨 件 ,还 呆 竺 由 
To | x) C3. 1571 


基 此 ,可 以 定 出 等 价 状态 喜 站 的 审 态 ， 
st ) 一 站 {3.158) 
再 由 要 求 < 满足 方程 43.159 .区 可 得 到 
ADXI+ HON x | 
— AB EB) En) 


一 AC (i) 让 人) (3. 159) 
基 此 ,可 所 导出 
Bt Et) = Buinu (3. 160) 
或 
Ett (Bn (3. 161) 


上 式 中 将 了 时间 符号 以 + 代 血 志 ,并 共 二 到 + 取 积 分 , 则 让 &1.) 一 0 得 到 等 价 状态 iD 为 


(1) 一 | Bit rr) 有 ratfr)dr 3.162) 


i 
1 


从 而 ,将 式 (3. 162) 代 和 人 式 03. 56) . 即 吉 证 得 


Tt 一 CT cB | 二 (Bryutrydr 


~ Bx, -| Bi.riBirutrdr, 1E Lests | (3. 163} 
进 -- 步 ,基于 状态 运动 芙 系 成 13. 155) ,还 可 对 连续 时 间 线性 时 变 系统 的 运动 性 质 导 
出 如 下 的 几 点 推论 . 
(1) 零 输入 响应 和 零 初 态 响 应 
电 运 动 关系 虑 (3.155) 看 出 ,线性 时 变 系 统 的 状态 运动 Xl) 由 和 零 输入 响应 x 和 零 初 


I 
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态 啊 应 x.,, 单 加 组 成 。xi 和 lx ,基于 状态 转移 知 阵 的 表达 式 , 分 别 为 
Tr Ei (3, 184} 
和 


Xi tit) = | Br Birurdr, 和 二] (3, 1]65) 


(2) 状态 运动 计算 上 的 困难 性 

由 运动 关系 式 (3,155) 看 出 ,一 琶 定 出 状态 转移 矩阵 更 (rr), 则 线性 时 变 系 统 状 态 运 
动 x 四 器 可 通过 计算 得 芭 。 但 除 极为 简单 情况 外 ,一 般 难以 确定 状态 转移 策 阵 呈 4,7) 的 
解析 表达 式 ,因此 美 系 式 (3.155) 的 意义 主要 在 于 理论 分 析 中 的 上 应用。 现今 , 灶 钱 件 时 变 
系统 状态 运动 通常 采用 数值 方法 进行 求解 .此 已 有 专门 的 计算 机 求解 程序 。 

(3) 线性 系统 状态 运动 表达 式 在 形式 上 的 统 - -性 

前 已 导出 ,对 线性 时 不 变 系统 ,状态 运动 的 关系 式 为 


Xi 一 看 人 -站 Jr 上 | Pi Baurndr, 1 1, 3.186) 
对 线性 时 变 系统 ,状态 运动 的 英 系 式 为 
Xf = -| BnBirumndr, 和 [| (3,， 187) 


比较 (3. 166) 和 (3.167) 可 以 看 出 .两 者 运动 规律 表达 式 的 形式 类 同 ,区 别 仪 在 于 时 不 变 系 
统 表达 式 中 "一 "在 时 变 系统 表达 式 中 代 之 为 ",”。 表达 形式 的 这 种 统一 性 为 理论 研究 提 
供 了 方便 性 。 表达 形式 的 这 种 区 划 则 反映 了 一 个 基本 物理 事实 ,即时 变 系 统 运动 形态 对 
初始 时 刻 乌 ， 的 选取 具有 直接 依赖 关系 ,时 不 详 系统 的 运动 形态 和 初始 时 刻 ,没有 直接 
例 3.3 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 ， 
x 二 |， or he x(1) 一 ,| 二 1， 人 [1,10] 
其 中 心 为 作用 于 时 刻 r=1 的 单位 阶 牙 函数 1(1 一 1)， 
首先 , 定 出 系统 状态 转移 矩阵 (2,7). 为 此 ,通过 求解 系统 自治 状态 方程 组 
il 一 和 
Ty = [xl 
得 到 
Tt = rt) 
Tatt) = 0 3r FE — 0, Srtme 十 ft 
再 任 取 两 组 线性 无 关 初 始 状态 变量 : 
Ttktt =0, c(h)=1 
TI 一 2， rth) 二 站 
忆 导 出 两 个 线性 无 关 解 : 


HA 
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蕊 此 .得 划 系 统 的 -个 基本 解 阵 : 


-0 2 
PD TR i | 
二 是 .利用 状态 转 称 夭 阵 关 系 式 63. 148) , 即 林 定 出 状态 转移 年 阵 侧 (7 )， 
站 2 ro 2 | 「 1 0 
PT POP 1 六 一 :| 0 一 L050 0. 1 
进而 ,确定 系统 运动 规律 。 为 此 ,基于 状态 转移 矩阵 盏 (0 ) 结 果 和 系统 运动 基本 关 
系 式 (3. 155) ,并 利用 给 定 吉 一 1,x(1)~x 一 [1 2 和 wt 说 一 1(1 一 1 ,就 即 可 定 出 


x 二 x +| tr Br rdr 


-| 1 | 1 加 oa 
-0.37 --0.5 1JL2, 1L0, 5 一 由 5 1jLl; 


脉冲 响应 矩阵 


考察 零 初 始 状态 的 连续 时 间 线 性 时 变 系统 ,状态 空间 描述 为 
X= ADxiBu, 0 一 个， {EE [tt] 
y= CDI Du 

对 线性 时 变 系统 ,如 同 状态 转移 和 矩阵 那样 ,上 脉冲 响应 矩 阵 的 符 导 表 示 对 应 地 采用 H(z.7)， 
通过 与 时 不 变 系统 类 闻 推 名 ,可 对 线性 时 变 系 统 的 脉 溃 响应 秆 昨 和 输出 响应 导出 如 下 的 
下 个 结论 ， 

结论 3. 38 [对 冲 响应 年 阵 ] ”对 零 初始 状态 即 xi 一 有 连续 时 间 线 性 时 变 系统 

(3. 168) ,脉冲 响应 矩阵 基于 状态 空间 描述 的 表达 式 为 
Hittin) = CB Br) + Dd r) [3. 169) 
其 中 ,十 (4 区 为 状态 转移 知 阵 .C1--r) 是 作用 点 为 5 的 单位 脉冲 ， 
结论 3. 39 [输出 响应 ] 对 零 初 始 状 态 即 x ti,) 一 0 的 连续 时 间 线 性 时 变 和 邓 统 
3.168), 取 ww 为 任意 输入 , 则 输出 响应 ?1 基于 脉冲 响应 矩阵 的 表达 式 为 


《3，168) 
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CD | Hit mutndr, rE Lt C3. 170) 


4(0 为 周期 阵 的 线性 时 变 系统 的 状态 运动 分 析 


村 部 分 讨论 一 类 特殊 形式 连续 时 间 线 性 夺 变 系统 。 系 统 状态 空间 措 述 为 
To tix Bir)d 
Cx Du 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,u 为 p 维 输入 ,y 为 4 维 输出 ,nxn 系统 相 阵 4 四 尽 以 为 周期 的 导 
期 性 所 阵 , 即 满足 如 下 属性 ， 


‘3, 171) 


tt A TT} Vi 3. 172) 
下 面 ,针对 这 类 特殊 形式 线性 时 变 系 统 ,分 析 和 讨论 系统 运动 响应 的 -- 些 有 关 必 性. 
(1) 枯木 解 阵 的 属性 
结论 3. 40 [基本 和 解 阵 属性 ] 对 40 为 周期 性 敌阵 即 满 是 4 人 (0) 一 40t 二 了) 的 线性 时 
变 系 统 (3. 171) ,车 W 畔 (2 为 自治 状态 方程 一 AC0x 的 - -个 基本 解 隆 , 则 更 (rc 十 了 ) 必 让 为 
它 的 一 个 基本 解 阵 。 
证 只 需 证 明定 (二 T) 满 足 基 本 解 阵 方 程 和 初始 条 件 。 对 此 .出 基 本 解 阵 方程 ,并 
利用 4 二 46 十 了 ), 即 可 得 到 
更 和 十 T) = 4 十 T 量 (十 了 ) 4 证 CT (3, 173} 
从 而 .证 得 亚 以 十 TT) 满足 基本 解 阵 力 程 ， 再 考虑 到 更 人 十 了 ) 对 定义 区 间 所 有 了 均 为 非 奇 
措 , 可 知 思 (十 Ts 一 更 (7T) 一 下 为 非 奇 异 。 于 是 ,又 证 得 (十 了 ?满足 基本 解 阵 方 程 
初始 条 件 。 证 明 完 成 ， 
纺 论 3. 41 [基本 解 阵 属性 ] 对 4(0) 为 周期 性 算 阵 即 满足 40ey 一 让 (1 于 了 的 线性 时 
变 系统 43. 171) ,车 于 ( 箭 和 雪 (1 十 T) 均 为 系统 自治 状态 方程 二 4G) 的 其 本 解 阵 , 则 必 
存在 一 个 常 值 矩 阵 不 使 成 立 ， 


Te (3.174) 
证 首先 ,由 基本 解 阵 组 成 知 , 殖 (0) 和 备 (1 十 站) 对 定义 区 间 所 有 4 均 为 非 奇 异 . 因 
此 ,两 者 列 向 量 可 分 别 构 成 基本 解 空间 的 蚌 组 基底 。 基 此 ,由 换 基 的 代数 属性 可 知 ,存在 
一 个 非 奇 异常 值 矩阵 妇 , 使 成 立 ， 
Ur}= 0 (3. 175) 
进而 ,不 失 普 遍 性 ,假定 Q 的 特征 值 4 ,4,,… ,A 网 珊 相 异 。 如 若 不 然 , 证 明 过 程 没有 木 
质 区 别 ,差别 只 在 于 符 导 和 表达 形式 复杂 -. 些 。 愉 由 辽 非 奇异 知 , 克 产 Dr 一 1 2 
从 而 ,有 
v, 会 刀 的 属于 4, 的 特征 向 量 ,i 一 1,2,.…,# 
Dir U2, 线性 无 关 ,P 一 Lo Va 为 提 奇 异 
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A 
Pi'opP : (3. 176) 
A 
BnAa TT. A eo, 7 2. (3. 177) 
1 1 
如 | 'P (2. ]78) 
| 站 
“en! 
opP P! {3,179) 
eeu | 
在 此 基 几 上 , 即 可 证 得 
A - 
| P! 
A 
el - 
WNP Pl Yine! C3. 180) 
os ， 


(2) 周期 性 矩阵 4 在 李 亚 亚 庶 大 变换 下 的 属性 
定义 3. 10 [ 李 亚 普 濡 夫 实 换 ] 对 4 为 周期 性 中 阵 即 满足 站 (4) 一 A(i 十 了) 的 线性 
时 变 系统 (3. 171) 引入? 维 变 换 第 阵 王 (0 ,Pt 和 下 (0 在 [二 ,ee) 上 为 连续 和 有 界 ,并 大 
和 在 有 限 实 常数 了 使 成 立 : 
| derPt | 人 0D， 所 有 i 二 呈 (3. 181) 
基 此 , 取 变 换 x 一 Pinx 村 系统 (3.171) 挛 换 为 
EC— AlDx— Byu 


_ 3. 1821) 
yO— Cr Dyn 
其 中 
40) = PONOACOYP (0) 二 下 (PT 
Bl) ~ Pt)Bir) 
(3, 1 93) 


CD = COOP (1) 
Dl) = Dn 
则 称 : 委 (Dy,BOD ,CC ,DO 为 (4C0D ,BG CC ,DC 的 李 亚 普 诺 夫 变换 。 
注 对 所 讨论 的 4) 为 周期 性 矩阵 的 线性 时 变 系 统 , 李 亚 普 诺 夫 变换 不 改变 系统 的 
稳定 性 ,但 一 般 等 价 变换 不 能 保证 这 一 点 。 
结论 3. 42 [周期 性 时 变 系 统 属 性 ] 对 4{ 昌 为 周期 性 垂 阵 即 满足 是 (四 一 ACt 二 T) 的 


CT 一 
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浇 性 时 变 系 统 53.171) 必 存在 一 个 5 维 常 值 第 阵 以 构成 宰 措 箱 阵 : 
Pi er 1!) (3. 181) 
蝎 (0 为 系统 的 一 个 是 木 解 阵 .使 系统 在 李 亚 普 诺 大 变换 < 一 避 OPDxr 下 的 状态 空间 描述 为 
To Ar | PB) lu 
COP Mr Dan 
共 中 .变换 后 的 系统 宕 阵 为 渭 阵 4， 
证 据守 亚 亚 诺 夫 实 挽 下 的 系数 短 阵 关系 式 (3.183), 并 利用 PD 一 er'W 和 是 
本 解 阵 的 性 质 . 凤 可 让 得 
A = [POYAt) PO]P tr) 
= et OAC) cA i et Die 
i 一 et 有 区 站 (| 二 (ec 
一 点 (3, 186) 
注 1 对 上 述 结论 中 由 (3. 184? 定 义 的 变换 第 阵 P( ,利用 线性 周期 作 时 灾 系 统 基 本 
解 阵 的 属性 43. 174) .可 以 导出 
Pi De i To evellewgp (i) 
= eT (= Pri) £3 187) 
表明 已 为 周期 矩阵 ,从 而 Pti) 满 足 有 界 性 。 上 再 由 挫 阵 Pie) 的 形式 (3. 181) 知 ,Pir) 和 
PC 满足 连续 性 因此 ,上 述 结 论 中 引入 的 变 措 为 李 亚 普 诺 大 变换 ， 
注 2 上 述 结论 的 意义 在 于 ,基于 李 亚 普 诺 夫 变换 不 改变 系统 稳定 性 的 属性 本 进而 
给 出 一 个 重要 的 准 论 , 即 线性 周期 性 时 变 系统 (3. 171) 的 稳定 性 必 同 于 对 应 钱 性 时 不 变 系 
统 (3. 185)。 这 是 这 类 特殊 线性 时 变 系 统 的 一 个 重要 属性 ， 


(3, 185) 


3.6 连续 时 间 线 性 系统 的 时 间 离 散 化 


本 节 在 系统 状态 运动 关系 式 基础 上 讨论 连续 时 间 线性 系统 的 时 间 离 数 化 问题 ， 随 着 
计算 机 在 系统 分 析 和 控制 中 的 广泛 应 用, 时间 离散 化 间 题 已 经 变 得 愈 来 愈 突出 。 这 从 一 
个 侧面 反映 了 现代 线性 系统 控制 理论 的 时 代 特 征 。 


问题 的 提出 


万 论 是 采用 数字 计算 机 分 析 连 续 时 间 系 统 运动 行 为 ,还 是 采用 离散 控制 装置 控制 连 
续 时 间 受 控 系统 ,都 会 遇 到 把 连续 时 间 系 统 化 为 等 价 离散 时 间 系统 的 问题 ， 通常 , 称 这 类 
问题 为 连续 时 间 系 统 的 时 间 离 散 化 。 

连续 时 间 系 统 时 间 离 散 化 的 一 类 典型 情形 如 图 3. 2 所 示 . 图 3. 2(a) 给 出 时 间 离 散 


| 1 
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1 型 [是 本 In ! kl 秆 经 季 统 的 A 
| | | is 
上 讽 衣 化 要 到 | 
， EL 1 ! | 
| 
1 | | 
| | 
1 i L ) ha! A | 
i i) Mk 1 
| 
1 [ 
1 5 全 1 | 
DA 计算 机 AP 
tal hi 


图 3,2 连续 时 间 系 统 时 间 亢 和 散 化 的 一笑 情形 


化 系统 的 梅 成 , 吕 以 看 出 其 在 组 成 上 有 具有 如 下 的 - 些 特点 。 

(D 受 控 对 象 为 连续 时 间 系 统 。 对 受 挖 对象, 状态 CD .输入 wt) 则 输出 其 全 的 为 连 
续 时 间 上 的 向 量 郴 数 。 

(3i) 控制 装置 为 离散 时 间 系 统 。 控 制 装置 由 "数字 量 : 模 拟 量 转换 装置 "rT) A)、“ 数 
字 计 算 机 ”和 "模拟 量 ; 数 宇明 转换 装置 "CA,D) 构 成 。 对 控制 装置 .输入 为 受 控 对 象 输出 
?0 的 时 间 离 散 化 向 量 YE) ,输出 为 受 控 对 象 输入 ut 站 的 时 间 离 散 化 向 其 tk) .离散 时 
间 序 列 取 为 有 = 1,2,.， 

《ii 通过 “采样 器 "和 "保持 器 " 以 联接 连 绪 时 间 受 控 对 象 和 离散 时 间 控 制 装 里 合 系 
统 实现 协调 运行 。 采 样 器 的 作用 是 把 连续 时 间 变 量 y(rfy 转 换 为 离散 时 间 变 最 y(&}。 典 
柑 的 采样 器 为 周期 性 动作 的 采样 开关 ,开关 接 遂 时 将 变量 输入 ,开关 断 开 时 将 变量 阴 断 ， 
保持 器 的 作用 是 把 高 散 时 间 变 量 &( 如 转换 为 连续 时 间 杰 量 ay) 和 典型 的 保持 器 为 由 电子 
元 件 组 成 的 保持 电路 , 按 其 保持 函数 类 型 可 区 分 为 零 阶 保持 器 、 - 阶 保持 器 、 二 阶 保持 器 等 ， 

(iv) 由 “你 持 器 -连续 时 间 系统 采样 器 "组 成 连续 时 间 受 挖 对 象 的 时 间 离 散 化 系统 
时 间 离 散 化 系统 在 结构 上 就 为 图 中 用 虚线 框 出 的 一 个 整体 . 和 在 表 xt 为 离散 时 间 状 态 
向 莉 , 则 时 间 离 散 化 系统 的 状态 空间 撒 述 即 为 以 r(E) wt) 和 8 有 1 为 变量 的 离散 时 间 系 
统 。 实质 上 ,离散 控制 装置 面 对 的 下 是 时 间 离 散 化 模 亚 ,区 3.25b} 给 出 共 直 观 示 意图 。 

全 而 ,由 上 述 讨 论 可 知 , 所 谓 连 续 时 间 线性 系统 的 时 间 离 散 化 问题 .就 足 基于 _ 定 的 
玉 样 方式 和 保持 方式 ,由 系统 的 连续 时 间 状 态 空间 描述 竺 出 相 点 的 离散 时 间 状 态 空 间 措 
述 , 并 对 画 者 的 系数 拭 阵 建立 对 应 的 关系 式 。 


基本 约定 


对 连续 时 间 线 性 系统 的 时 间 离散 化 系统 , 随 采 样 方式 和 保持 方式 的 不 局 ' 通 常 其 状态 
空间 描述 也 为 不 同 。 为 使 系统 的 时 间 离散 化 状态 空间 描述 具有 简单 形式 ,并 使 离散 化 变 
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量 作 原 理 上 大 可 复原 的 . 进 一 此 需 晓 灶 采 样 六 式 和 保持 并 式 引 入 如 下 的 3 个 蚌 本 约定 . 

(i) 对 采样 方式 的 的 定 。 末 和 样 占 的 采样 塘 式 取 为 联 芝 数 工 为 同 斯 的 等 间 隧 来 样 ,让 
旧 采 样 有 钥 时 为 4 一 RT 一 1.2, 呈 + 、 进 而 ,假定 采样 时 间 人 宽度 3 蕊 之 采样 周 基 本 小 得 多 . 
好 有 3 荆 , 桂 而 分 析 中 可 将 其 视 为 宪 寻 理 ， 自 此 :全 炬 说 出 丰 为 采样 高 的 连续 输入 
和 离散 输出 . 则 在 上 上述 约 对 下 股 育 鞭 有 如 下 疾 系 ， 
13 KT 
| 0. ££T 
其 中 .二 1.2,……。 图 3.3 给 出 这 种 采样 六 式 的 示意 图 ,寺中 各 (0) 和 (分 别 为 向 甘 
(和 的 第 i 个 分 组 ==1.2.mr.g， 


yt) 一 ti. 135 


人 


图 3.3 周期 为 的 等 癌 卫 采样 示意 图 


CD 对 采样 周期 工大 小 的 约定 。 基 于 保证 离 秀 化 变 项 在 理论 二 可 到 原 的 要 未 ,在岗 
期 大 小 的 选择 上 需要 遵循 申 农 (Shannon) 采 样 定 塌 给 出 的 条 件 ， 过 1Y. djw) | 为 连续 时 
间 信 和 号 y,(7 的 幅 频 谱 , 其 为 自 变量 w 的 一 个 偶 函 数 即 如 图 3.14 所 泵 其 有 对 称 于 名 轴 的 形 
状 , 并 称 w. 为 上 限 频 率 。 则 申 农 采样 定理 指出 ,离散 时 间 信 号 理论 上 可 以 完满 她 复 
原 为 原 连 续 时 间 信 号 y% (9 的 条 件 为 .采样 频率 由 一 2 了 必须 满足 由 下 大 系 式 : 


i i Di 


， 13. 189) 


| 


一 性 人 从 名 


图 3.4 连续 信号 的 由 频谱 及 其 一 限 频 率 霹 例 
等 价 地 ,上 述 条 件 也 可 表 为 ,采样 周期 必须 满足 如 下 关系 不， 


| Ty (C3, 190) 
实际 上 ,为 了 兼顾 其 他 性 能 ,通常 进一步 把 的 值 取 为 理论 十 限 们 的 儿 下 分 之 - - ,如 


Tm 1! . RR 
0 50” a (3. L191 
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tiii) 对 保持 方式 的 约定 。 为 使 离散 化 描述 关系 式 及 其 推导 过 程 较为 简单 ,通常 把 由 
离散 时 间 伟 号 到 连续 时 间 人 入 号 的 转换 形式 腿 为 零 阶 保持 方式 .即将 保持 器 取 为 零 阶 保持 
解 . 零 阶 保持 的 直观 含义 可 由 图 3. 5 来 说 明 。 在 采样 瞬时 ,保持 器 输出 w(t) 的 分 量 号 人 
的 值 等 于 对 应 高 散 时 间 分 量 a 的 值 ; 在 两 个 采样 瞬时 的 区 间 上 ,分 量 w.(7) 的 值 保 持 前 
一 采样 阵 时 上 的 值 .。 


yt A Flr) 


心 此 性 f 


图 3.5 零 阶 保 持 方 式 的 直观 害 义 说 明 


基本 结论 


在 上 述 基 本 约定 前 提 下 ,可 以 给 出 连续 时 间 线 性 系统 时 间 离散 化 问题 的 基本 关系 式 
和 相关 属性 ,并 表 其 为 如 下 的 一 些 结 论 。 
结论 3. 43 [时 变 系统 情形 ] 给 定 连续 时 间 线 性 时 变 系统 ， 
Y= ACDXTBON, xth) C=, +tE fost 


《3. 192) 
y= Cr+ DOu 
则 其 在 基本 约定 下 的 时 间 离 散 化 描述 为 
rk+1) 一 GO CE) + HORuCE)Y, xC0) 二 2， 下 一 Di 
(3. 193) 


pk) 一 CORIICE) 十 下 (天 3 起) 
其 中 ,两 者 在 变 草 和 系数 矩阵 上 具有 如 下 的 关系 ， 
人) = [xD wk) 一 [CD sr, yk) = [LyeE) J] sr (3. 194) 
GE) = BED TRT)ABET 1,k) 
H(iE) 一 | (k++ 1) 了,r) 吕 (Crydr 


(3, 195» 
Ct) 一 LCC) J 


DEY 一 [DE ,ss 
式 中 , 荆 为 采样 周期 ,== (一 1) /了 为 取 整 得 到 的 正 整 数 , 生 : 和 ) 为 连续 时 间 线 性 时 
变 系统 (3. 192) 的 状态 转移 矩阵 
证 先 来 证 明 状 态 方程 的 时 间 离 散 化 关系 式 。 对 此 ,前 已 导出 ,线性 时 变 系 统 
《3. 192) 的 状态 运动 响应 表达 式 为 


Xt = +| Beinutrydr, /cE L5 rts (3. 196) 
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上 式 中 , 今 1 王 合十 1 本 ,并 表 包 二 0 对 应 于 4 , 凤 可 证 很 


-rc 


1 
xD 一 生疏 二 LO 二 | Bk Tn Birutr)dr 
4T 
一 恤 【 开 十 1,k)| CRO +| 少 C&T ,BCD ur dr | 


【有 -1 了 
|! BK DT VB dr uh 
aT 


= GERIxXCR) 十 HORYUCE) (3. 197) 
其 中 ,基于 零 阶 保持 的 约定 ,在 最 后 等 式 前 的 关系 式 中 将 ut} 移出 积分 式 ， 并 且 ,进而 基 
于 美 系 式 (3, 195) ,学 出 最 后 的 关系 式 ， 再 来 证 明 输 出 方程 的 时 间 离 散 化 关系 式 . 对 此 . 
令 1 一 上 TT, 即 可 证 得 
PCR) 一 CORI XCR) + DUR uCR) (3. 158) 
至 此 ,证 明 完 
结论 3. 44 [时 不 变 系 统 情形 ] 给 定 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
T=Ax+Bu, AD) 一 并 


(3. 199) 
y= Cx+ Du 
则 其 在 基本 约定 下 的 时 间 褒 获 化 描述 为 
x 1 = Gr + Hel),. x0) = x k= 0,1,2,... 
(3. 200) 
中 一 Crk) + Dutk) 
其 中 ,两 省 在 变量 和 系数 矩阵 上 具有 如 下 的 美 系 ， 
xX) 一 Lr sr uk) = [att] a, 民有 一 [yt (3. 201) 
G 一 ee， 本 一 (| evar)B (C3, 202) 


证 考虑 到 时 不 变 系 统 为 时 变 系统 的 一 种 特殊 情形 . 基 此 ,基于 两 者 运动 规律 表达 
式 的 统一 性 和 差异 性 ,由 式 (3.193) 即 可 导出 式 (3. 200) :而 由 式 (3.195) 则 可 导出 


Ge—= (DT ART BT) er (3. 203) 
六 二 十 1 1 本 
五 一 (二 DT r)Bdr (3, 204) 
由 
对 式 (3. 204) 作 变量 性 换 := (十 1)T 一 tr, 有 
[和 四 
dr =— dr, | “dr =——| * dr (3. 205}) 
A T 
于 是 ,利用 式 (3. 205), 即 可 由 式 (3. 204) 证 得 
虽 rT 
H= (-| $ (di)B = (| e* di )B (3. 206) 
TT 


至 此 ,证 明 完 成 。 
结论 3. 45 [时间 离散 化 属性 ] 上 述 两 个 结论 表明 ,时 闸 离 散 化 不 改变 系统 的 时 变 或 
时 不 变 属性 。 也 下 ,时 变 系 统 在 时 间 离 散 化 后 仍 为 时 变 系统 ,时 不 变 系统 在 时 间 离 胡 化 后 
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仍 汐 时 不 空 系 统 . 
结论 3. 4 离散 化 系统 属性 ] 对 连 统 时 间 线 性 系统 .不 管 为 时 变 或 时 不 变 , 也 不 管 
系统 生 阵 站 (i? 和 站 为 非 奇 愉 或 奇异 , 共 府 散 化 系统 的 系统 矩阵 忆 ( 妃 和 如 作为 韭 奇 怪 ， 
例 3.4 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
-1 三 Tr) io 
.= i0 oe li ( ‘3.200) 
取 采 样 周期 =0. 1s, 现 在 来 定 出 其 时 间 离 散 化 模型 。 
首先 ,确定 连续 时 间 系 统 的 知 阵 指数 隙 数 cx， 为 此 .采用 预 解 年 阵 法 , 先 来 定 出 


CT | | SS 
os+2 | ] 
js 十 2 


再 将 上 式 取 拉 普 拉 斯 反 恋 换 , 即 可 得 到 
ww fl 0.5(01 一 e?) 
* |, ei | 
进而 ,确定 时 间 离 散 化 系统 的 系数 矩阵 ， 对 此 ,利用 关系 式 (3. 202), 即 可 得 到 
Fl 0.5(1—e =- | 0. 0 
[Lo e 27 Lo 0.819 


TF 0.5tl]—e*)- I 
He 
[LU e ] 


[7 0.5T 0.25e 2 0. “J 


G— et 


n= (| edr)e 


] 


0 —0,5e :TT0.5 1 
[人 25e :7 站 | 0] 
和 一 0.5e 好 十 0.5 Lo0.091 


最 后 ,确定 时 间 离 散 化 描述 。 基 于 上 述 计 算 结 果 , 即 可 定 出 给 定 连 续 时 间 线 性 时 不 恋 
系统 的 时 间 离 散 化 描述 为 
[2 0 [0 


| 
7:t 岂 十 1} QO 0O. 819Jir,(k) DO. O91 


3.7 离散 时 间 线 性 系统 的 运动 分 析 


高 敬 时 间 系统 不 仅 代表 社会 ,经济 ,工程 等 领域 一 大 批 离散 动态 问题 的 数学 模型 ,而 
且 代 表 连 续 时 间 系 统 的 时 间 离 散 化 模型 ， 对 离散 时 间 线 性 系统 的 运动 分 析 数 学 上 归结 为 
求解 时 变 或 时 林 变 线性 差分 方程 。 相 比 于 连续 时 间 系 统 的 微分 方程 型 状态 方程 ,离散 时 
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全 系统 的 差分 方程 型 状态 方程 的 求解 , 既 在 计算 上 简单 得 多 也 更 宜 于 采用 计算 机 进行 
计算 。 


迭代 法 求解 状态 响应 
考察 离散 时 间 线 性 系统 ,对 时 灾情 撒 系 统 状态 方程 为 
zt 十 1) = GODx(A) TF HOR)aCE), x(0) = po, ko0,1,2,. (3.208) 
对 时 不 变 情 形 系统 状态 方程 为 
XE 二] = Gr) Huatk), xCO0) = x k=0,],2,... (3. 209} 


其 中 ,x(&) 为 5 维 状态 ,wl 上 为 记 维 输入 ,y(8) 为 g 维 输出 。 

可 以 看 出 ,不 管 是 时 变 差 分 方程 (3. 208) ,还 是 时 厅 变 差分 方程 (3. 209) ,都 可 采用 选 
代 法 容易 地 求解 。 选 代 法 基本 思路 是 .基于 系统 状态 方程 ,和 用 给 定 的 或 定 出 的 上 一 采样 
时 纪 状 态 值 , 造 代 地 定 出 下 一 个 采样 时 基 的 系统 状态 ， 

结论 3.47 [ 远 代 法 求解 状态 响应 ] 对 离散 时 间 线 性 时 恋 系 统 (4. 208) , 络 定 系统 初 
始 状 态 x(0) 一 x ,各 个 采样 时 刻 输入 0) al 2) 以 及 分 析 过 程 末 时 刻 正 整数 上 
则 其 系统 状态 响应 可 按 如 于 算法 来 求解 。 

Step 1: 令 记 ==0， 

Step 2: 对 给 定 CA 再 (和 425) ,以 及 已 知 x() ,计算 

XR = GEYER) + HR nk) 

Step 3: 信人 一 大 十。 

Step 4: 如 果 业 一 上 十 1, 进 入 下 一 步 ;如 果 &<<z 十 1, 去 到 Step 2。 

Step 3， 计算 停止 。 

注 1 可 以 看 出 ,上 述 算法 其 有 递 推 特点 ,容易 编程 并 适 于 采用 计算 机 进行 计算 。 但 
起 于 后 一 步 计算 依赖 于 前 一 步 计 算 结果 ,导致 对 计算 过 程 中 引 人 的 误 善 造 成 积累 性 误 盖 ， 
这 是 迭代 法 的 一 个 共同 钢 点 。 

注 2 由 时 不 变 系统 (3. 209) 为 时 变 系 统 (3. 208) 的 一 类 特殊 情况 可 知 , 上 述 算法 对 
时 不 变 系 统 同样 适用 ,差别 只 在 于 计算 中 取 系 数 和 矩阵 为 Gk)=G 和 HA)-H. 

例 3.5 给 定 一 个 离散 时 间 线 性 时 变 系 统 ， 

工 1 点 十 1) 0 1 全 攻克 sintkn/2) XItO) ri 
ors] ol op he, Eee 站 


1) 1 coskrnil yr, cg) 1 Lz, (0) 1 


其 中 


i, k=O0,2,4,* 
ut 电 )】 一 
一 工 ， 下 一 1 .3 5， 


现 来 计算 状态 变量 zk&)7 和 za(k&) 在 采样 时 刻 & 一 1,2,3,4 的 值 。 
对 上 二 个 ,由 
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-0 1 站 0 2 ] -= "| 
G0 = | ,| ao -| | a = ]， Lo) 1 


xD01 To ] 1] 7] 站 
下- | 1 | + L3 
对 二 一 1 ,由 


0 1 pe | | 1) ) [~ | 
ca) = |， _ ,| (= DD 一 wn 
即 可 定 出 ， 


即 可 定 出 : 


即 可 定 出 : 


对 三 一 3 ,由 


0 1 一 1] XI (3) 一 了 
G3) 一 | | Hi3) 一 | | ul3) 一 一 1] | [= | | 
1 —1 l Ts (3) 0 


即 可 定 出 : 


状态 响应 的 解析 关系 式 


选 代 法 以 数值 形式 提供 了 离散 时 间 线 性 系统 的 状态 响应 ， 这 对 分 析 具 体系 统 的 运动 
行为 和 性 能 无 疑 是 方便 的 。 但 在 理论 研究 中 ,通常 更 为 大 万 在 一 般 意义 上 建立 状态 响应 
的 解析 表达 式 , 以 更 深刻 地 揭示 状态 响应 和 系统 结构 的 关系 、 这 一 部 分 进一步 纵 出 有 美 
离散 时 间 线 性 系统 状态 响应 的 一 些 - 一 般 性 结论 。 

(1) 状态 转移 矩阵 

定义 3. 11 [状态 转移 矩阵 ] 对 离散 时 间 线 性 时 变 系 统 (3. 208) ,状态 转移 矩阵 定 这 
为 对 应 策 阵 方程 

BE+Flm eo GB mm Bmm)—1I (3.210) 
的 nXn 解 阵 ® 人 ,za)。 对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 (3. 209) ,状态 转移 矩阵 定义 为 对 应 
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知 阵 方程 
者 (于 十 1 一 GER， Bi0) 一 1 (3.21!:) 
的 nxn 解 阵 B ()。 
结论 3. 48 ,状态 转移 所 阵 ] 对 离散 时 间 线 性 时 变 系统 (3. 208) ,状态 转移 矩阵 即 第 
阵 方程 43.210) 解 阵 更 人 ,mm ,具有 如 下 关系 式 ， 
k,n) = GE DG — 2) .Gtm) (3. 212) 
对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (3. 209) ,状态 转移 矩阵 即 和 矩阵 方程 (3. 211) 解 阵 而 (8) ,具有 
如 下 关系 式 ， 
R00G= 0 (3, 213) 
证 ”对 线性 时 变 系 统 (3. 208), 由 关系 式 (3.212) 可 以 直接 导出 ; 
EET,m) = GRAILGEE— DOCR 2G = COI BR (9.014) 
和 
得 mm) 一 上 《3.215) 
这 就 表明 ,方程 (3.212) 给 出 的 生疏 ,mm) 问 时 满足 方程 (3. 210}) 和 初始 条 件 , 从 而 证 得 其 为 
系统 状态 转移 矩阵 。 对 线性 时 不 蛮 系 统 (3. 209) ,3,212) 给 出 的 面 (不 ,m) 关系 未 中 , 取 
得 一 0， GR 一 1 一 GR 一 2 二 二 G0) 一 G0) - G，“"," 换 为 * ” 
即 可 证 得 式 43. 213)。 证 明 完 成 
结论 3. 49 [状态 转移 矩阵 属性 ] 不 同 于 连续 时 间 线性 系统 ,离散 时 间 线 性 系统 的 状 
态 转移 矩阵 不 保证 必 为 非 奇 异 。 对 离散 时 间 线 性 时 变 系 统 (3. 208) ,有 
定 (m2) 非 膏 异己 GD 二 2 十 1 万 一 2 上 一 1 均 为 非 奇 异 
对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (3. 209) ,有 
示 《&) 非 奇 异 ” 污 安 非 麻 异 
结论 3. 50 [状态 转移 矩阵 属性 ] 对 连续 时 间 线 性 系统 的 时 间 离 散 化 系统 ,不 管 为 时 
不 变 或 时 变 ,状态 转移 挫 阵 必 为 非 奇 异 。 
(2) 状态 响应 表达 式 
结论 3. 51 [状态 咏 应 ] 对 离散 时 间 线 性 时 变 系统 (3. 208) ,同时 由 输入 wn 和 初始 状 
态 *o 激励 的 状态 响应 xt28) 具 有 表达 式 ， 


二 一 了 
KKA 一 晶 (K0O)xzo 十 之 /要 (下 十 1 玫 ( 让 下 《3. 216) 
t= 


FI 
YA) BREOmT oO BRR DOHA—i— Dak il) 03.217) 
3 一 站 


证 由 系统 状态 方程 (3. 208) ,分 别 取 上 二 011:2,…', 可 以 得 到 
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XC GOOrO) + Hout0) 
XC2) = GID x + HOYu(l? 
Xt3)— Ca)xte) 十 下 (22 (3. 218) 
和 下 一 GkR— Dxtk—1) + H(tk Cm luk -1) 
对 式 (3.218), 由 上 而 下 依次 迁 代 ,可 以 导出 : 

Xt Gx, + HION NR(O) 

XI2)= GODOGOO NT {GC HO OH Hl wu(1)! 

3) 一 人 (2fiGOIx + {GG HO 0) 4 GI HYutl}) . 


Hi?Yn(2)} 
{93.2197 
了 一 GE 11) GO {GE Co GU HOON(O) 十 
GR I) G2IHODu) + GR I IHCE— 2)utk— 22) 十 
Htik— lutk — 1)} 
再 利用 状态 转移 矩阵 关系 式 ， 
BR mm) = Ro DG Gm) (3, 220) 


可 把 式 (3.219) 中 x(£) 关 系 式 进而 表 为 
XR) 一 加 人 ,05r 十 (有 人,1)B(C0OUC0) 十 囊 导 ,2 本 (17afl1) 十 
“(El HE Duk 2) HO Yuk 1)) 
于 是 ,将 上 式 中 “与 输入 u 相关 部 分 ”, 按 由 左 至 右 顺 序 相 加 可 以 导出 式 (3.216) , 按 由 去 至 
左 顺 序 相 加 可 导出 式 (3.2177?。 证 明 完 成 ， 
结论 3. 52 [状态 响应 ] 对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (3. 209) ,同时 由 输入 和 初始 
状态 xo 激励 的 状态 响应 xC(&) 具 有 表达 式 ， 


上 上 
Xk) = ND Bi 1 H(i) (3. 221) 


= 


或 
x(k) 一 Dt ST BH) (3. 222) 


证 基于 时 不 变 系统 和 时 变 系统 在 状态 转移 矩阵 符号 表达 上 的 对 应 应 关系 ,并 利用 时 
不 变 系 统 系数 矩阵 的 时 不 变性 ,在 时 变 系统 状态 顺应 解析 表达 式 (3. 216) 和 (3.217) 中 , 取 
PRO 一 在 (一 0) om) 
ki 二 1) = (11) 
器 一 门 一 面 (一 十 让 一 面 () 
HOO) 一 百 (1) 一 … 一 HE 一 1) 一 下 
即 可 导出 式 (3. 221) 和 式 (3. 222)。 证 明 完 成 。 


DE en TE pe i eit 
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3) 状态 运动 的 分 解 
结论 3. 53 [状态 啊 应 的 分 解 ] 离散 时 间 线 性 系统 的 状态 响应 可 分 解 为 零 输入 响应 
tw 上) 和 零 初 态 啊 应 x, (上 *) , 即 有 


KEk) 一 rk} 十 区 克 》 (3, 223) 
结论 3. 54 [ 零 输入 响应 ] 对 离散 时 间 线 性 时 变 系 统 (3.208), 夫 输入 响应 x (有 具 
Xt) = ,Ox, (3. 224) 
对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 (3. 209) , 堆 输 入 响应 rt(&) 具 有 表达 式 ， 
Tk) 一 各 (区 (3. 225) 
结论 3. 55 [ 零 初 态 响 应 ]】 对 离散 时 间 线 性 时 变 系统 (3. 208) , 零 初 态 响应 x (AN) 具 
有 表达 式 


| £ 1 
Yolk) = 之 BRITFDHOuND = DBAR NHA : Duk ;1) 
1 一 了 [A 


(3. 226) 
对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 (3. 209) . 零 初 态 响 应 r,, (%) 具 有 表达 式 ， 


?一 向 


《4) 零 输入 响应 闭 近 趋 于 床 点 的 条 忻 
结论 3. 56 [ 零 输 入 蚁 应 属性 ] 对 nn 维 离散 时 间 线 忻 时 不 变 系 统 (3. 209), 其 和 白 治 状 
态 方 程 为 ， 


中 上 kl1 
Xlk) = 2, BR DDH) = SG Hatk— ;i 1) (3. 227) 


(上 十 1} 一 Gxtk),， x — Xo, 下 一 0,1 ,2 《了 。 228) 
则 零 输 入 响应 ze) 基 近 趋 于 原点 0. 即 成 立 ， 
limxo, Ck) 一 必 (3. 229) 
当 且 仅 当 维系 统 矩 了 泗 G 所 有 特征 值 4; ,4 ,… ,4, 的 模 均 小 于 1 , 即 成 立 ， 
[a | 1 i= 12 ，, 力 £3. 2307) 


证 限于 对 局 特征 值 41,4,,… ,4, 两 两 相 蜡 情形 进行 证 明 。 和 如若 不 然 ,证 明 思路 类 
癌 ,但 推 证 过 程 复杂 一 些 ， 对 此 ,由 ,4 ,1 两 两 相 异 可 知 , 存 在 非 奇异 常 阵 P, 使 有 


=P 了 一 《3. 231) 


A 
由 此 ,并 利用 零 输 和 了 畸 应 xz,, Ch) 的 关系 式 (3, 225) ,可 以 得 到 


A | 
Nonny 一 者 (CE) x 一 Cx 一 | 上 P Ix (3. 2321 
| 


再 由 上 式 ,还 可 导出 : 
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limat | 

让 
limx, (£) = | 扩 MW 1 x (3, 233) 
FP 


lima. | 
这 语 表 明 . 当 和 且 仅 当 笨 件 (3.230) 成 立 , 有 
limaAt = 0 1 二 1,2 .hh (3, 234} 
证 和 
和 
limx,tky = 个 (3, 235) 
至 此 ,证 明 完 成 。 


《5 零 初 态 响 应 的 内 果 性 
结论 3. 57 [ 霉 初 态 啊 应 的 因果 性 ] 对 离散 时 间 的 线性 时 不 变 系 统 (3. 209) 和 线 件 时 
变 系 统 (3. 208) ,基于 零 初 态 响应 x (8) 的 关系 式 (3.226) 和 (3， 227) ,导出 其 零 初 态 响应 
Tn CE) 的 民 开 式 ， 
Elk) = oH + Ht Huk- Ll) 03946) 
和 
Yorlk) = 人 BEDIAHOuOD TB RDIHuDD + Hk 1 1) 

(3. 237) 
那么 ,由 此 可 以 看 出 , 零 初 态 响应 x.,() 必 满足 * 先 因 后 果 ” 的 因果 性 即 对 采样 时 刻 飞 ， 
xo) 只 与 此 前 种 个 时 刻 的 输入 (C0) ,uC1),…,w( 针 一 1) 有 闫 ,而 与 同时 刻 输 入 wc) 
无 关 ， 


脉冲 传递 消 数 算 阵 


对 应 于 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 传递 函数 矩阵 ,对 离散 时 间 线性 时 不 变 系 统 同样 
可 以 采用 脉冲 传递 函数 矩阵 作为 系统 的 输入 输出 描述 。 这 一 部 分 是 对 脉冲 传递 函数 生 阵 
有 关 概 念 和 结果 的 一 个 简要 的 讨论 。 
考察 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状 态 空间 描述 为 
Xk 二 1) = 人 TCR) + Huatk), rt0) = x, (3, 238) 
PRY = Cxtk) 十 Dunk) (3. 239) 
其 中 ,xC) 为 nm 维 状态 ,wlk) 为 p 维 输 入 ,yt 上 ) 为 9 维 输 出 ，。 
定 尽 3 12z [脉冲 传递 函数 矩阵 ] 对 离散 时 间 线 性 时 不 突 系 统 (3. 238) 和 (3. 239) , 表 
ulz) 和 《x) 为 输入 u(y 和 输出 y(8) 的 z 变换 , 即 有 


uz) = IFTuk TA ya 有 st C3, 240) 


下 于 呈 
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y(z) 二 yk) A yx * (3. 241) 

则 脉冲 传递 隔 数 矩阵 (xz) 定义 为 , 零 初始 状态 即 x; == 眉 条 件 下 ,满足 关系 式 
p(s) = ECCIn(z) (3, 242) 


的 一 个 gx pp 有理 分 式 类 蛤 它 (z) ,其 中 > 为 复 蛮 量 。 
结论 3.58 [脉冲 传递 隐 数 矩阵 ] 对 离散 时 间 线 任 时 不 变 系 统 !3.238)7 和 (3. 239) , 念 
要 和 始 条 件 为 零 即 x; = 名 , 则 脉冲 传递 阔 数 矩阵 Cx) 的 基于 状态 空间 描述 的 表达 式 为 


Gz) — Cx — GC) 'H+D (3, 243) 
证 表 x(z) 为 xt&) 的 = 变换, 即 有 
Xx) 一 六 [x 下) 入 Fach)s * (3. 244) 
进而 ,由 此 导出 ， 和 
¥ [Ge] = GM) — Gs) (3, 225) 
py 


[xR+D]= Dx De = zd rk 1 or 
下 一 出 


下 一 日 


一 <[ rt 十 12 时 1 一 x(0) | 
Pu | 


= z[ DxCk) et —xt0) | 
kb 


一 z[x(z) — x{0}] (3, 246) 
于 是 ,对 系统 状态 空间 描述 (3, 238) 和 (3. 239) 取 z 变换 .并 利用 式 (3. 245) 利 式 (3.246)， 
可 以 得 到 
sz 一 一 CCz) Hi (2) 


yz) 一 CYCz) + Dalz) ‘3. 247) 
进一步 ,由 上 式 还 可 导出 : 
yz) = C—O zr tC GG) H+ Dz) (3. 248) 
再 考虑 到 初始 状态 x 一 0, 则 由 (3.248) 得 到 系统 输入 输出 关系 式 为 
yz) = [CC GH Dz) = G(r) (3. 249) 


内 而 ,证 得 式 (3. 243)。 证 明 完 成 ， 


3.8 小 结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 。 本 章 是 对 线性 系统 运动 规律 的 定量 分 析 ， 分 别 就 连续 时 间 线 性 系 
统 和 离散 时 间 线 性 系统 ,给 出 系统 状态 运动 相对 于 初始 状态 和 输入 作用 的 显 式 关系 。 本 


3.8 小结 和 评述 人 


章 的 内 容 对 于 进一步 研究 系统 的 基本 结构 特性 ,如 随后 两 章 中 所 要 讨论 的 能 控 性 、 能 观测 
性 和 稳定 性 等 ,将 是 不 可 缺少 的 基础 。 

(2) 运动 分 析 的 实 原 。 系 统 运 动 分 析 的 数学 实质 ,归结 为 相对 于 给 定 输入 和 初始 状 
念 求解 系统 状态 方程 ,建立 反映 因果 关系 的 解析 形式 解 。 运 动 分 析 的 物理 售 义 ,是 在 状态 
至 问 中 定 出 由 初始 状态 点 出 发 的 状态 运动 轨道 ,直观 上 运动 罗 道 可 看 成 为 由 "初始 状态 经 
状态 转移 矩阵 在 各 时 刻 俩 阵 的 变换 点 构成 的 轨迹 ”和 "各 时 刻 输 人 作用 等 价 状态 经 状态 
转移 托 阵 在 各 时 刻 值 阵 的 变换 点 构成 的 轨迹 ”的 合成 。 

(3) 连续 时 间 线 性 系统 的 状态 响应 。 对 线性 时 不 变 系统 ,状态 响应 解析 表达 式 为 


tt 一生 人 一 有 2 +| it— riButridr,. 1 1 
于 线性 时 变 系 统 ,状态 响 庶 和 解析 表达 趟 为 
XL 二 +| in Binutr)dr, rE t,t,] 
除了 参数 失 阵 随时 间 为 不 变 和 变化 的 差异 外 ,两 者 形式 上 差别 仅 在 于 时 不 变 情形 状态 转 
移 矩 阵 甸 (41 一直 中 的 “一 ”在 时 变 情 形状 态 转 移 矩 阵 吕 《5 已 中 天 为 *，”， 
(4) 离散 时 间 线 性 系统 的 状态 响应 。 对 线性 时 不 变 系 统 ,状态 啊 应 解析 表达 式 为 
XT 一 宙 层 )x, 十 py 者 (£7 1)Hu(i) 


i1—n 


对 线性 时 变 系统 ,状态 响应 解析 表达 式 为 


-1 
Xk) = EON DO) Bk,i DH(OOuG) 


1 三 0 


相 比 于 连续 时 间 线 性 系统 ,离散 时 间 线 性 系统 的 分 析 结 果 只 上 反映 采样 时 刻 上 状态 响应 的 
(5) 连续 时 间 线 性 系统 的 时 间 离 散 化 ， 时 间 离 散 化 来 自 于 将 离散 型 计算 机 应 用 于 分 
析 与 控制 连续 型 线性 系统 的 需要 。 时 间 离 散 化 的 实质 是 建立 由 应 于 连续 时 间 系 统 的 离散 
化 状态 空间 描述 。 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,时 间 离 般 化 描述 具有 形式 ， 
XR = Gr) Hua(k), ri0) = Xo 上 一 站 ,1,2..… 
PE) 一 人 + Datk) 
其 中 


二 eT 


H= (| eds)a 
对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 , 时 间 离 敬 化 描述 具有 形式 ， 
+ 志士 1 一 GOOKCE) FF HOOuCA), HO = Eo, kOe) 
yk) 一 CODE 4 DuCk) 
其 中 
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G(R) = BHFDTRT) ADL+1,k) 
HEA) Bk DT NDB: 
COE) 一 TCCD] 
DY = [DD 
《6) 计算 问题 。 对 离散 时 间 线性 系统 ,不管 为 时 变 或 时 不 变 , 状 态 运 动 分 析 在 计算 上 
归结 为 矩阵 的 代数 运算 如 * 莱 "和 “加 ”, 不 存在 计算 上 的 困难 。 对 连续 时 间 线 性 系统 ,状态 
运动 分 析 在 计算 上 主要 归结 为 确定 状态 转移 矩阵 ,这 对 时 变 系统 将 是 一 件 困难 的 任务 。 


习 是 


3.1 分 别 定 出 下 列 常 阵 和 4 的 矩阵 指数 函数 e* : 


A < ,| 
L 0 


-~ 


—2 l 
ji) A=| | 
0 一 对 


. DO 0 
《Ti 此 一 | 
1 3 
0 一 1 
(iv) 站 二 
生 个 


3.2 采用 除 定义 算法 外 的 三 种 方法 ,计算 下 列 各 个 矩阵 生 的 托 阵 指数 阔 数 ee ， 


QO ] 
《TI 4 | | 
一 2 一 3 


0 ] D 
Ct) -| 0 0 ] 


6 一 11 一 6 
3.3 斌 求 下 殉 各 连续 时 间 线性 时 不 变 系统 的 状态 变量 解 ri (1) 和 zx,(1)， 


oT A 0 

1 。 一 一 
了 -3 一 2JLrz， 了 [1 1 

fa 0 ] 2 0) 

cw | =| | |-| | ww =e ea 
空 3 一 马 一 证 3 0 Xa (0) 1 


3.4 ”给 定 一 个 连续 时 间 线性 时 不 变 系统 ,已 知 


0 rl 
22 ,| b= | x(0) = [, | 
0 ew L1 3 
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定 出 系统 相对 于 下 列 各 个 收 间 的 状态 响应 xD ， 
人 wt) 一 B71) (单位 脉冲 较 数 》 
C0) wt 四 二 1(( 单 位 阶 几 耳 数 ) 
CN Er st 
《Le Wet) Oo sint 
3.5 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ,已 知 状态 转移 和 拓 阵 唱 (1) 为 
Je er) 村 (一 e 十 ee 
i) 一 | 
一 中 十 了 (te Te ) 
试 据 此 定 出 系统 矩阵 4。 
3.6 对 连续 时 间 线性 时 不 变 系统 x 二 A&t 十 Ba,x(0) 二 x,, 斌 利用 控 普 拉 斯 变换 证 朋 
系统 状态 运动 的 表达 式 为 


天) 一 Eo +| ea 有 rd 
[0 


3.7 丝 定 一 个 时 不 变 和 矩 阵 微分 方程 ， 
守 二 AX+ TT， 是 (D) = PF, 
其 中 , 闭 为 上 XP 恋 量 矩 阵 ， 证 明 上 述 定 阵 方程 的 解 阵 为 
EK(1) 一 eq 户 ，ea 
3.8 给 定 连续 时 间 时 变 自治 系统 x 一 和 (1x 及 其 伴随 系统 一 .AT(1)z, 表 内 (st ) 
称 独 .1,4 ) 分 别 为 它们 的 状态 转移 矩阵 , 试 证 明 曾 仙人 1,1,) 一 I 
3.9 纵 定 连续 时 间 线 性 时 次 系统 为 


, [全 了 了 9 奏 者 | B, (7) 
一 | | 上 i es 上 


0 二 (7 B: 7) 

表 系 统 状态 转移 矩阵 为 

要 | 
者) 和 
试 证 明 : 若 4 (0) 二 0, 则 必 有 面包 0 ,45) 二 0 

3. 10 给 定 一 个 二 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系统 六 二 Ax,: 宕 0， 现 知 ,对 应 于 两 个 

不 同 初 态 的 状态 响应 为 

1 e 

| xD 一 | 辐 

4 —44e 


| 
| 
对 x(0) = | "| xD 一 | | 


此 (1) 一 | 


对 xt0) 一 


oo ez! 


试 据 此 定 出 系统 矩阵 不。 
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3.11 给 定 方 常 阵 4， 股 其 特征 作为 汪 两 相 萤 ， 表 trd 为 4 的 迹 即 其 对 角 元 素 之 和 ， 
站 Et — ert 


3. 12 RE 


一 -1 0 
站 
其 中 .来 样 周期 为 工 一 2。 
3.13 给 定 一 个 人 局 分 布 问 题 的 状态 方程 为 
人 |- | 1.0141 — 0. 04) 1.0150.02 1) [和 六 10 趾 
rf 上 二 1) L 1.0160.04) 1.01(1 — 0.02) Le 下 Lre(0) dx 1D, 
其 中 ,zt 表示 城市 人 [1,xs 表示 乡村 人 口 , 令 庆 一 0 表示 2001 牛 。 试 采用 计算 机 广 得 
2001 一 2015 年 城市 和 乡村 大 口 分 布 的 演化 过 程 ,并 绘 出 城市 和 乡村 人 口 分 布 的 演化 
曲线 ， 
3.14 给 定 一 个 离散 时 加 线性 时 不 变 系 统 为 
r+ 1) 1 21Frtey 1 ref DO ] 
sn) | ,jk [ei |= 四 
再 取 控 制 etR) 为 
coD 当 大 一 日 .2.4 


0D， 当 点 一 1,3,5,，…- 
采用 计算 机 计算 zi (iD 和 zs(k) 当 上 二 1,2,…,10 时 的 值 。 
3. 15 对 上 题 给 出 的 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 计 算 系 统 状 态 转移 矩阵 C4) 存 上 二 
10 时 的 结果 。 


ee -eeeer --  ， -  -  - ，。- 


第 4 章 
线性 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


能 控 性 和 能 观测 性 是 从 控制 和 观测 角度 表征 系统 结构 的 两 个 基本 特性 。 自 卡尔 曼 
(R. 王 、Kalman) 在 20 世纪 60 年 代 补 引 人 这 两 个 慨 念 以 来 ,已 经 证 明 人 它们 对 于 系统 控制 
和 系统 估计 间 题 的 研究 具有 基本 的 重要 性 。 本 章 针 对 线性 系统 ,包括 时 不 变 系统 和 和 时 变 
系统 ,连续 时 间 系 统 和 离散 时 间 系 统 , 较 为 系统 地 讨论 能 控 性 能 观测 性 的 基本 概念 和 基本 
属性 。 主 要 内 容 包括 定 义 , 判 别 准 则 ,规范 形 ,系统 结构 分 解 等 ， 本 章 的 内 容 对 十 线性 时 
不 变 控 制 系统 的 综合 具有 基础 意义 。 


4.1 能 探 性 和 能 观测 性 的 定义 


本 节 着 重 讨论 能 控 性 和 能 观测 性 的 概念 和 定义 。 这 是 随后 各 节 进 一 步 讨 论 能 控 性 能 
观测 姓 的 判别 和 属性 的 基础 。 为 使 对 这 两 个 特性 的 基本 内涵 有 更 为 宣 观 和 具体 的 认识 ， 
本 节 的 讨论 采取 由 特殊 到 一 般 的 论述 方式 。 先 从 直观 论述 和 物理 例子 引 人 能 控 性 能 观测 
性 的 间 题 和 现象 ,在 此 基础 上 再 来 概括 给 出 能 挖 性 能 观测 性 的 严格 定义 。 


对 能 控 性 和 能 观测 性 的 直观 讨论 
考虑 作为 "黑箱 ”的 一 个 系统 ,输入 和 输出 构成 系统 的 外 部 变量 ,状态 属于 反映 运动 行 


为 的 系统 内 部 变量 。 从 物理 直观 性 看 ,能 控 性 研究 黑箱 ”内 部 状态 “是否 可 由 输入 影响 ” 
的 问题 .能 观测 性 研究 “黑箱 ”内 部 状态 “是 否 可 由 输出 反映 "的 问题 。 如 果 系 统 内 部 每 个 


mn re rr 
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状态 变量 都 可 由 输入 完全 影响 , 则 称 系 统 的 状态 为 完全 能 控 。 如 果 系 统 内 部 每 个 状态 变 
量 者 可 由 输出 完全 反映 ,由 称 系 统 的 状态 为 完全 能 观测 。 
下 面 , 列 举 一 些 直观 的 例 六 ,以 期 对 能 斥 性 和 能 观测 性 的 概念 有 一 个 十 性 化 的 认识 。 
例 4.1 给 定 .- 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状 态 空间 描述 为 


rr 1 1 A ] 
，， (=| | 十 | 
_T. 0 C54 2 


工 ] 
,0 
将 其 表 为 标量 方程 组 形式 ,有 
1 一 44z1 十 总 
TT; 一 一 Sr 十 2 
了 一 一 让 7 


可 以 直观 看 出 ,状态 变量 xz, 和 x: 都 可 由 输入 完全 影响 ,系统 状态 为 完全 能 控 ， 状 态 变 
量 z 可 由 输出 y 完全 反映 ,但 状态 变量 r， 和 输出 y 没有 直接 或 间接 关系 ,系统 状态 为 不 
完全 能 观测 

例 4.2 考虑 图 4.1 所 示 的 一 个 电路 。 系 统 状态 变量 取 为 电容 端 电压 x, 输入 到 为 电 
压 渡 xi ,输出 取 为 电压 y。 


图 4.1 一 个 不 能 控 和 不 能 观 铀 电路 


从 电路 可 以 直观 看 出 , 若 有 初始 状态 Zt1) 二 0, 则 不 管 如 休 选 玻 轩 入 xft2 ,对 所 有 时 
刻 i> 都 挤 有 z(t} 二 0, 状态 x 不 要 输入 #《 站 影响 即 系 统 状 态 为 不 能 控 。 若 有 边 入 
ut 由 二 0, 则 不 论 电 容 初 始 端 电压 即 初 始 状 态 x(z) 取 为 多 少 ,对 所 有 时 刻 1 这 1 都 但 有 给 
出 y() 二 0, 状 态 工 不 能 由 输出 yt7) 反 映 即 系统 状态 为 本 能 观测 。 基 此 可 知 , 这 个 电路 为 
状态 不 能 控 和 不 能 观测 系统 。 

例 4.3 考虑 图 4.2 所 示 (a) 和 (hb) 两 个 电路 ， 如 图 标注 . 吧 状 态 竺 量 为 r 和 r, , 输 
人 为 ,输出 为 y。 

对 图 (a) 电 路 , 若 有 初始 状态 Tt 二 0, 则 不 论 如 何 选 皮 输入 wu(1) ,对 所 有 
时 刻 :am ,都 只 能 使 9 一 zs (4) ,而 木 能 使 x (0 关 zo (0。 这 意味 着 .在 e 和 = 的 二 
维 状 态 空间 中 ,位 于 2 一 写 ( 直 线 上 的 所 有 状态 点 均 为 能 控 ,位 于 zi(1) 一 zs (1) 填 续 
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外 的 也 有 状态 点 均 为 不 能 控 。 基 此 可 知 ,电路 (a) 为 不 完全 能 控 , 且 ri 一 x (7) 直线 为 
系统 的 能 控 子 空间 。 


， 国耻 由 


图 4,2 
13 一 个 不 完全 能 樟 电 夏 (by- :个 不 完全 能 现 而 电路 


对 图 (b) 电 路 , 若 有 输入 ut) 二 0; 则 对 状态 变量 初始 值 相 等 即 x (44) 一 zs 《4 的 情 
形 , 不 论 将 二 Co) 和 x (6) 的 值 取 为 多 少 ,对 所 有 时 刻 上 2 都 恒 有 电流 六 所 二 0 即 
3) 三 0。 这 意味 着 ,在 zx, 和 ras 的 一 维 状态 空间 中 ,位 于 (1 一 Tz (1 直线 上 的 所 有 状 
态 总 均 不 能 由 输出 y( 妇 反映 即 为 不 能 况 测 ,位 于 zx, ci 一 :ef 直线 外 的 所 有 状态 点 能 由 
笨 出 y(t) 反 映 即 为 能 观测 。 基 此 可 知 ,电路 (b) 为 不 完全 能 观测 ,是 z,(z)= ro 直线 为 
系统 的 不 能 观测 子 空间 ， 

但 是 应 当 指 出 ,上 述 对 能 控 性 和 能 观测 性 的 讨论 ,只 是 对 这 两 个 概念 的 一 种 直观 的 和 
不 严密 的 说 明 。 通 常 , 基 于 这 种 直观 分 析 , 只 能 用 来 解释 和 判断 非常 直观 和 非 党 简单 系 统 
的 能 控 性 和 能 观测 性 。 为 故 示 能 控 性 能 观测 性 的 本 质 属性 ,并 在 此 基础 上 给 出 叮 用 于 分 
太 和 判断 更 为 一 般 和 更 为 复杂 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 的 一 般 性 准则 ,有 待 于 对 议 两 个 
概念 建立 严格 的 定义 ， 


能 控 性 的 定义 


不 失 一 般 性 ,考察 连续 时 加 线性 时 变 系统 ,状态 方程 为 
E: XxX= A(Dx+Bn, ee] {4.1) 

其 中 ,x 为 # 维 状态 ,uw 为 p 维 输入 ,J 为 时 间 定义 区 间 ,A4(D 和 B(D 为 xXn 和 nnXxp 时 变 
和 失 血 ,和 (7 的 元 在 / 上 为 绝对 可 积 ,Bo) 的 元 在 / 上 为 平方 可 积 。 

下 面 ,从 定 文 一 个 状态 的 能 控 性 和 能 达 性 和 人手, 在 此 基础 上 推广 导出 一 个 系统 的 能 榨 

(TD 一 个 状态 的 能 控 性 和 能 达 性 

定义 4.1[ 一 个 状态 能 控 性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 (4. 由 和 指定 初始 时 刻 所 拓 
了 称 一 个 非 零 状 态 x, 在 时 刻 1 为 能 控 , 如 果 存 在 一 个 时 刻 # >16 4, 岂 及 一 个 无 约 
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束 和 容许 控制 x ,1E [Len 使 系统 状态 由 x(o 一 区 转移 到 <(0) 一 人， 

定义 4.2 [一 个 状态 能 达 性 上 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 (4. 1) 和 指定 初始 时 刻 t; € 
了 . 称 一 个 非 零 状态 x, 在 时 刻 为 能 达 , 如 果 存 在 一 个 时 刻 Ef.4 守 44, 以 及 一 个 无 约 
东 容 许 控制 ge) ,1 所 [i tj, 使 系统 状态 由 xC6) 一 0 转移 到 x00) 一 x 。 

注 1 能 控 性 和 和 能 达 性 属于 表征 系统 受 控 状 态 运 动 可 到 达 任 意 目 标 状态 的 一 种 定性 
许 性 。 这 两 个 向 念 中 ,重要 的 是 存在 输入 uw 可 使 初始 状态 经 有 限时 间 转 移 到 日 标 状 态 ,对 
状态 转移 运动 的 轨迹 形态 则 并 不 如 以 关注 和 规定 。 

注 2 定义 中 汛 约 上 容许 控制 的 提 法 具有 双重 含义 。" 无 约束 " 反 瞎 输入 的 每 个 分 
量 在 幅 值 上 的 无 限制 性 “容许 控制 ?是 指 和 输 人 问 所 有 分 最 在 区 间 了 上 的 平方 可 积 属 讨 。 

注 3 能 控 性 和 能 达 性 都 星相 对 于 时 间 区 问 /中 的 -个 取 定 时 刻 4 定义 的 ,这 对 了 于 时 
变 系 统 是 必要 的 。 对 线性 时 不 变 系统 ,不 管 是 能 控 性 还 是 能 达 性 者 与 时 刻 上 的 选取 和 无关。 

注 4 尽管 能 控 性 和 能 达 性 在 定义 上 只 有 微小 差别 ,能 控 性 规定 为 出 非 零 状态 转移 
到 零 状 态 ,能 达 性 规定 为 由 零 状态 转移 到 非 零 状态 ,但 两 者 的 等 价 是 有 条 件 的 ， 对 连续 时 
间 线 性 时 不 变 系 统 , 能 控 性 和 能 达 性 必 为 等 价 。 对 离散 时 间 的 线性 时 不 变 系 统 和 线性 时 
变 系 统 , 若 系统 矩阵 为 非 奇 异 , 则 能 控 性 和 能 达 件 为 等 价 。 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 ,能 
控 性 和 人 能 达 性 - 般 为 不 等 价 ， 

(2) 系统 的 能 控 性 和 能 达 性 

定义 44.3 系统 完全 能 控 / 能 达 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 (4. 1) 和 指定 初始 时 刻 
ic, 称 系统 王 在 时 刻 二 为 完全 能 控 / 能 达 , 如 果 状 态 空间 中 所 有 非 零 状态 在 时 刻 EJ 
都 为 能 控 , 能 达 。 

定义 4.4[ 系 统 不 完全 能 控 / 能 达 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 (4, 1) 和 指定 初始 时 刻 
分 了 称 系统 三 在 时 刻 志 为 不 完全 能 控 /能 达 , 如 果 状 态 空间 中 存在 一 个 非 零 状 态 或 一 
个 非 空 状态 集合 在 时 刻 i, /为 不 能 控 / 能 达 。 

注 从 工程 实际 角度 ,系统 为 不 完全 能 控 / 能 达 属 于 “奇异 "情况 。 通常 , 标 称 参 数 下 
提 一 个 不 完全 能 控 / 能 达 系统 , 随 着 组 成 元 件 参数 值 在 环境 影响 下 的 很 小 变动 ,都 可 使 其 
变 为 完全 能 控 / 能 达 。 如 图 4.1 的 不 能 控 电 路 ,各 个 电阻 参数 值 的 任何 不 癌变 动 都 可 破坏 
电路 的 对 称 性 ,从 而 使 电路 由 不 能 控 变 为 能 控 。 因此 ,一 个 实际 系统 为 能 控 / 能 达 的 概率 
儿子 等 于 1。 这 意味 着 , 若 对 线性 时 不 变 系 统 随机 地 选取 系数 矩阵 4 和 脐 的 元 , 则 使 系统 
为 元 全 能 控 / 能 达 的 概率 几乎 等 于 1 ， 

(3) 系统 的 一 致 能 控 性 和 一 致 能 达 性 

定义 4.5 [一 致 完全 能 控 / 能 达 ] 称 连 续 时 间 线 性 时 变 系 统 (4 1) 为 一 致 完全 能 控 / 
能 达 , 如 果 系 统 吕 对 任意 初始 时 刻 ,EJ 均 为 完 全 能 控 / 能 达 , 即 杀 统 的 能 控 / 能 达 性 与 初 
她 时 刻 iw EJ 的 选取 无 关 。 

注 一 致 能 控 /能 达 性 属于 线性 时 变 系 统 的 特殊 问题 ， 对 线性 时 不 蛮 系 统 , 由 运动 过 
程 只 与 相对 时 间 有 关 属 性 所 决定 ,系统 完全 能 控 /能 达 必 意味 着 一 致 完全 能 控 / 能 达 ， 
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能 观测 性 的 定义 


能 闪 测 性 表 往 系统 状态 串 由 栓 出 的 完全 上 友 映 性 , 宽 要 同时 考虑 系统 的 状态 方程 和 输 

出 方程 。 不 失 一 般 性 ,考察 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 , 状 态 方 积 和 输出 方程 为 
ES: I=Ax+Biou, x ) =r. telJ 
Fo CON Dinn 

其 中 ,x 为 维 状 态 ,# 为 p 维 输入 ,y 为 q 维 输 出 ,了 为 时 间 定义 区 间 ,4 ,B00) .Cin 和 
DOD 为 nxXn.nXp.gXn 和 4qXp 时 变 失 阵 ,#4() 的 元 在 上 为 绝对 可 积 .B(0) 的 元 在 J 
上 为 平方 可 积 ，。 

进而 ,由 上 一 - 章 的 运动 分 析 可 知 ,系统 工 的 状态 解 表 达 式 为 


(4.2) 


Xt) = Bt +| BN Biriutridr {4.3 
其 中 ,更 (t, 丰 为 系统 状态 转移 知 阵 ， 并 且 , 若 表 输 入 wm 引 起 的 等 价 状态 为 
zz) 一 | BU Br ur) dr C4) 
则 可 将 系统 3 的 状态 解 吉 为 | 
区 一 和 (Le 十 总 站 《4. 3 


这 意味 着 ,在 讨论 能 观测 性 即 输出 y() 对 x) 的 可 反映 性 时 ,可 把 输入 uu 的 等 价 状 态 8&7) 
等 同 为 初始 状态 看 待 , 从 六 在 状态 方程 中 可 去 掉 的 相关 项 ,再 由 于 只 讨论 状态 X(t 由 
输出 yt 的 可 反映 性 ,所 以 在 输出 方程 中 可 去 掉 w 的 相关 项 . 基 此 可 以 导出 ,对 研究 能 
观测 性 ,系统 的 状态 空间 摘 述 为 
EE: Xo ACX, RCH) ox bl | 
(4.6} 
了 了 = Cr 
下 面 ,基于 系统 的 状态 空间 描述 (4. 6), 给 出 状态 和 系统 能 观测 性 的 有 关 定义 ， 
(1) 一 个 状态 的 不 能 观测 性 
定 尺 4.4 [一 个 状态 不 能 观测 性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系统 (4. 6) 和 指定 初始 时 刻 
天 汪 称 一 个 非 零 状态 如 在 时 刻 to 为 不 能 观测 ,如 果 存 在 一 个 时 则 / ' 六 名 ,使 系统 
以 xm) 一 oo 为 切 始 状态 的 输出 %b9 粳 为 零 , 即 对 所 有 ;E La  ] 成 立 (0) =0, 
注 1 和 直观 上 ,不 能 观测 状态 z 具有 这 样 属性 .输出 y(0) 对 以 x 为 初始 状态 导致 的 
运动 响应 和 os 人 (6 具有“ 过滤” 作用 , 即 x.,(7) 不 能 被 反映 在 rr 中， 
注 2 能 观 性 局 于 表征 系统 状态 运动 可 由 输 由 完全 反映 的 一 种 定 件 属性 ， 
(2) 系统 的 能 观测 性 
定 兴 4.7 [系统 完全 能 观测 ] 对 连续 时 间 线 件 时 变 系 统 (4.6) 和 指定 初始 时 刻 te 
J , 称 系 统 在 时 刻 ， 为 完全 能 观测 ,如 果 状 态 空间 中 所 有 非 零 状 态 在 时 刻 j 都 不 为 不 能 
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观测 。 

定义 8 [系统 不 完全 能 灿 测 ] 对 连续 时 间 线 性 时 蛮 系 统 (4. 6) 和 指定 初始 时 刻 
万 称 系统 在 时 刘 式 为 不 完全 能 观测 .如 果 状 态 空 间 中 存在 一 个 非 鹤 状态 或 一 个 非 空 状 
态 集 合 在 时 刻 4 为 不 能 观测 。 

注 1 从 工程 实际 角度 .系统 为 不 完全 能 观测 也 属于 "奇异 ?情况 。 一 个 实际 系统 为 
能 观测 的 入 率 几乎 为 1。 这 意 昧 着 , 若 对 线性 时 不 变 系 统 随机 地 选取 系数 后 阵 及 和 人 C 的 
邱 , 则 使 系统 为 完全 能 观测 的 概率 几乎 等 于 1， 

《3) 系统 一 致 能 观测 性 

定义 4.9 [系统 一 致 完全 能 观测 ] 称 连续 时 间 线 性 时 变 系统 t4.8) 为 一 矣 完全 能 疯 
测 , 如 果 系 统 对 任意 时 刻 t € J 均 为 完全 能 观测 , 即 能 观测 和 初始 时 刻 4 EJ 的 选 皮 
无 英 。 

注 1 一 致 能 观测 性 属于 线性 时 变 系 统 的 特殊 问题 。 对 线性 时 不 变 系 练 ,系统 着 全 
能 观测 必 意 味 着 一 致 完全 能 观测 。 


4.2 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 能 控 性 判 据 


本 市 以 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 为 研究 对 象 ,系统 地 讨论 基于 系数 矩阵 判定 能 拧 性 
的 常用 准则 ， 主 要 和 包括 格拉 姆 矩阵 判 据 . 秩 判 据 . 约 当 规范 形 判 据 .PBH 判 据 等 ， 这 些 判 
据 ,或 在 理论 上 具有 重要 意义 ,或 在 应 用 上 十 分 简便 本 节 的 分 析 和 论证 思路 可 推广 到 连 
绫 时间 线性 时 变 系 统 和 离散 时 间 线 性 系统 。 


格拉 姓 和 矩阵 判 据 


考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ,状态 方程 为 
x=AxBr, xi0)=x. 1>0 《4. 7) 
其 中 ,x 为 5 维 状态 ,# 为 bp 维 输入 .4 和 BB 为 n Xn 和 nm Xp 常 值 和 矩阵， 
结论 4.1 [能 控 性 格拉 姆 矩阵 判 据 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 7?) 为 完全 能 控 的 
充分 必要 条 件 是 ,存在 时 刻 >0, 使 如 下 定义 的 格拉 姆 (Gram) 和 矩阵 


W.[L9,5] A | e “BETe* ‘di (4.8) 
为 非 奇 异 。 
证 先 证 充分 性 。 已 知 W.[0,4] 非 奇异 , 欲 证 系统 完全 能 挖 ， 


采用 构造 性 方法 。 由 研 :[0,] 非 奇异 ,可 知 祁 :'[0,4,] 存 在 。 基 此 ,对 状态 空间 中 任 
一 非 零 状态 xt, 均 可 构造 相应 控制 输入 ut2) 为 
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uti) 一 一 是 Te pL,t x,, rE [ot} (4.9) 
使 wtf} 作 用 下 状态 xt1) 丰 时 刻 4 的 半 果 为 
TH) = Ed 于 + em ? Bui)ydr 


一 ear ¥, — et | e +*BHTe* dt 1 [0,t Jx, 


= er er WO WE Lo, Jx. 
= ex ex = (4. 10) 
这 表明 ,状态 空间 次 中 所 有 非 零 状态 均 为 能 控 。 据 定义 ,系统 完全 能 控 。 充 分 件 得 证 . 
再 证 必要 性 . 已 知 系统 完全 能 控 , 欲 证 W.[0,] 非 奇异 。 
采用 反 证 法 。 反 设 环 .[0,#, 1 奇异, 妓 反 设 状态 访 间 六 中 至 少 存 在 一 个 非 零 状 态 7,， 
使 成 立 ， 


xdW LN rs 一 0 [4. 11》 
基 此 ,可 进而 导出 ， 
0= xIW.[0,1 jx, = | xle “BHre- ‘x,dt 
| [Be “zo [Be sd 
- | | Bre ed (4a. 12) 
看 
其 中 .|| ， | 表示 所 示 向 量 的 范 数 ,而 范 数 必 为 非 负 值 ， 于 是 , 谷 上 式 成 立 , 只 可 能 有 
BTe“ x, =0, YE [0,0] (4. 13) 


男 一 方面 ,由 系统 完全 能 控 知 ,对 状态 空间 加 中 包括 上 述 x 在 内 所 有 非 零 状态 , 均 可 找 
到 相应 输入 ul 站 使 成 立 : 
0 = rth) = et x + ee Buti) dr (4. 14) 
由 此 ,又 可 导出 ， 
i = 一 e “Bu dt (4. 15) 


| x? = zx = -je “ButD dr | 局 =— | wr (DLBTe"z, Jd (4. 16) 
从 而 ,利用 式 (4. 13) ,由 式 (4. 16) 可 进 -- 步 得 到 
| 一 0 即 x =0 (4. 17) 
这 表明 , 反 设 *W.[0,z,] 奇 异 即 x, 非 零 ” 于 居于 由 已 知 系统 完全 能 控 导 出 的 结果 (4. 17), 
以 面 , 反 设 不 成 立 , 证 得 环 .[0,t ] 非 奇异 。 必要 性 得 证 。 证 明 完成 ，。 
注 1 局 拉 姆 矩阵 判 据 的 意义 不 在 于 具体 判别 中 的 应 用 ,而 在 于 理论 分 析 和 推导 中 
的 应 用 ， 到 用 于 县 体 判别 时 ,由 于 判别 过 程 包括 矩阵 指数 函数 计算 和 积分 计算 ,这 对 高 维 
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系统 并 非 易 事 ， 

注 2 对 完全 能 控 连 续 时 间 线 性 时 不 空 系统 ,基于 格拉 姆 矩阵 可 给 出 使 任意 非 零 初 
态 在 有 限时 间 内 转移 到 原点 的 控制 输入 的 构造 关系 式 ， 

注 3 运用 格拉 姆 矩阵 判 据 的 类 同 推 证 过 程 吕 以 证 明 . 对 连 绪 时 间 线 性 时 不 变 系统 ， 
“W190,0 j 非 奇异 "同样 也 是 “系统 完全 能 达 ” 的 充分 必要 条 件 。 据 此 ,可 以 导出 ,对 连续 时 
间 线 性 时 不 变 系 统 ,有 

系统 完全 能 接合 Wo 0 人 ] 为 非 奇异 ”全 系统 完全 能 达 
这 就 表明 ,对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,能 控 性 等 价 于 能 达 性 。 因 此 ,本 节 给 出 的 相对 于 
能 控 性 的 判 据 均 可 适用 于 能 达 性 。 


秩 判 据 


进而 ,讨论 判别 能 控 性 的 秩 判 据 。 秩 判 棋 由 于 直接 基于 系统 系数 和 拓 阵 筷 补 B， 日 只 涉 
长 矩阵 的 相 屠 和 求 秩 运算 ,因而 在 具体 判别 中 得 到 广 尘 应 用 
结论 4.2 [能 控 人 性 秩 判 据 ] 对 维 连 续 时 间 线 性 时 不 栾 系统 (4. 7) :构造 能 控 住 类 别 
矩阵 ， 
Q. = [Bi:AB :-.-.. A"!'BT (4. 18) 
则 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 为 
rankQ. = rank[B :AB :A* IB]=n (4. 19) 
证 先 证 充分 性 ,已 知 rankQ. 一 n, 欲 证 系统 完全 能 控 。 
采用 反 证 法 ， 朗 设 系统 不 完全 能 控 , 则 据 格拉 姆 矩阵 判 据 知 ,格拉 姆 矩阵 
W.[0,4] = 上 eBBTe dt, Yi 0 (4. 20) 
为 奇异 。 这 意味 着 ,状态 空间 入 中 至 少 存在 一 个 非 零 状态 a ,使 成 立 : 
0= xz 由 [oa = | a Te 4 有 BTe-eT gd 


， {4.217 
一 | [Le e+ 下 [are 站] 出 
于 是 ,由 此 导出 ， 
a'e*B=0, Yie[d,n] ‘1. 22) 
将 上 式 对 时 同 变 量 求 导 直至 Ca 一 1) 次 ,再 在 导出 结果 中 令 1 一 0,9| 以 得 到 
aBo=0, oTAB=0, arTAB=0, .., arA"'B=0 (4. 23) 
进而 , 表 上 述 关系 式 组 为 
rrBiAB AB:... :A" Bl=a'0.—10 (4. 24) 


基 此 并 由 a 天 0, 可 知 判别 矩阵 @, 行 线性 相关 , 即 rank@ <”r。 耶 盾 于 已 知 rank@. 一 n, 反 
设 不 成 立 , 系 统 完全 能 控 。 充 分 性 得 证 。 


一- 
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再 证 充分 性 ,已 知 系统 完 全 能 控 , 葡 证 rank. 一 ?， 
采用 反 证 法 。 芭 如 ranke@ cn 即 作 行 线性 相关 。 这 意味 着 .状态 空间 :六 中 至 少 存 
在 一 个 非 零 状态 & .使 成 立 : 


z .一 [有 4 A"M'B]=0 {4. 25} 
督 虚 问题 一 般 性 ,出 上 上 式 可 导出 
uAaAB Go, 7=0,1,:…,n— 1] (4, 26) 


再 据 凯 莱 - 哈 密 尔 顿 定理 知 .4" .4 1 … 均 可 表 为 于 各 ,4 .4 的 线性 组 人 台 。 基 此 ,可 
将 上 式 进 一 步 扩 展 表 为 

aTAB-0, 1 0,1,2.... (4. 27) 
"A B= 0, YE [OY], F010.... C4. 28) 


或 
1 ，， 1 
0 一 aT| 了 工 一 4 十 上 A2P -A 
机 21 31 (4. 29) 
一 a'e +*B, Yi 亡 -0,4 ] 
于 是 ,基于 式 (4. 29) ,就 可 导出 
0 = ar| eBBre die =a Wlon]a (4. 30) 


这 意味 着 ,格拉 姆 矩阵 .Lo0,5] 奇 异 , 即 系统 不 完全 能 控 。 予 后 于 已 知 系统 完全 能 控 , 反 
设 不 成 立 , 必 有 rankQ. 二 n*。 必 要 性 得 证 。 证 明 完成 。 
例 4.4 考虑 前 面 曾 讨论 过 的 例 4. 1, 状 态 方程 为 


。 和 4 | ,| 2 
* 一 | _s 半 十 2 人， no 二 


&. = [B.: AB]= |; 1 


容易 判定 ,rank@. 一 2 一 pm。 据 秩 判 据 知 ,系统 完全 能 控 
例 4.5 考虑 前 面 曾 讨 论 过 的 图 4.24a) 所 示 电 路 , 定 出 状态 方程 为 


通过 计算 ,得 到 


. -| 0 了 
[| RC [”] RC 

. | 二 十 H， 其 二 2 
村 二 0 本 1 -人 1 
RC RC 


其 中 , 民 和 CC 可 取 为 任意 有 限 值 。 通过 计算 ,得 到 ， 


1 1 
RO ~ URCY 
0. = [LB :AB]= | 


RC CRC] 
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容易 判定 ,rank@. 一 1 二 2 二 n。 据 和 鞭 判 据 知 ,系统 不 完全 能 控 。 
全 4.6 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 为 


一 ] 一 4 -2 2 0 
:| 。 6 -lr lw n=3 
1 7 一 1! [1 1 


通过 计算 .得 到 | 
I2 一 和 * 闫 并 
0. = [B:AB.AB]:- [ ] 一 1 x # x 
1 | ] 2# ¥ 闫 


考虑 到 ,由 上 述 判 别 和 矩阵 的 前 三 列 . 已 可 判定 ，: 


2 0 —4 
detl0 1 -il 关 0 
} 1 i 

rankO. ~— 3—n 


基 此 ,后 三 列 无 需 进行 计算 ,可 用 * 号 代替 。 据 秩 判 据 知 ,系统 完全 能 控 。 


PBH 判 据 


能 控 性 PBH 判 据 包 括 "PBH 秩 判 据 " 和 “PBH 特征 向 量 判 据 ” 出 被 狼 夫 (Popov} 和 
贝尔 维 奇 (Belevitch) 提 出 ,并 由 豪 塔 斯 (Hautus) 指 出 其 广泛 可 应 用 性 ， 因此 ,以 他 们 姓 
氏 首 字母 组 合 命名 ,习惯 地 称 为 PBH 判 据 。 

结论 4.3 [能 控 性 PBH 秩 判 据 ] n 维 连续 时 间 线 性 时 不 恋 系统 (4. 7) 完 全 能 控 的 充 
分 必要 条 件 为 

rank[ sf — 4A.Bl=n, YY [< (4. 31) 
或 
rank[AT—AB]=n, 1= 1,2,.,n 4. 32) 
其 中 , 各 为 复数 域 ,0 一 1,2,…,n) 为 系统 特征 人 入 

证 ” 先 证 必要 人 性。 已 知 系统 完全 能 控 , 欲 证 式 (4.31) 和 式 (4. 32) 成 立 . 

采用 反 证 法 。 反 设 对 某 个 特征 值 . ,有 rank[iA4 一 态 ,B]<n, 则 意味 着 [XA.1 -一 A,8] 行 
线性 相关 。 由 此 , 必 存 在 一 个 非 零 有 维 常 向 量 g ,使 成 立 ， 

a [ad—Aa,B]=0 《4. 33) 
考虑 到 问题 一 般 性 ,由 上 式 可 导出: 
a 和 一 MrT， niB-0 《4. 34) 
进而 ,由 此 可 有 
4 有 一 0 和， waT48 一 ANTB 一 日. aA"iB- 0 (4.35) 


Tr -一 一 
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于 是 , 据 此 可 以 得 到 
aTBiAB.. 4 一 0 {4.36) 
但 知 a 关 0, 敏 上 式 成 立 , 内 可 能 有 
rankQ. < n ‘(4.37) 
据 秩 判 据 , 可 知 系统 不 完全 能 控 , 蒜 盾 于 已 知 系统 完全 能 控 。 反 设 不 成 立 , 式 (4. 32) 得 证 。 
再 注意 到 ,对 复数 域 # 上 除 特 征 值 和 (i 一 1.2.… .mn) 外 所 有 s. 成 闻 tangk( 弛 一 各) 一 mn ,所 以 
式 人 4. 32) 必 意味 着 式 {4.31}， 必 瑟 性 得 证 ， 
再 证 充分 性 。 已 知 式 (4.31) 和 式 (4.32) 成 立 , 欲 证 系统 完全 能 控 。 
采用 反 证 法 。 反 设 系统 不 完全 能 控 , 则 据 4. 10 节 中 给 出 的 系统 结构 按 能 控 性 分 解 结 
论 可 知 , 必 存 在 线性 非 奇 异 变换 ,使 系数 矩阵 对 (4,B) 变 换 为 如 下 分 解 形式 ， 
入。 点 
oa 


六 一 PAP-! = | (dd, 38) 


_ 8. 
5-PB= | | (1. 39) 


其 中 ,CA.E RB.E RAOA EW M0E ”代表 系统 分 解 后 的 能 控 部 
分 和 不 能 控 部 分 。 再 表 
4 一 44. 的 一 个 特征 值 = 4 的 一 个 特征 值 
4 EE CY" A 的 周 于 于 » 的 一 个 左 特征 向 量 
基 此 ,可 构造 一 个 非 零 n 维 行 向 量 g7 -一 [0,97]P, 使 成 立 . 


_ B. 
1B—[0,g JP.P |- (4. <) 


一 ; A 总 
T 间 一 四 ， 工 PP. 下 | 一 |e 
q L0,9: ] 0 及 


一 20,974,]P 一 [0,A,gd IP= ACO,g JP 一 Ag (4. 41) 
这 表明 ,存在 一 个 n 维 行 向 量 g7 尖 0, 使 成 立 ， 
gq [aT— A,B8]=0 (4. 42) 


等 价 地 , 即 存 在 一 个 入 .EE%, 有 
rank[ Ad 一 各 ,县 ] < n (4. 43) 
显然 ,这 和 已 知 “rankfsf 一 4,B8]==n, YsE 4" 相 巴 质 ， 皮 坎 不 成 并 ,系统 完全 能 控 ， 充 分 
性 得 证 。 证明 完 成 ， 
注 1 需要 指出 ,在 能 控 性 PBH 获 判 据 的 充分 性 证 明 中 已 经 用 到 -个 事实 , 即 对 状 
态 方程 作 线 性 非 奇 异 变 换 不 改变 系统 能 控件 对 这 一 事实 的 证 明 在 4.8 节 给 出 ， 
例 4.7 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 为 


0 1 0 0 0 1 
.loo _10 1 0 
oo oflole nn 

00 50 2 0 
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首先 , 定 出 羯 别 短 阵 ; 


s 一 ] 0 人 0 1| 
0 5 1 0 
[sT—A,BI 一 ， _1 ] 


进而 . 定 出 息 阵 各 的 特征 值 , 布 
和 一 一 0， 一 5，h 一 一 后 


下 画 :针对 各 个 特征 值 ,检验 判别 所 阵 的 秩 。 对 * 一 N = =0, 通 过 计算 ,有 
0 一 ] 0 J yd 1 


站 
rank[sT — A,B]~ rank 0 


0 0 —1 D 1 
0 0 —5 0 一 2 0 
| 0 0 0i 
] 0 1| 
— rank 一 4 二 x 
一 ] 0 
0 — 总 | 
对 3 二 A = 一 v5 ,通过 计算 ,有 
5 一 1 0 0 | 
_ 0 5 1 0 1 9 
rank| 中 — A,B]= rank 三 
0 0 -1 01 
0 0 一 v5 —2 0 
5 一 1 0 1 
= rank| 9 Y5 0 一 4 一 六 
0 0 1 
0 0 一 2 0 
对 :一心 一 一 5 ,通过 计算 ,有 
一 号 一 1 0 0 0 1 
0 —y5 1 0 1 0 
rank[ sT — 4A, Bl= rank V5 
0 0 -yy5 -1 0 1 
0 0 一 5 —y5 2» 0 
—y 一 1 0 1 
= rank 9 v5 1 0 一 4 二 
0 0 0 1 
0 0 一 2 0 
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这 表明 .满足 PBH 秩 判 据 条 件 ,系统 完全 能 控 ， 
结论 4.4 [能 控 性 PBH 特征 向 量 判 据 】 # 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (4.7) 完 全 能 
控 的 充分 必要 条 件 为 , 短 阵 站 不 存在 与 B 所 有 列 正 次 的 非 零 左 特征 向 最 , 即 对 知 阵 丰 所 
有 特征 值 4.(= 二 1.2.…,n) ,使 同时 满足 
ra aAar', alB-'0 《44, 44) 
的 左 特 定向 民 a "一 0, 
证 先 证 必要 性 。 已 知 系统 完全 能 控 , 窝 证 不 存在 一 个 x ! 关 0 使 式 (4.44) 成 立 。 
采用 反 证 法 。 反 设 存在 -- 个 二 维 行 向 量 e 0 使 式 (4. 44) 成 立 , 刚 由 此 有 
a' B=0, arAB=Aia B=0, + uA B=-0 {4.45) 
从 而 可 以 得 到 
w [有 AB …; 4" 有] 一 aa =0 C4. 45 1 
这 表明 ,rankQ.<n。 据 秩 判 据 知 ,系统 不 完全 能 控 , 与 已 知 系统 完全 能 次 相 著 盾 。 肥 设 椒 
成 立 ,必要 性 得 证 。 
再 证 充分 性 。 已 知 不 存在 一 个 7 天 0 使 式 (4. 44) 成 立 , 欲 证 系统 完全 能 榨 ， 
采用 反 证 法 。 反 设 系统 不 完全 能 控 , 据 PBH 秩 判 据 知 ,至 少 存 在 一 个 ;一 A 及 其 一 
个 韭 堆 左 特征 向 量 x TE 如 ,使 成 立 : 


ofaAT—AB]=0 《4 7) 
这 表明 ,对 特征 值 4 存在 非 索 左 特征 向 量 a " 半 0, 同 时 满足 
rrA=~Aa', a'Bo0 {4.48) 


虽然 .这 和 已 知 相 矛盾 。 上 反 设 不 成 立 , 充 分 性 得 证 。 证 明 完成 。 
注 1 人 能 控 性 PBH 特征 向 量 判 据 主要 用 于 理论 分 析 中 ,特别 是 线性 时 不 变 系统 的 复 
频率 域 分 析 中 。 


约 当 规范 形 判 据 


约 当 规范 形 判 据 是 基于 系统 约 当 规范 形 判别 能 控 性 的 一 类 判 据 。 符 点 是 判别 的 直观 
性. 在 不 计 及 变换 运算 下 ,只 需 直 接 观 测 输入 矩阵 或 通过 简便 计算 就 可 给 出 判别 结果 。 
结论 4. [能 控 性 约 当 规范 撒 判 据 ] 对 n 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4.7) , 设 = 个 
特征 值 A ,As ,7 ,1 为 两 两 相 异 , 则 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 为 ,对 状态 方程 (4. 7) 通 
过 线性 非 奇异 变换 导出 的 约 当 规范 形 ， 
Ai 


于 一 ， X + Bu (4. 49) 
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bb A000, 7= 12 (4, 50) 
证 对 系统 约 当 规范 形 (4. 49)7 ,组 成 PBH 秩 判 据 判 别 拭 阵 : 
[一 入 | bh | 
CO A b. | 
L 江 一 和 ,BB| 一 ] | 。 [4,51Y) 


| $A 二 


由 其 组 成 元 结构 可 以 看 出 ,对 5 一 ,i€E [1,2,… sn] ,rank 一 起,] 二 n” 成 立 , 当 且 仅 当 
“E12 nn]”。 证 明 完 成 

结论 4.6 [能 控 性 约 当 规 范 形 判 据 ]】 对 » 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 让, 设 # 个 
特征 值 为 Al (Co! 重 ,a 重 ) ,ns 《az 重 ,os 重 ) fo 重 .o, 重 )， 日 有 {gi 十 6 十 一 0) 二， 
机 关 宙 ，Y i 考 j, 则 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 性 为 ,对 状态 方 举 (4 7 通过 线性 非 奇异 蛮 
换 导 出 的 约 当 规范 形 ， 


一 十 十 可 (4. 52) 
其 中 
由 ] 'B, 
~ J | A ] 
= Bo (4. £3) 
tn ay {ne pl : 
J 8 
J i 
J a B., 
J: 一 。 ， B =|. 《二 54) 
Le a ) ", Lp 上 
J 1 | 
A, 1 
rb 
2 ] i 
风 了 
让 一 BB, 一 . (4, 55) 
rr 二 共和 了 * 
1 1 
A b. 
tatm+y 一 (4. 56) 
由 角 , ,多 ,,… , 息 。 未 行 组 成 的 和 矩阵 行 线性 无 关 对 ;= 1 ;24 汪 均 成 立 , 即 有 
bd. 
bs 
rank : < 0, Yi 二 TB ,et (4. 57) 
Bb, 


证 为 使 推 证 过 程 中 符号 不 致 过 于 复杂 ,不 失 普 记性 ,不 妨 取 为 
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A 1 bi 
A! 1 六 
A] : b,, 
A=| | a 1 ,B= bh, (4. 58) 
. A b,, 
. A 1 bi 
A 人 
其 中 ,了 关 守 。 对 上 述 约 当 规范 形 , 组 成 PBH 秩 判 据 刊 别 征 阵 ， | 
一 站 | 一 ] pi 
,2 1 bs 
$ 一 及 | b., 
[LI 一 4 的 一 | 一 -1 b, 
5 一作 Bs 
0 sa 1 hb 
5s — A, :Bl 
(4.59) 
对 ;二 负 ,利用 PBH 秩 判 据 判 别 , 有 | 
0 一 1 - hi 
0 —1: i 
_ oi :Ba 
RA ho 
. 0 bs 
四 Xa 1 hb 


: A 一 和 § bs 
其 中 心 一 4 天 D。 可 以 看 出 ; [417 一 六 . 记 ] 行 满 秩 即 rank[47 一 4 下] 一 2 一 7. 当 县 仅 当 


b., 
rank| ， |= A 一 了 Cd.61) 
ri 
类 极地 ,对 4 一 人 3 [2 了 一 各 ; 息 - 行 满 秩 即 rank[ hI—A,B]=n—7, 当日 仪 当 
rankb,s, 一 es 二 1 (4. 62) 


从而 结论 (4. 57) 得 证 。 证 明 完 成 。 
例 4,8 给 定 特征 值 两 两 由 异 的 -- 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 设 其 约 当 规范 形状 


态 方 程 为 
Zz 一 了 0 0] rz 2 
7 0 0 | lo 1l 半 


rr 
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得 接 观察 可 基 , 惩 阵 旦 不 包谷 雷 入。 据 约 当 规范 彤 判 据 . 系 统 完 全 能 控 。 
例 4.9 给 定 包含 重 特 入 值 的 一 个 连续 时 间 线 柏 时 不 宰 系 统 , 设 其 约 当 规范 形状 态 
方程 为 


-2 1 - MT 05 
站 一 了 | 0 站 
一 了 D0 4 | 
* C= 一 2 ix+ |0 0 7la 
3 1 ， | 站 0 Il 
们 名 〖 1 0 
[L 31 人 
对 应 于 为 一 一 2 和 入 一 3 各 个 约 当 小 块 的 未 行 , 找 出 年 阵 直 的 相应 行 ,组 成 如 下 丙 个 
征 阵 ， 
记 ] & oO1 机 
了 by [ 1 0 
hb: 一 0 4 3 二 ] -| | 
| 。 L$, LO 4 1 
[Bb ly 0 7 


可 以 春 出 ,它们 均 为 行 满 秩 。 扎 约 当 规范 形 判 据 , 系 统 完全 能 控 ， 


能 控 性 指数 


现在 进一步 引信 能 控 性 措 数 概念 ， 在 一 些 综合 问题 中 ,不 管 时 域 方 法 还 足 复 频 域 广 
法 ,都 会 用 到 能 控 性 指数 概念 。 考 察 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
x Ar+Bn, x(0)—x, 1t0 i 63) 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,xn 为 p 维 输入 ,和 4 和 日 为 nxXn 和 7X 户 的 常 值 矩 阵 。 表 上 为 正 灼 数 ， 
组 成 如 下 一 个 nxkp 和 矩阵 : 
人 一 BiAB:IAB 4 (4. 64) 
当 让 二 nn 时,Q, 即 为 控 性 判别 矩阵 ， 
定义 4. 10 [能 挖 性 指数 ] 对 完全 能 控 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4.63) ,定义 系统 的 
能 控 性 指数 为 
二 使 *rank8, = n” 成立 的 上 最 小 正 整 数 (4,65) 
注 1 直 疯 上 ,能 控 人 性 指数 可 这 样 确定 ,对 矩阵 Q 将 大 依次 由 + 增加 直到 有 
rank@ 一 n, 则 上 这 个 临界 值 即 为 jx。 
对 能 控 性 指数 ,可 以 导出 如 下 一 此 结论 ， 
结论 4.7 [能 控 性 指数 ] 对 完全 能 控 单 输入 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (4. 63) ,状态 
维 数 为 n, 则 系统 能 控 性 指数 为 


A (4. 66) 


rm 
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结论 4.3 [能 控 性 指数 ] 对 完全 能 控 多 和 辖 入 连续 时 则 线性 时 不 变 系 统 (4.,63), 状 态 
维 数 为 xz, 输入 维 数 为 广 , 设 rankB8 一 r, 则 系统 能 控件 指数 满足 如 下 合计: 


十 首先 ;考虑 到 由 ,为 n Xjp 阵 , 徐 使 rank@, 一 4 ,前 提 屁 儿 , 列 数 必须 大 于 或 等 于 
愉 , 行 数 。 基 此 . 即 可 证 得 (4. 87}) 左 不 等 式 . 


xp 守 nn 即 p< [4. 68) 


进而 ,由 rankB 一 > 和 能 控 性 指数 定义 可 知 , 4AB,A4:B,-…,A* 1 中 每 个 矩阵 至 少 包 含 一 个 
列 向 量 , 其 与 @, 中 位 于 左 侧 所 有 线性 独立 列 向 量 为 线性 无 关 ， 基 此 . 即 可 证 得 (4.67) 右 
不 等 式 ; 
rire-ln 即 A 芝 一 rr 十 1 (4. 60) 
结论 4.9 [能 控 性 指数 ] 对 完全 能 控 多 给 人 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (4.63), 状 太 
维 数 为 ,输入 维 数 为 p,rankB 一 r, 泡 为 算 阵 4 最 小 多 项 式 的 次 数 , 则 系统 能 控 性 指数 满 
足 如 下 估计 ; 


2 


p A min(a nr+1) (4. 70) 
证 由 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 ,4 的 最 小 寥 项 式 $(5) 具 有 属性 ， 
A 二 aml=0 (4.7]) 
基 此 ,可 得 
A'B =—a, 4 一 Cd. 72) 


表明 4"B 所 有 列 均线 性 相关 于 @,. ,中 位 于 其 左 方 的 各 列 向 量 。 同 理 , 对 1:B,….,A"B 
共有 同样 属性 。 基 此 , 据 能 控 性 指数 定义 可 知 , 必 成 立 二 元 由 此 ,并 利用 式 (4. 67), 即 
可 导出 (4.70)。 证 明 完 成 
结论 4. 10 [能 控 性 判 据 ] 对 多 输入 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 63) ,状态 维 数 为 
4 ,输入 维 数 为 p,rank8 二 7, 则 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 为 
rank@, .1 = rank[B :AB .... A"'Bl=n 《4. 73) 
证 由 rank8=xr,B 有 和 且 仅 有 r+ 个 线性 无 关 列 ， 再 由 (4, 73? 知 ,系统 完全 能 控 当 且 仅 
当 其 余 (n 一 7) 个 线性 无 关 列 位 于 AB,A?B,…,A"-"B 等 矩阵 中 。 如 车 不 然 , 即 其 中 线性 无 
天 列 数 少 于 Cn 一 r), 则 意味 着 这 个 扰 阵 组 的 最 后 一 个 或 一 些 和 矩阵 中 不 包含 线性 无 关 列 .内 
市 4 B,…,A" -1B 也 必 不 包含 线性 无 美 列 ， 证 明 完成 。 
结论 4. 11 [能 控 性 指数 属性 ] 对 完全 能 控 多 给 入 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 63)， 
状态 维 数 为 ,输入 维 数 为 p, 将 Q, 表 为. 
名 一 [及 0 bs : Ab: ,Ab Ab, : A?b, Al bi, ,Ab, 


本 . .i 加 .i 9 'b, | 《站 。 74) 


TE -一 一 
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并 从 左 至 右 售 次 搜索 名 ,的 #1 个 线性 无 关 列 , 即 车 某 个 出 不 能 表 成 其 左 方 各 列 的 线性 组 合 
就 为 线性 无 次, 否则 为 线性 相关 。 考 虑 到 县 中 有 且 仪 有 -个 线性 无 天 列 ,再 将 按 此 搜索 方 
式 得 到 的 二 个 线性 无 关 列 重新 排列 为 

六 


b, 本 加 ip. (4. 25) 
其 中 
下 一 下 十 二 上 一 和 (4, 76) 
则 能 控 性 指数 满足 关系 式 ;: 
1 Maxip ta ,pL,} {dd.77) 


且 称 {pps pr} 为 系统 的 能 控 性 指数 集 。 
例 4.10 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 为 


一 ] 一 4 一 2 2 0 
二 心 6 | lu ni3,， renkB =? 
_- 1 7 一 1 1 1 


通过 计算 ,得 到 
攻 0 一 并 字 革 六 洒 
rankQ. 一 rank[B :AB :A:B] -rank'0 1 -1 » # | 3 一 ， 
Li 1 ] 4 XX 
这 表明 ,系统 完全 能 控 , 且 能 控 性 指数 集 和 能 控 性 指数 为 
4 一 2 一 1 和 上 二 Imaxta 一 2.p 一 1] 一 2 


4.3 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 能 观测 性 判 据 


能 观测 性 和 能 控 性 在 概念 上 是 对 偶 的 。 基于 这 一 属性 蚌 者 在 特性 和 判 据 上 也 是 对 偶 
的 。 基 此 ,本 节 关 于 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 能 观测 性 判 据 的 讨论 , 除 最 为 基本 的 格拉 怒 
算 降 判 据 外 ,对 大 多 数 判 据 和 相关 结果 只 给 出 结论 而 不 再 提供 证 明 ， 本 上 季 的 论述 涉及 能 
观测 性 的 常用 判 据 和 能 观测 性 指数 ， 


格拉 姆 逢 阵 判 据 


考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,如 在 前 面 所 论述 过 的 那样 ,其 用 于 讨论 能 观测 性 问题 
的 状态 空间 描述 模 弄 为 


| 


XY, TO0)—~ x 0 


x 
yx (4., 78) 
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其 中 民 为 n 维 状态 .y 为 了 维 输 出 ;有 4 机 世 为 nn 和 gn 常 值 第 阵 ， 
结论 4.12 [能 观测 性 格拉 姆 第 阵 判 拘 」] 对 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 计 系 统 
(4. 78) ,系统 完全 能 观测 的 充分 必要 条 人 性 为 ,存在 时 刻 访 关 0 ,如 下 定义 的 格拉 姆 年 阵 


Wo 全 | ea5CICew dt (4.79) 


为 目 奇 异 。 

证 先 证 充分 性 ,已 知 W.[0,5 ] 非 奇异 , 窝 证 系统 完全 能 观测 。 

采用 构造 性 方法 。 由 W.L0,# j 非 奇异 ,可 知道 九 ,'[0,4 存在。 基 此 ,对 区 间 [0. ] 
上 任意 输出 7 ,可 以 构造 ; 


Wo iO, | et Cyt) di — Wot [Loa]| eCrCev dr, 


= Wo [0 WO x = x (4.80) 
这 表明 ,在 WoL0,5 ] 非 涤 异 条 件 下 ,总 可 根据 区 间 [0,0] 下 任意 输出 (0) 构造 册 对 应 此 零 
初始 状态 x,。 根 据 定义 ,系统 完全 能 观测 。 充 分 性 得 证 。 
再 证 必要 性 。 已 知 系统 完全 能 观测 ,和 欲 证 风 ,[0,5] 非 奇异 ， 
来 用 反 证 法 。 反 设 允 .[L6.5 ] 奇 异 , 即 反 设 存在 某 个 nx1 非 零 状态 xx 使 成 立 : 


一 站 _ 一 
0= 工 W[ 0 Jx, := | ‘xl es CCerr,. di 


一 Pry 一 | | || -ide (4. 81) 
这 意味 着 
y= Cex 0 Yre [0,0] (4. 82) 
据 定 义 知 , 非 零 状态 x。 为 状态 空间 中 一 个 不 能 观测 状态 , 秆 盾 于 已 知 系统 完全 能 观测 . 
及 设 不 成 立 ,WW。L0,t;] 非 告 异 。 必 要 性 得 证 。 证 明 完 成 。 

注 1 对 能 观测 性 ,格拉 姆 矩阵 判 据 主 要 意义 ,同样 不 在 于 在 具体 判 别 中 的 应 用 ,而 
在 于 在 理论 分 析 和 推导 中 的 应 用 ， 当 运 用 于 具体 判别 时 ,由 于 涉及 和 矩阵 指数 函数 计算 和 
积分 计算 ,这 对 高 维系 统 并 非 易 事 。 

注 2 对 完全 能 观测 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ,格拉 姆 矩阵 判 据 的 证 明 过 程 厨 时 给 
出 了 由 区 间 [0,n] 上 任意 输出 y(D 构 造 对 应 初始 状态 r， 的 计算 关系 式 ， 


秩 判 据 


秩 判 据 是 直接 基于 系数 盾 阵 4 和 判断 系统 能 观测 性 的 -一 类 判 括 。 秩 判 据 在 运用 
于 具体 判 别 时 ,由 于 只 涉及 年 阵 相 乘 和 求 秩 运算 ,因而 得 到 广义 的 应 用 。 

结论 4. 13 [能 观测 性 秩 判 据 ] 对 维 连续 时 间 线 性 时 不 恋 系统 (4.78) .构造 能 观测 
性 判别 矩阵 为 
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C 
QC AC C483) 


LC ' 

则 系统 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 为 
| 
C4 


CA ! 


畏 (4. B13 


Frank 一 rank 


或 
rankQs = rank[CT i ATCT we CAT) aiCI] 二 > [4.85) 
例 4,11 考虑 图 4.2(b) 所 示 电 路 , 取 输 人为 零 即 wb 一 0, 导 出 电路 状态 六 程 和 输出 
方程 为 


《RR) 二 +R.) R; | 
| TI] L L Pr 
| 一 | 全 二 2 
te R: RRlLr 
r | 


一 fr 
y= LR; -RR. i | | 
Li 


其 中 ,LL,R, 和 可 取 为 任意 值 。 进 而 ,通过 计算 得 到 


- R; 一 县 : 
rankd, 一 mank| 7 |= rank _ CR,R, 二 2Ri) (CR,R,+ 2Ri)|=1<2—n 
L L 


由 秩 判 据 可 知 ,系统 不 完全 能 观测 . 
例 4.12 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 为 
广 1 一 4 一 2 


t= 0 § —1lix,， n=3 
| 7 一 1 
0 2 1 
“一 0 
通过 计算 ,得 到 
0 2 1 
[ 1 1 0 
rank0O, = rank a rank ! 1 ~3 = 3 
CA? 审 证 EE 
鞍 性 所 
项 其 芳 
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其 中 .由 于 从 前 二 行 结 昌 忆 可 判定 判别 息 阵 满 秩 ,对 后 一 行 的 蕊 励 需 再 加 计算 而 用 ”*”“ 表 
示 。 据 秩 剂 据 , 系 统 完 全 能 观测 . 


PBH 判 据 


能 观测 性 PBH 类 据 包 括 *PBH 秩 关 据 ”“ 和 *PHH 特征 向 量 判 氮 * 两 类 ， 
结论 4. 14 [能 观测 性 PBH 秩 判 据 ] ?” 维 连续 时 间 线性 叶 不 变 系统 (4. 78) 完 全 能 观 
测 的 充分 必要 条 件 为 


六 
rank| |= Ys 人 Et (4, 86) 
这 一 奸 
或 
x| c | = 1].2 {4. 87) 
ran (x1_A = Nn, i= 112 .Bi 


其 中 , 首 为 复数 域 ,4.( 二 1,2,-…,n) 为 系统 特征 值 ， 
例 4.13 得 定 一 个 连续 时 间 线性 时 天 变 系 统 为 


0 1 0 0 
， 0 9 一 1 0 
工 一 0 0 0 1 xX， 了 n 二 4 
i0 0 9 D0 
TD —2 
7 | 0 1 ol 
首先 ,导出 判别 和 矩 阵 ， 
is 一 】 0 Qi 
DQ x 1 D 
I” 一 -总 0 0 s 一 1 
Ci |- 0 DO —5 5 
0 1 0 一 之 
] 0 1 0 


进而 , 定 出 矩阵 4 的 特征 值 ， 
A = A = 0， 4, 一 w5， A = 一 yi 
下 而 ,对 各 个 特征 值 .分 别 检验 判别 定 阵 的 秩 。 对 :一 4 一 和 一 0 通过 计算 ,有 


rn -一 一 一 一 | 一 = -一 一 一 
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对 4 一 由 二 v3, 通 过 计算 :有 


ank 于 i 一 rank | 0 0 v5 | 一 3 一 
[ 1 0 0 -5 后 
0 ] 1 一 了 
1 0D 1 0 
对 :二 二 一 y5, 通 过 计算 ,有 
一 5 一 1 0 0 
0 一 5 1 0 
rank| | 二 jank | 0 0 1 | 3 
C ds 0 0 5 -局 
0 ] 一 
1 D 1 0 


这 表明 ,满足 PBH 秩 判 据 条 件 , 系 统 完全 能 观测 。 

结论 4.15 [能 观测 性 PBH 特征 向 量 判 据 ] » 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 78) 完 
全 能 观测 的 充分 必要 条 件 为 , 短 阵 4 不 存在 与 C 所 有 行 正 交 的 非 堆 右 特征 向 量 , 即 对 年 
阵 上 入 所 有 特征 值 1,(i 一 1.2,…,z) ,使 同时 满足 

4 一 Ma， 人 一 10 (4. 88) 

的 石 特征 向 量 = 一 0。 

注 同样 ,能 观测 性 PBH 特征 向 重 判 据 也 主要 用 于 理论 分 析 , 特 别 是 线性 时 不 变 
系统 的 复 频率 域 分 析 。 


约 当 规范 形 判 据 


约 当 规范 形 判 据 是 基于 系统 约 当 规范 形 判别 能 观测 性 的 一 类 判 据 ， 对 应 于 系统 特征 
值 为 两 两 相 异 和 包含 重 值 两 种 情形 ,可 以 给 出 其 不 同形 式 的 约 当 规范 形 判 据 。 
结论 4. 16 [能 观测 性 约 当 规范 形 判 据 ] 对 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4.78), 设 


?个 特征 值 a ,1s,… ,4 两 两 相 异 , 则 系统 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 为 ,对 通过 线 件 非 
奇 舒 变换 导出 的 状态 方程 约 当 规范 形 ， 
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了 一 《YY (4.89) 
敌阵 己 不 包含 堆 列 , 妈 世 的 各 个 列 向 量 均 满足 ; 
CF 0. 1= 12 {4,90) 
结论 4.17 [能 观测 性 约 当 规范 形 判 据 ] 对 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (4.78), 设 
站 个 特征 值 为 A1te, 重 ,o 重 ) ,to 重 ,o 重 ) ,yAtg 重 ,a 重 ) ,Cg 十 而 十 避 十 0 ) 二 n， 
4, 隆 4, Yi , 则 系统 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 为 ,对 通过 线性 非 奇异 变换 导出 的 状态 
方程 约 当 规范 形 : 


x 二 六 
a {4.91) 
y= Cx 
其 中 
J 
J: Ll a 办 bel 
= 。 9 C= [GCC (4. 92) 
上 J 
J 1 
由 ， 。 
J， 一 . ， fs ] (1, 93) 
| “ gx " 
4, |] 
. A 
J -一 ， ， ， C, 一 Cer, Can sr Eng | 4. 94) 
rr Cpe) 
] 
| 
如 1 + is 十 二 三 {4,55) 
对 z 一 12 由 an :二 ， ,CC 首 列 组 成 的 矩阵 列 线性 无 关 ， 即 有 
rank[e, Cl cu ] =m Yi= 1,2,.,l [4d. 96} 


例 4.14 给 定 特 征 值 两 两 相 异 的 一 个 连续 时 间 线性 时 不 变 系 统 , 设 其 约 当 规 范 形状 
态 方程 为 
TI 一 了 0 01 Fz] 
了 | 一 0 一 2 60 x 
“l= 


D 4 0 
y= | oi 
通过 观察 可 知 ,矩阵 不 包含 堆 列 ， 据 约 当 规 范 形 判 据 , 系统 完 全 能 观测 ， 


Lo0 1 


Om ep 
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例 4.15 给 定 包 含 重 特征 值 的 -- 个 连续 时 避 线 性 时 不 变 系 统 , 说 其 约 当 规范 形状 态 
方程 为 : 


0 ov 10 0 

4 0 10 

0 7 oo 1 

当 小 块 的 首 列 ,上 坡 出 矩阵 它 中 相应 列 , 组 成 如 下 两 个 


1 0 
一 | 0 

1 0 
对 应 于 特征 值 A 二 一 2 和 A 一 3 
矩阵 : 


各 约 


1 0 0 
[eu ee eg 一 4 0 
0 0 了 
Tm 0 
[eu Css] 一 ] 4 
0 1 
多 知 ,两 个 矩阵 均 为 列 线性 无 关 。 据 约 当 规范 形 判 据 , 系 统 完全 能 观测 


能 观测 性 指数 


进而 , 引 人 能 观测 性 指数 概念 。 考 察 连续 时 间 线 件 时 不 变 系 统 ， 
YY 一 4x，xC0) 一 向 ， 20 
站 一 Cx 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,y 为 9 维 输出 ,区 和 CC 为 rn Xn 和 nxXg 常 值 甜 阵 ， 表 “为 正 整数 ,组 
成 如 下 kyXxn 和 矩阵; 


(4. 97) 


rc 
_ CA 
0 一 ， (4. 98) 


car 


定义 4. 11 [能 观测 性 指数 ] 完全 能 观测 " 维 连续 时 和 癌 线 性 时 不 变 系 统 (4. 97) 的 能 
观测 性 指数 定义 为 


re ar . 
一 一 -一 一 一 一， -一 
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:一 使 “ranko, = ”的 上 最 小 正 整数 (4, 99) 
结论 4.18 ;能 观测 性 指数 ] 对 完全 能 观测 单 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 97)， 
状态 维 数 为 ” 则 能 观测 性 指数 为 
bn (44. 100) 
结论 4. 19 | 能 观测 性 指数 ] 对 完全 能 观测 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 97)， 
状态 维 数 为 =, 输出 维 数 为 4, 设 rankC 一 mm, 则 能 观测 性 指数 满足 如 下 佰 计 ， 
V1 C4. 101) 
9 
结论 4.20 7 能 观测 性 指数 ] 对 完全 能 观测 多 输出 连续 时 间 线 件 时 不 变 系 统 (4.97)， 
状态 维 数 为 n, 输 入 维 数 为 9,7 为 和 矩阵 A 最 小 多 项 式 次 数 , 设 rankC 一 m, 则 能 观测 性 指数 
满足 如 下 估计 ， 


min(in mt 1) (4, 102) 
结论 4.21 [能 观测 性 判 据 ] 对 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 97) ,状态 维 数 为 
n, 输 人 维 数 为 9, 设 rankC 一 mm, 则 系统 完全 能 观测 的 充分 必 览 氛 件 为 
rank@, .1 = rankf CT : 4TCT .i 《阁下 5) 一 CA. 103) 
结论 4. 22 [能 观测 性 指数 属性 ] 对 完全 能 观测 多 输出 连续 时 间 线 件 时 不 变 系 统 
(4. 97) ,状态 维 数 为 n, 输 入 维 数 为 9, 设 rankC=m, 将 0, 表 为 


2 一 | (4. 104 
cA"! 


i 
按 从 上 至 下 顺序 依次 搜索 区 中 ”个 线性 无 关 行 ' 若 某 个 行 不 能 表 为 上 方 各 线性 独立 行 的 
线性 组 合 则 为 线性 无 关 , 否 则 就 为 线性 相关 ， 考虑 到 人 中 有 且 仅 有 个 绿 性 无 关 行 , 故 
可 将 = 个 线性 无 关 行 重新 排列 ,并 为 节省 空间 将 其 分 成 为 几 列 ， 


Cl C, Cn 
站 三 2 总 加 
， ， ， (4, 105) 
三 六 ] > 1 Cm ] 
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其 中 
Wn C4. 106) 
能 疯 测 性 指数 :满足 关系 式 : 


yo TSXYLI De ba (4. 107 


且 称 1 :mo 为 系统 能 观测 让 指数 集 。 


4.4 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 的 能 控 性 和 能 观测 性 判 据 


线性 时 变 系 统 的 能 控 性 和 能 观测 性 的 判别 相 比 于 线性 时 不 变 系 统 要 复杂 得 多 。 判 别 
方法 上 具有 充分 必要 条 件 形式 的 迄今 只 有 格拉 姆 算 阵 判 据 , 判 别 过 程 中 将 会 面临 计算 时 
变 系 统 状 态 转 移 矩 阵 的 问题 。 本 节 的 内 容 , 以 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 为 研究 对 象 , 讨 沦 能 
生性 和 能 观测 性 的 格拉 每 矩阵 判 据 和 秩 判 据 。 


能 控 性 判 据 


考虑 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 ,相对 于 能 控 性 研究 的 系统 模型 为 
X= r+ Bu xt) =x, tte] (C4. 108) 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,# 为 p 维 输入 .为 时 间 定 久 区 间 ,4CD 和 BD 为 nxn 入 XX 户 时 变 
怎 阵 ,系统 满足 解 存在 惟一 性 条 件 。 
结论 4. 23 [能 控 性 格拉 姆 矩阵 判 据 ] 对 连续 时 间 线 性 时 恋 系 统 (4. 108), 点 
事 (，",，" ) 为 状态 转移 矩阵 , 则 系统 在 时 刻 六 所 了 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 一 个 
有 限时 刻 i EJ, >4 ,使 如 下 定义 的 格拉 姆 矩阵 


WLt, ,ti ] 人 | BBB TY) BT ,dr C4. 1097 


为 非 奇异 。 
证 先 证 充分 性 ,已 知 和 WW.[6 ,wj 非 奇 异 , 徐 证 系统 完全 能 控 ， 
采用 构 阁 性 方法 。 由 到.[。 ,zj] 非 奇异 知 ,;W. 1 74 ,1] 存 在 。 于 是 ,对 任意 非 零 初始 
状态 x , 帮 可 对 应 地 构造 输入 ， 
HE =— BICD BT, ,Wis ,1 x 《< 110) 
基 紫 ,并 利用 状态 运动 表达 式 , 可 以 导出 : 


XA) 王者 bx 二 二 ( | Dt, TBir)wt ry dr 


一 《让 sl BE 一 个 【站 9) CF. TB(r}yB'(r) T(z, :TI dr [Lz -fi J 
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四 LI a x 一 示 tt A We Wx 一 Pu sf C7 a )x. TT 0 


(4.111} 
据 定 祥 知 ,系统 完全 能 控 ， 充 分 性 得 证 ， 
再 让 必要 性 。 已 知 系 统 完全 能 控 , 欲 证 环 .L4,n ] 非 奇异 。 
采用 反 证 法 。 友 设 W.[t,r -奇异 , 即 反 设 存在 一 个 非 零 状态 x 全 成立， 
0= siW. Lhd 一 | XB BB rT) BT rx dr 
| xT BOB) | :dr C4, 112) 
基 此 ,可 以 导出 ， 
x Br Br 0 (4. 113} 
另 一 方面 ,系统 完全 能 控 意 味 着 ,对 此 状态 x, 又 可 得 到 
Xi x 一 一 站 局 BT Hr) Crydr 一 站 1. 114) 


即 有 加 一 4。 这 表明 , 反 设 矛盾 于 已 知 条 件 。 反 设 不 成 立 , 即 师 .[zo] 医 奇 异 。 充 分 性 得 
证 。 证 明 完 成 。 

注 1 尽管 能 控 性 格拉 姆 矩阵 判 据 的 形式 简单 , 供 由 于 时 变 系 统 状态 转移 矩阵 求解 
上 的 困难 ,使 在 具体 判别 中 的 应 用 受到 限制 。 所 以 ,能 控 性 格拉 姆 秆 阵 灶 据 的 意义 主要 在 
于 理论 分 析 中 的 应 用 。 

结论 4. 24 [能 控 性 牧 判 据 ] 对 n 维 连 续 时 间 线 性 时 变 系 统 (4.108), 设 A(t} 和 Bi) 
对 :为 (mn 一 1) 阶 连续 可 微 ,再 定义 如 下 一 组 矩阵 ， 


Mtr) 一 Bi) 
MC) =— AIM, (1) + FM, 
M, (2) =—— ACOM, CD) + FMC Cd,.115) 


MD = 一 (RM s(t) 十 PM, 1) 


d 
则 系统 在 时 刻 ti, EJ 完全 能 控 的 一 个 充分 条 件 为 ,存在 一 个 有 限时 刻 1 后 了 人 使 有 
rankf 和 《zt Mr) : "a 3 {i} |= 天 (44.116) 


证 为 合 证 明 思 路 更 为 清晰 ,分 成 如 下 4 步 进行 证 明 。 
‘1) 推 证 一 个 关系 式 ， 考 虚 到 名 (4, ,1 BC) = (i :tM (C1) ,并 表 
pak Ca "tiyBer) | 一 [EX AGRA 《4 1117》 


f= 


可 以 得 到 ， 


rr 一 nm 一 一 -~ 
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: mr 
[®t Bn) : ht Bi) 1 Cr Bo | 
1 | FL 


= Bn MD) My M1(n) | (4. 118) 
再 由 当 tz ,11) 非 奇异 ,并 利用 碟 (4, 1187 利 式 (4. 116), 即 可 导出 所 上 紧 推 证 的 关系 式 为 
全 


" l . | 
Bt ,1 Bi ) | 了 iBii,) = 
| 


一 


rank| B Cn 4. 5 BC :六 


(4.119) 
(2) 对 二 之 ,证 朋 面 Go, 站 BC 在 [4.,t ,上 行 线性 无 关 。 采 用 反 证 法。 上 反 设 (1. 119} 
成 立 但 盏 (5 ,7)B8(7) 行 线性 相关 , 则 存在 1xn 非 零 常 向 晤 a 使 对 所 有 ?EL 成 说， 


立 出 《ti st 下 (7) 一 站 (41. 120) 
基 此 ,对 所 有 iE[#, :t1 | 和 ‘二 1,2,… nn 一 1, 又 有 
下 
a 二 0B(D =0 (4. 123 1 


从 而 ,利用 (4.120) 和 《4.121) ,可 知 对 所 有 1，E [rn .on ] 成 立 ， 
c | 更 Co DBC) BUDBO DB 0 0122) 
:lr : dr _ 

这 意味 着 ,对 所 有 tE[Lb ‘1 ;有 

[® C0 BC) : 六 (1 DDB) | : 卫生 (5 ,08 ] 行 线性 相关 Ci. 123) 
这 和 上 述 导 出 的 关系 式 (4. 119) 由 于 盾 。 反 设 不 成 立 , 别 (C4. 中 BO 对 所 有 1E Lt ,4 ] 行 线 
性 无 关 。 

43》 证明 研 .[#。 ,zi] 非 奇异 。 采 用 上 反 证 法 。 反 设 Wet jj] 奇异, 则 存在 -个 1%n 划 
零 常 向 量 a ,使 成 立 : 


由 一 中 [ ,i |aT— [raw (tr BC ag® (BC) Td 


= | a@ Co BC | zdi (4. 124) 


上 述 积分 中 被 积 函数 为 连续 函数 , 且 其 对 所 有 rE TL, ] 为 非 负 ,由 此 丸 可 导出 ， 
aB HB = 0, :Efe,] 
这 和 已 知 鲁 (to ,#8BC#) 行 线性 无 关 相 矛盾 。 反 设 不 成 六 , 即 W._16 ,4 j 非 奇异 。 

(4) 证 明 结 论 。 由 存在 EJ,r > ,使 Ha'al 非 奇异 , 据 格 拉 姆 矩阵 判 据 可 知 ， 
系统 在 时 刻 1 完全 能 控 。 证 明 完成 。 

注 1 秩 判 据 的 特点 是 直接 利用 系数 矩 阵 判 别 系统 能 控 性 ,避免 计算 状态 转移 矩 陈 ， 
运算 过 程 简便 ,在 具体 判 剿 中 得 到 广泛 应 用 。 但 秩 判 据 只 是 充分 性 判 据 , 充 分 性 判 据 的 局 
展 性 在 于 ,如 果 判 据 条 件 不 满足 ,不 能 由 此 导出 系统 不 完全 能 控 的 结论 ， 

例 4. 16 ”给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 变 系统 ， 
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Wi 
-| 

[1 


0 
0) * 
{ “， 
首先 ,通过 计算 , 定 出 


0 
REC) 一 Biry = 1 


] 


HH J — [0,2|, EF = 0.5 


一 1 
MCE = 一 六 CM (一 了 CD = 一 -21 


一 rt 


M; (C1) —— ACYM (1} 二 TMC) 一 一 | dr 一 2 
[二 2) 21 .1 


进而 ,可 以 找到 t=1E[0,2], 使 有 
0 一 ] 
rankLA CD MO) AM 0] ， 一 rank | -2 
1 -2 
据 穆 判 据 知 ,系统 在 时 刻 志 一 0.5 完全 能 控 ， 


能 观测 性 判 据 


考虑 连续 时 间 线性 时 变 系 统 , 相 对 于 能 观测 性 研究 的 系统 模型 为 
=ADr, A) = hE 
y = (人工 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,y 为 g 维 输出 ,/ 为 时 间 定 义 区 间 ,A(D) 和 CO) 为 nxn 和 gq※n 时 变 
年 阵 , 系 统 满 足 解 存在 惟一 性 条 件 ， 
结论 4.25 [能 观测 性 格拉 姆 矩阵 判 据 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 (4. 125) ， 表 
十 (，,，。，) 为 状态 转移 短 阵 , 则 系统 在 时 刻 1, 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 为 .存在 一 
个 有 限时 刘 让 EJ , 使 如 下 定义 格拉 锝 矩阵 


W, [i, ,1 ] 和 | BCT IC) ® Cr, Yd (4,126) 


(C4, 125) 


为 韭 奇异 。 

证 先 证 充分 性 。 已 知 环 。[ 必 ,5 ] 非 奇异 ， 和 欲 证 系统 完全 能 观测 

采用 构造 性 方法 。 直 Wfto ,,] 非 奇异 可 知 ， 逆 W [sj 存在 。 于 是 ,对 时 间 区 间 
-上 的 任意 非 零 ?CD ,都 可 构造 对 应 的 惟一 一 志 妈 状态; 


To 
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we Bt CT ti yt ds 


一 Wt | BC OIC) Bt dr, 


= Wi We i x, = x 《4. 127) 
这 意味 着 .状态 空间 中 任意 非 零 状态 x, 均 为 能 观测 状态 。 据 定义 知 .系统 完全 能 观测 ， 
充分 性 得 证 。 
再 证 必要 性 。 已 知 系统 完全 能 观测 , 欲 证 qy.Lz ,1 ] 非 奇 镍 。 
采用 反 证 法 。 反 设 W。[r, 5 奇异 , 即 反 设 存在 一 个 非 索 状态 x, 使 成 立 ， 
0= x Wt x — | WIC OC BB ,xd 


一 | | Coy dr, | de i1. 128) 


基 此 ,可 以 导出 ， 
3 = CNBr S=0, Yie [tn] 1, 129) 

这 意味 着 , 非 堆 状态 x 为 状态 空间 中 一 个 不 能 观测 状态 ,这 和 系统 完全 能 观测 相 了 矛 拓 . 
反 设 不 成 立 ,WoLto ,nj 非 奇 异 。 必 要 性 得 证 。 证 明 完 成 ， 

注 1 同样 ,能 观测 性 格拉 姆 矩阵 判 据 的 意义 只 在 于 理论 分 析 上 的 应 用 . 当 应 用 于 
具体 判别 时 ,将 会 面临 求解 时 变 系 统 状态 转移 矩阵 的 困难 问题 . 

结论 4. 26 [能 观测 性 秩 判 据 ] 对 ” 维 连 续 时 间 的 线性 时 变 系统 (4. 125), 设 起 (站 和 
CO 对 1 为 (rn 一 1) 阶 连续 可 微 ,定义 如 下 一 组 矩阵 ;: 

NAt) = C(t) 


NGD — NODA + LNo tn) 
414.120) 


RD = N, 2 (DAC 十 全 Ne 人 
则 系统 在 时 刻 ,EE 了 元 全 能 观测 的 一 个 充分 条 件 为 ,存在 一 个 有 限时 刻 NES i., 
使 有 
| Nt) 


NI (rt) 


rank 一 hn {4.131) 


N_i (lt) 
例 4,17 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 ， 


| i 1 0 Il 
BB 一 2 0 =| 了 一 一 [0,2]， 2 一 0. 5 
;| D0 0 Fr rx, 
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首先 ,通过 计算 . 定 出 
ADO=-C( 一 LL 1 1) 


ND 一 NO40O ~ SND 一 [2 二 1 f+ 


Ns(1) 一 NT) 和 [一 人 Ni (下 二 二 人 (2 二 1) 


进而 :可 以 找到 :一 2E0L0,2] .使 有 
TN tH)] 1 1 1 
rank | N, ti1) ， =— rank | 5 : 二 3 
N01) | ， 5 24 4] 
据 秩 判 据 知 ,系统 在 时 刻 :* 一 0.5 完全 能 观测 。 


4.5 离散 时 间 线 性 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 判 据 


离散 时 间 线 性 系统 的 能 控 性 能 观 涡 性 问题 在 概念 和 车 棋 上 类 似 于 连续 时 间 线 性 系 
统 。 对 离散 时 间 线 性 系统 ,不 管 时 不 变 系 统 还 是 时 变 系统 ,能 控 性 能 观测 性 判别 中 的 计算 
过 程 较 之 连续 时 间 线性 系统 要 大 为 简单 。 本 节 限于 讨论 离散 时 间 线 性 系统 能 控 性 能 观测 
性 的 常用 判 据 和 主要 属性 。 


时 变 系统 的 能 控 性 和 能 达 性 判 据 


著 察 离散 时 间 线性 时 变 系 统 , 相 对 于 能 控件 和 能 达 性 研究 的 系统 模 弄 为 
Tk 1) 一 GARIrE) 十 HRYuck)y, RE (4. 132) 

其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,# 为 p 维 输入 ,J 为 离散 时 间 定 义 区 间 ,G(&) 和 砷 (4) 为 nxn 和 
#4X 思 时 变 和 矩阵 ， 

定义 4. 12 [能 控 性 ] 称 离散 时 间 线性 时 变 系统 (4. 132) 在 时 刻 hE 万 完全 能 控 , 奶 
案 对 初始 时 刻 有 EJ 和 任意 非 零 初始 状态 x(h) 二 x ,都 存在 时 刻 7E Je 和 对 应 输 人 
2(k) .使 输入 作用 下 系统 状态 在 时 刻 LE J 达到 原点 即 有 x (1) 一 0， 

定义 4.13 [能 达 性 ] 称 离散 时 间 线 件 时 变 系 统 (4. 132) 在 时 刻 hE J 完全 能 达 , 如 
果 对 初始 时 刻 hE .J 和 任意 非 零 状态 r ,都 存在 时 刻 LE 7 ,isn 和 对 应 输入 nC), 使 输 
入 作用 下 由 初始 状态 x(h) 二 0 出 发 的 系统 运动 在 时 刻 i 上 达到 x 即 有 Xx) 二 x， 


Cm --- - 一 -一 -一 -一 一 
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下 面 . 良 于 给 出 离散 时 间 线 性 时 灾 系 统 能 控 性 和 能 达 性 的 格拉 姆 算 阵 判 据 ， 它 们 是 
可 中 用 于 理论 分 析 ,地 避 应 用 于 失 恒 知 别 ， 

结论 4.27 [能 达 性 格拉 姆 矩阵 判 据 ] 对 离散 时 间 线 性 时 灾 系 统 (4. 132) ,表面 (+ ,，*) 
为 状态 转 称 和 矩阵 , 则 系统 在 时 刻 关 EJ 完全 能 这 的 充分 必要 条 件 为 ,在 存在 时 刻 LE J 
i 使 如 下 定义 的 格拉 姆 矩阵 


1 
WLhd = DB kDHOAOH (A) BU 1) (4. 133) 
让 


为 韭 奇异 ，。 
证 先 证 充分 性 。 已 知 多 .26,7 门 非 奇 异 , 谷 证 系统 完全 能 达 ， 
采用 构造 性 方法 。 由 WW.[h. 赴 非 奇 异 知 , 逆 W.'[h,4] 存 在 。 于 是 ,基于 初始 状态 
x 一 0, 对 任意 非 零 状态 x, 都 可 对 应 构造 输入 ， 
utk) 一 HTCR)Y BT OE + DW Th ,x, (4. 134) 
基 此 ,并 利用 系统 状态 运动 关系 式 , 可 以 得 到 


i—1 


xD 一 YB URIIHC uCE) 
二 一 由 


一 虐 


— {OB HHT Gk 41) HW [hx 
上 一 上 


= W. Lh, WE [h, Tx, — x, (4. 135) 
崩 证 必要 性 。 已 知 系 统 完 全 能 达 , 欲 证 W.[&, 门 非 奇异 。 
采用 反 证 法 。 反 设 钱 [4, 门 奇异 , 即 反 设 存 在 一 个 非 零 状态 x 合成 立 ， 


0 一 xiW.[h, jx, = Dx Pkt DHAOH (EI BT K+ 1x, 


[I 


一 之) xr® kt HE (4. 136) 


这 意味 着 ,对 天 0, 成 立 ， 
rktIHE)-0 C4. 137) 
男 一 方面 ,由 系统 完全 能 达 知 ,对 上 述 非 零 状 态 x, 相应 存在 u(y 使 成 立 ， 


+ 一 


Tr) = DO k++ DH uk) (4. 138) 
上 生 一 生 
基 此 , 艾 可 导出 : 
Nx? = rx, = Plo C+ DH ukE) 一 0 (4. 139) 


从 而 ,得 到 ”=0。 这 表明 ， , 反 设 导出 的 结果 了 矛盾 于 由 已 知 条 件 导出 的 结果 及 设 不 成 
江 .WY.[5, 让 非 奇异 。 必 要 性 得 证 。 证 明 完成 ， 


Ti re en ”7 
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结论 4.28 _ 能 控 性 格拉 语 秆 了 泗 类 所 |] 对 离散 时 间 线 性 时 变 系 统 (4. 1327 ,表征 (，,，) 
为 状态 转移 敌阵 .关系 统 和 矩阵 Gtk) 对 所 有 EL ,1 1 非 奇 异 , 则 系统 在 时 刻 上 EJ 完全 
能 控 的 充分 业 要 条 件 为 ,存在 时 旭 1€ ,ti>h .使 如 下 定 闵 的 格拉 媒 乱 阵 


上 


Wik SY BREDIHAH TR) Bk+1) (4. 140) 


为 非 奇 异 。 若 系统 拓 阵 GA); 一 个 或 -- 些 REL[h,! 1] 琳 异 , 则 格拉 姆 矩阵 三 [及 ,/] 非 
育 好 为 系统 在 时 刻 hEJ 完全 能 控 的 一 个 充分 条 人 性 。 
证 ” 先 证 充分 性 。 已 知 琴 [LA 0 非 奇异 ,和 敬 证 系统 完全 能 裕 ， 
采用 构造 性 方法 。 由 到 [2%, 门 非 奇 异 知 , 道 信 :1[h.1] 存 作 ， 于 是 ,对 任意 非 零 初始 
状态 x 上) 二 x ,都 可 对 应 构造 输入 、 
uk) =— HTOE) BT OE DW Lh hx, (C4, 141) 
基 此 ,并 利用 系统 状态 运动 美 系 式 , 9 以 得 到 


ti] 
XDD DB + DH Ya) 


中 一 所 


:1 
Bm Bk 全 于 人 于) TE TL WLh, lB (hx, 
生 一 直 


= WW Bx Br hr 0 
(4. 142) 
握 定 义 可 知 ,系统 完全 能 控 。 并 由 ,证明 过 程 不 涉及 别 (1, 有 ) 奇 异 和 非 奇异 ,充分 性 结论 对 
雪 届 .hh) 非 将 异 或 奇异 均 成 六 进而 ,由 状态 转移 咎 阵 关 系 式 ,得 到 
出 Ch = G0 DOGO oO) (4, 1431 
这 意味 着 ,多 (4,h) 竣 异 和 非 奇 异 等 惟 于 GEk), 一 有 ,二 ] ,1,1 一 1 包含 奇异 和 非 奇异 。 
从 而 ,又 知 充分 性 结论 对 GOED 一 站 二 1 一 1 为 非 奇 异 或 包含 奇异 都 成 立 。 充 分 
性 得 证 ， 
得 证 必要 性 。 已 知 系统 完全 能 控 , 艇 证 若 Gt%) 对 所 有 此 [8,t 一 1 为 非 奇 异 则 
.| 上. 站 非 奇 异 ， 
采用 反 证 法 。 反 进 环 [下 ,站 奇异 , 即 反 设 存 在 一 个 非 零 状态 fr 使 成 立 ; 


+1 
0 KoWelhdr = Dx! BET HEIH (KR) BT Lx, 
让 一 在 


了 -上 
= BURT HEN: (4. 144) 
让 一 下 
加 人 十 1 五 (人 一 人 《对 .45》 
男 一 方面 ,由 系统 完全 能 控 知 , 对 非 零 状态 和 相应 存在 f(k) 使 成 立 ， 


1 一 1 
DBO BR DNA 0 (4. 146) 


上 二 下 


mE rar ie 
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这 表明 ,对 六 ,着 成 六 ， 


DU 一 -- SY Bk DHOuCk) (14. 147) 
和 
基 此 .并 利用 式 (4. 145) .月 
xz hx 一 一 Si BE DDH RCR) 一 站 《14348583 
f 
或 
二 (ii,h)xr, 一 日 (4, 149) 


现 知 Gti) 对 所 有 上 ELah.t- 1] 非 奇异 .等 价 地 画 人 站 非 奇 措 ,从 而 方 穆 (4. 149} 有 惟 一 解 
即 ,一 0。 这 就 表明 ,由 反 设 和 已 知 所 导出 的 结 困 相 攻 硝 。 友 设 不 成 立 ,W.ih,7j 非 奇异 ， 
必要 性 得 证 。 若 矩阵 Gtk) 对 一 个 或 - - 些 EE[h,i 一 11 奇 异 却 面 (1,h) 奇 异 , 上 方程 (4. 149) 
可 能 元 解 或 有 非 零 解 ,给 出 结论 不 是 必要 和 条件。 证 明 完 成 。 

进一步 ,讨论 能 控 性 和 能 达 性 的 等 以 性 问题 。 下 面 给 出 的 结论 卜 明 ,对 离散 时 间 线 性 
村 变 系 统 .能 控 性 和 能 达 性 等 价 是 有 条 件 的 . 

结论 4.29 [能 控 性 和 能 达 性 ] 对 离散 时 间 线 性 时 变 系 统 (4. 132), 若 系统 短 阵 Gk) 
对 所 有 EE[h ,2 一 1 非 奇 异 , 则 系统 的 能 控 性 和 能 达 性 为 等 价 . 即 系统 奏 时 刻 训 EJ 袍 全 
能 控 当 且 仅 当 系 统 在 时 刻 产 站 凡 完全 能 达 。 

证 由 结论 4.27 和 4.28 知 ,在 矩阵 GtkE) 对 所 有 ELh.! 一 :1 非 奇 异 菜 件 下 ,系统 在 
时 刻 产 < J 完全 能 达 和 在 时 刻 EJ 完全 能 控 上 共有 相同 充分 必要 茶 件 , 即 系统 能 控 性 等 
价 于 系统 能 达 性 . 证明 完成 ， 

结论 4.30 [能 控 性 各 能 达 性 ] 兰 离 散 时 间 线 性 时 变 系统 (4. 132) 为 连续 时 间 线 性 时 
变 系统 的 时 间 离 散 化 , 则 系统 的 能 控 性 和 能 达 性 必 为 等 价 , 即 系统 在 时 刻 he J 完全 能 控 
当 且 仪 当 系统 在 上 时刻 上 EJ 完全 能 这 ， 

证 由 上 一 章 中 指出 的 时 间 离 散 化 系统 扁 性 ,系统 矩阵 GL&) 对 所 有 ELh,! 一 1] 必 
为 非 奇 异 。 基 此 ,并 应 用 结论 4. 29 , 即 可 导出 车 铬 论 。 证 明 完 成 ， 


时 不 变 系 统 的 能 控 性 和 能 达 性 判 据 


考虑 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 . 相 对 于 能 控 性 和 能 达 性 研究 的 系统 模型 为 
Xk 二 1) = GR H(tk), k= 0,1,. {4, 150) 
其 中 ,x 为 5 维 状 态 ,wu 为 p 维 输入 ,G 和 日 为 nxXn 和 nxp 常 值 着 隆 。 
下 面 ,给 出 离散 时 闻 线 性 时 木 变 系 统 能 控 性 和 和 能 达 性 的 常用 判 据 , 包 括 格 冬 姆 粘 降 判 
据 和 秩 判 据 。 
结论 4. 31 [能 达 性 格拉 姆 矩阵 判 据 ] 对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 (4. 150) ,系统 完 
全 能 述 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 时 刻 {>0, 使 如 下 定义 的 格拉 姆 年 阵 


+45 离散 时 间 线 性 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 判 扬 169 


W TD = TGHHG! ): 《4. 151) 
为 非 奇 异 。 
证 基于 时 不 变 系 统 和 时 变 系 统 在 状态 转移 上 第 阵 和 系数 矩阵 表达 方式 上 的 关系 ,在 
时 蛮 系 统 能 这 性 格拉 姆 年 阵 44. 1337 中 ,了 
Bik) = ke! 
H(ik) 一 H 
对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 叮 以 导出 : 


:1 
W.[50, 门 二 SGT IHHTOGTY! | 
点 一 心 


— 石生 玉林 工人 yl + HHT 2 十 … 十 HHT 
= SoHnre 站 《4. 152) 
于 是 ， 系统 完全 廊 达 当 且 仅 当 号 Lo, 刁 非 奇异 。 证 明 完 成 。 
结论 4. 32 [能 控 性 格拉 姆 矩阵 判 据 ] 对 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 150) , 若 系 统 
垂 阵 CE 非 奇 异 , 则 系统 完全 能 和 榨 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 时 刻 i 这 0, 使 如 下 定义 的 格拉 姆 
矩阵 


£ ] 
研 .[0, 门 一 GHH (GY (4. 153) 


为 韭 奇异 。 若 系统 矩阵 G 奇 异 , 则 上 述 恪 拉 姆 答 阵 非 奇 异 为 系统 完全 能 拧 的 充分 条 件 。 
证 证 明 思 路 类 似 于 结论 4.31 的 证 明 ， 县 体 推 证 过 程 略 去 。 
结论 4. 33 [能 达 性 秩 判 据 ] 对 # 维 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4.150) ,定义 判别 算 
阵 为 
=[H GH:.…. GH] 《4. 154) 
则 系统 完全 能 达 的 充分 必要 条 件 为 
rankth. = rankL GH : :CIHI]=n (4, 155) 
证 ”利用 状态 运动 关系 式 ,并 取 x(0) 一 0 和 二， 可 以 得 到 
Cin)= Lo" Haut0) + + GHu(tn— 2?) + Hutn— 1)|] 


uin— 1) 
= [HIGH|.. GH] 2 《4 155) 
uo) 
基 此 ,车 rank@ 一 n, 则 对 任意 非 党 状态 x :都 必 可 找到 一 组 对 应 输入 
LDO Wn 2) ,un 1}} ‘dd. 157) 


使 x(n) 一 x,. 妈 系统 完全 能 达 。 若 系统 完全 能 达 , 则 意味 着 (4. 156) 解 即 输 入 (4. 157) 在 
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在 时 惟一 ,从 而 攻 有 rank 一 2 证 明定 成 ， 
结论 4.34 [能 控 性 秩 判 括 ] 对 »w 维 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 54,150) ,定义 判别 和 
阵 为 : 


& LHiICGH GH] (4. 158) 
人 系统 年 阵 G 非 奇 异 , 则 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 人 忻 为 
rank@,. = rank HGH :GHIS=» C14, 150) 


苟 系统 矩阵 G 为 奇异 , 则 条 件 (4,159} 为 系统 完全 能 控 的 一 个 充分 条 件 。 
证 利用 状态 运动 关系 式 ; 并 取 不 一 # 和 x(n) 一 0, 可 以 得 色 
Gx = [6 HI). + GHntn— 2) + Hutxn— 1)|] 
rmin—1) 
utn— 2) (4, 160) 
=—[HiGH -…:G'H] , 
HC(O) , 
这 表明 , 当 且 仅 当 (4.159}) 成 立 ,任意 非 零 G"x(0) 为 完全 能 控 。 进 而 ,对 G 赣 奇 异 , 任 意 作 
零 Crx(0) 完 全 能 控 等 价 于 任意 非 零 x(0) 即 系统 完全 能 控 。 对 忆 奇 站 , (4 159) 成 立 可 使 
任意 非 零 x(0) 即 系统 完全 能 控 , 但 系统 即 任 意 非 零 x(0) 完 全 能 控 并 不 要 求 (4 15 人 成 立 ， 
因此 ,对 避 奇 异 ,(4. 159) 为 系统 完全 能 控 的 充分 而 非 必 要 条 件 。 证 明 完 成 。 
结论 4.35 [最 小 拍 控制 」 考虑 单 输入 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
Xx 十 1) 二 Gx (Ck) 二 (kk) k= 0,,.… (C4, 161) 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,w 为 标量 输入 ,G 和 上 为 x Xx 和 nxi 常 值 矩 阵 , 且 设 G 非 奇异 ， 那 
么 ， 当 系统 为 完全 能 控 时 ,可 构造 如 下 一 组 输入 控制 ， 
| 
办 =— [GR Gh Gh | tx, (4. 162) 
《天 一 1 7) 
使 系统 必 可 在 n 步 内 由 任意 非 零 初 始 状 态 x(0) 二 x。 转移 到 状态 空间 原点 。 通 常 , 称 这 组 
控制 为 最 小 拍 控制 ， 
证 利用 状态 运动 关系 式 , 并 取 避 =n, 可 以 得 到 
X= Exo [LO petO) Fe Chu tn 2 十 Ratz 一 1)] 
Gr ht FG Picn— 2) 4G- "hucn 1)] 


六 ulD) 
= Cx LG hh, ,Gh : td. 183) 
utn—1) 
再 由 杀 统 完全 能 控 ,并 利用 G 非 奇异 导出 的 关系 式 ， 

LG" ik, Oh,h, 一 人 [人 C4. 164) 
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可 以 推 知 : 


LG RG hiG 路] 为 韭 奇怪 (4. 165 ) 
这 表明 . 式 t4.162) 给 出 的 控制 是 可 攀 成 的 。 于 是 ,将 式 (4.162) 代 人 04. 163), 即 可 得 到 
r= Or LG hs OG hIG he Th) x, 
= Cr 一 Cr 0 {4 186) 
至 此 ,证 明 完 成 。 
进一步 ,给 出 系统 能 控 性 和 能 达 性 的 等 价 世 件 ， 
结论 4. 36 [能 控 性 和 能 达 性 ] 对 腐 散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. '50). 若 系统 算 阵 C 
非 奇 异 , 则 系统 的 能 控 性 和 能 达 性 必 为 等 价 , 即 系统 完全 能 控 当 旦 仅 当 系统 完全 能 达 ， 
证 由 结论 4.34 和 4,33 即 可 导出 本 结论 。 具 体 推 证 过 程 略 去 。 
结论 4. 37 [能 控 性 和 能 达 性 ] 苦 离 散 时 间 线性 时 不 变 系统 (4. 150) 为 连续 时 间 线 性 
时 不 变 系统 的 时 间 离 散 化 , 则 系统 的 能 控 性 和 和 能 达 性 为 等 价 , 即 系 统 完全 能 控 当 日 伏 当 系 
统 完全 能 这 ， 
证 对 线性 时 不 变 时 间 离 散 化 系统 ,上 一 章 中 已 导出 一 t 有 昌 必 为 非 奇 异 , 基 此 并 
利用 结论 4. 36 即 可 得 到 本 结论 。 证明 完成 。 
例 4.18 给 定 一 个 离散 时 间 时 不 变 系 统 ， 


站 十 1) 一 (kk) 十 | [时 = 
村 里 二 时 二 
易 知 C 为 茄 民 ,有 有 


Tankg = Tank[ Ck] 一 rank| ， = 1 < 2=xn 
据 秩 判 据 知 ,系统 不 完全 能 达 。 但 是 , 据 此 不 能 导出 是 否 完全 能 控 的 结论 ， 事实 上 ,由 
0 一 xl) = 人 reo 十 | ao) 
L6 4 -2 

可 以 导出 : 

S000) + 27 0) 十 2a0) 一 日 
这 意味 着 ,对 任意 xz,(0) 关 0 和 心 (0) 关 0, 必 可 构成 相应 输 人 ， 

u(0) =— 3rt0) — 27r,(0) 
使 其 作用 下 有 x(1) 一 0。 这 就 说 明 ,尽管 不 满足 充分 性 判别 条 件 ,但 系统 为 完全 能 控 。 


时 变 系 统 的 能 观测 性 判 据 


考虑 离散 时 间 线性 时 变 系统 ,相应 于 能 观测 竹 研 究 的 系统 模型 发 
XR 二 1) 一 GER)xCk)， 中 世 J 


4, 167 
y (EI) CORI rR) ‘4, 167) 


TE a 
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其 中 ,为 2 维 状 态 ,y 为 g 维 输 出 ,J 为 离散 时 间 定 类 区 间 ,G(8) 和 Ct) 为 nxn 和 gg Xn 
时 变 扼 阵 。 

结论 4. 如 [能 观测 性 格拉 姆 囊 阵 判 据 ] 对 离散 时 间 线 性 时 恋 系 统 (4. 167)，, 表 
宣 (，，" ) 为 状态 转移 短 阵 , 则 系统 在 时 刻 AEJ, 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 一 
个 离散 时 刻 i€ 太 .使 妈 下 定义 的 格拉 姆 乞 阵 


W,Lh.7] = 六 PR AC RICER) BE 1.h) (4, 168) 
为 非 奇 异 。 
证 ” 先 证 充分 性 。 已 知 Wo[A, 问 非 奇 异 , 欲 让 系统 完全 能 观测 . 
采用 构造 性 方法 。 由 WY,[h, 起 非 奇 异 知 , 逆 W,。 !'[h,t] 存 在 。 于 是 ,对 区 间 -h.1 一 1] 
上 任意 一 个 不 恒 为 零 输 出 y(t) ,都 可 构造 得 到 


1 
Wo Lh BT RC Cy yk) 
二 起 


[一 1 


一 了 站 { BT RT I AICTOICO) @ Ck 1,h) Ix, 


= Wo Lh WLk ,x, = x 《4. 169) 
据 定 义 知 , 系 统 完全 能 观测 。 充 分 性 得 证 。 
得 证 必要 性 。 已 知 系统 完全 能 观测 , 欲 证 囊 ,[4, 由 非 奇 异 ， 
了 采用 反 证 法 。 反 设 W[h, 由 奇异 , 即 反 设 存在 一 个 非 零 wx1 状态 芭 使 成 立 : 


1 一 1 
0= HWA x 一 PLX BRI RC TIC) B CR 1 x.] 
一 鼎 


= DLC oT = Ty G4. 170) 
这 表明 ,对 相应 于 非 零 初始 状态 的 输出 ,成 立 
y=0, YEE [AR 一] C4.171) 


即 xs 为 不 能 观测 状态 , 矛 导 于 已 知 系统 完全 能 观测 ， 肥 吏 不 成 立 ,W。[ 有 4, 引 非 奇 昼 。 必 览 
性 得 证 。 证 明 完 成 . 

注 不同 于 能 控 性 格拉 姆 定 阵 判 据 ,对 离散 时 间 线 性 时 变 系 统 的 能 观测 性 格拉 姆 年 
阵 羯 据 , 无 需 引 人 系统 矩阵 GC(&) 对 所 有 &E[h,1 一 1] 非 奇异 的 条 件 。 


时 不 变 系统 的 能 观测 性 判 据 


考 虚 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 相 应 于 能 观测 性 研究 的 系统 模型 为 
x 十 1 一 Gx (Rh)， 卢 二 0.1,9,.… 
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其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,y 为 go 维 输出 ,G 和 他 为 a Xn 和 gn 常 值 和 矩阵。 
结论 4.39 [能 观测 忻 格拉 尹 矩 阵 判 撕 ， 离散 时 间 线 性 时 木 变 系统 (4, 172) 完 全 能 观 
测 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 一 个 离散 时 刻 ! 0, 使 如 下 定之 的 格拉 姆 矩阵 


W,[0,0] = 2D) (GOCE (4. 173) 
为 非 奇异 。 
证 证 明 轧 路 类 同 于 时 变 系统 巾 拉 姆 建 阵 判 据 。 有 其 体 推 让 这 程 略 去 。 


结论 4.40 [能 观测 性 秩 判 据 ] 对 维 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 (4.172) ,定义 判别 
矩阵 为 ; 


FF C 
CG . . 
经 一 | 或 Qs = [CY :GOT ie (061)" 107] (4. 174) 
Le 
则 系统 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 为 
C 
CG 
rank 人 = rank|  ， =n (4. 175 ) 
CC 
或 
rank@se = Tank[CT :GTrCT ，… (GTDrICT] 一 (4. 176) 
证 由 系统 模型 (4. 172) ,并 利用 自治 状态 运动 关系 志 , 有 
y(0) C 
y(1) CG 
， 一 | ,x (4. 177) 
y(n— 1) G"! 
基 此 ,可 以 进而 导出 : 
C 
TT T TT 一 CG 
(Quo r= CT OMT ow (GYTICT]) ~ jr 
人 人 1 
pO) yO ] 
y(1) (1) 
= GC (Go ”|= 和 
ytn— 1) Fin 1) 


(4, 178) 


Tp ip 
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这 表明 , 当 且 仅 当 TankQo 一 n 即 (QoQw) 为 非 奇 异 ,对 任意 非 恒 为 零 输 出 组 ; 
PO yO in Oe 1)? 

可 惟一 定 出 相应 初始 状态 x , 即 系统 完全 能 观测 ,证明 完 成 . 

注 ” 对 离散 时 间 线 性 时 不 空 系 统 的 能 观测 性 格拉 钙 算 阵 章 据 和 秩 判 据 , 同 样 无 需 引 
大 系统 矩阵 G 韭 奇 异 的 茶 件 ， 

结论 4.41 [最 小 拍 观 测 ] 考 虚 单 输入 离散 时 间 线 性 时 不 主 系 统 ， 

Xt 二 1)= Gx TO = tr， k=0,1,2,.. 
yt cx (tk) 
其 中 ,x 为 2 维 状态 ,为 标量 输出 :CG 和 ce 为 nxn 和 nx1 常 值 所 阵 。 那 么 , 芒 系 统 完全 
能 观测 , 则 只 利用 呈 步 输出 值 v(0) ,y(1)，……y(Co 就 可 构造 相应 初始 状态 x : 
如 ‘7 yt0} 


G CT 
Xr 一 所 ” 、 (4. 180) 


(4d, 179) 


全 ”1 
证 证 明 思路 类 同 于 结论 4. 40。 具 体 推 证 过 程 略 去 ， 


4.6 对 偶 性 


对 于 线性 系统 ,无 论 连续 时 间 系 统 还 是 离 散 时 间 系 统 ,时 变 系统 还是 时 不 变 系统 ,能 
控 性 和 能 观测 性 之 间 在 概念 和 判 据 形 式 上 存在 对 偶 关 系 。 能 控 性 和 能 观测 性 的 对 偶 关 系 
实质 上 反映 了 系统 控制 问题 和 系统 估计 问题 的 对 偶 性 。 本 节 在 引信 对 个 系统 基础 上 讨论 
建立 表征 对 偶 关 系 规律 性 的 对 偶 性 原理 。 


对 偶 系 统 


不 失 普 凯 性 ,考察 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 ， 
T= AtiDx+ Blinu 
y= Cyx 
其 中 ,状态 x 为 n 维 列 向 量 , 输 入 上 为 维 列 向 量 , 输 出 y 为 g 维 列 向 量 。 基 此 , 先 来 引信 
对 偶 系 统 的 定 文 。 
定 久 4.44[ 对 侦 系 统 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 {4. 181) ,对 个 系统 定义 为 如 下 撒 
式 的 一 个 连续 时 间 线 件 时 变 系 统 ， 
= A CT) yn 
Pp = By 


(4.181) 


4, 182> 
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其 中 , 协 状 态 见 为 上 维 行 向 量 ,输入 了 为 9 维 行 问 和 能 ,输出 为 p 维 行 向 量 ， 

进一步 ,还 可 指出 . 诛 构 系统 科 对 偶 系 统 之 间 具 有 如 下 一 些 对 应 属性 。 

(1) 线性 属性 和 时 变 属 性 的 等 同性 

结论 4.42 [线性 属性 和 时 变 属 性 无 论 连续 时 间 系 统 还 是 离散 时 间 系 统 . 线 性 原 均 
系统 三 的 对 偶 系 统 已 也 为 线性 系统 ,时 变 ( 或 时 不 变 ) 原 构 系 统 三 的 对 偶 系 统 z4 也 为 时 


变 ( 或 时 不 变 ? 革 统 。 
例如 ,对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
二 (4. 183) 
y = Cx 
对 依 系 统 为 
?Cn cA. 184) 


p= By 
(2} 系数 箱 阵 的 对 偶 性 
结论 4. 43 [系数 矩阵 对 偶 属 性 原 构 系 统 5 和 对 摘 系 统 的 系数 矩阵 之 间 具 有 
如 下 对 应 关系 ， 
3u 系统 窍 阵 = 三 系统 定 阵 的 转 置 
zu 和 输 人 矩阵 = 三 输出 运 阵 的 转 置 
4 输出 矩阵 = 输入 矩阵 的 转 置 
(3) 状态 转移 乱 阵 的 对 偶 性 
续 论 4.44 [状态 转移 德 阵 对 偶 属 性 ] 表 名 (6 ) 和 别 3《1,t.) 为 原 构 系 统 三 和 对 偶 系 
统 Zz4 的 状态 转移 答 阵 , 则 两 者 之 间 具 有 如 下 对 偶 属 性 ， 
二 att) 一 名 的 ) 道 的 转 置 = 而 Ti4 ,1) {4. 185) 
证 按 定义 ,由 对 个 系统 5 状态 方程 ,可 以 导出 状态 转移 矩阵 名 (Ce 应 满足 的 矩 
阵 方 程 和 初始 条 忻 为 
Blt AOTC) Bu 1 (4, 185) 
进而 , 洽 卡 到 别 《C110) 别 tts) 二 I 了 ,并 将 其 对 1 求 异 ,可 以 得 到 


_ 1 
0 一 FE (zt)] 


一 $6® (0) Bt) + 4) TL® tt)] (4. 187) 


三 4 
一 建 (十 覃 人 而 ) 宙 (人 
将 上 式 左 莱 而 ,站 并 移 项 ,可 以 导出 ， 
Bt eo— BAD), Gti (4. 188) 
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Bt =A, Bi I (4, 189) 
比较 (4. 189) 和 (4.186), 即 可 导出 (4.185)。 证 明 完 成 。 
(4) 方块 图 的 对 偶 性 
结论 4.45 [方块 图 对 个 属性] 不 和 失 兽 遍 性 ,考虑 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 , 原 物 系 统 
荆 和 对 偶 系 统 的 方块 图 如 图 4.3 所 东 。 则 两 壮 在 结构 上 ,如 信号 流向 ,状态 ,输入 和 输 
出 作用 点 , 求 和 点 位 置 等 ,呈现 出 对 偶 属 性 。 


细 4.4 原 构 系统 (a) 及 其 对 贷 系 统 ih) 


“5) 时 序 的 对 个性 


结论 4. 46 [时 序 对 偶 属 性 ] 系统 运动 过 程 中 状态 点 在 状态 空间 的 转移 时 序 ,对 于 原 
构 系 统 王 为 由 i 到 1 的 正 时 向 转移 ,对 于 对 侦 系 统 3, 为 由 1 到 4, 的 反 时 向 转移 。 


对 候 性 原理 


在 对 偶 系 统 基础 士 , 进 而 讨论 和 建立 线性 系统 能 控 性 和 能 观测 性 间 的 对 偶 关 系 . 即 对 
偶 性 原理 。 


结论 4.47 上 对偶 性 原理 ] 表 了 为 原 构 线 性 系统 ,2 为 对 偶 线性 系统 , 则 有 


之 完全 能 控 生殖 完全 能 观测 (4. 190) 
蔚 完 全 能 观测 关 马 完全 能 控 (4. 131) 


证 不 失 普遍 性 ,考虑 连续 时 间 线 性 时 变 系统 。 对 此 ,利用 格拉 姆 矩阵 判 据 ,并 利用 
和 Es 的 系数 矩阵 对 应 关系 , 即 可 证 得 
三 完全 能 控 全 Ij 关 和 合成 立 


四 rank| | ,BIBT Cate | 
_ rank| 人 [® OTLB OT LB DIG ,0 | 


一 rank[ | Bi LB TL BT Cr)] Dualito) de | 
污 2 完全 能 观测 
， 4. 192 ) 


4.7 ”离散 化 线性 凶 统 保持 能 控 性 和 能 观测 性 的 条 件 1 
和 
卫 完 全 能 观测 和 3 > 二 使 成 六 
n> rank[ | BC OI Cr) Bind | 


二 rank| | [ET eT] [$B ' C10,) Td | 


二 rank[ | Bt LC | CO Bit, ‘Dd | 
全 Su 完全 能 控 
(dd,. 1G3) 
注 对 角 性 原理 的 意义 ,不仅 在 于 提供 了 一 条 途径 ,使 可 由 一 种 结构 特性 (如 能 控 性 ) 
判 据 导 出 另 一 种 结构 特性 (和 如 能 观测 性 } 判 据 ; 而 且 还 在 于 提供 了 一 种 可 能 性 ,使 可 建立 系 
统 控制 问题 和 系统 估计 间 题 基本 结论 间 的 对 应 关系 。 


4.7 离散 化 线性 系统 保持 能 控 性 和 能 观测 性 的 条 件 


基于 时 间 离 散 化 ,将 连续 时 间 线 性 系统 化 为 离散 时 间 线 性 系统 进行 分 析 政 拧 制 ， 是 现 
今 系统 与 控制 理论 中 常 为 采用 的 一 种 模式 。 本 节 讨论 连续 时 间 线性 系统 在 时 间 离散 化 后 
仍 可 保持 能 控 人 性 和 能 观测 性 所 应 满足 的 条 件 。 


问题 的 提 法 


限于 讨论 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状 态 空间 描述 为 
5; XxX=Axr+B,， i: 守 0 


(4. 194) 
站 一 Cxr 
取 采 样 周 期 为 了 和 零 阶 保持 方式 , 则 对 应 的 时 间 离 散 化 系统 为 
Eri (十 1) 一 GxtR) -二 Hutk)， 下 二 Dl 2 
y(k) = Cx lh) (4, 195) 
其 中 
总 一 上 五 一 (| wd (4, 1967 


在 此 基础 上 ,这 里 所 讨论 的 问题 的 提 法 是 ,基于 连续 时 间 系 统 特征 值 ,通过 对 采样 周 
期 了 引入 附加 条 件 , 使 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 在 时 间 离散 化 后 保持 能 控 性 和 能 观 油 
性 。 对 这 个 问题 的 研究 ,不仅 具 有 理论 上 的 意义 ,而 且 具 有 应 用 上 的 价值 ， 


Tim im Pa nm + Terryriewm -mm re --- - 一 
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能 控 性 和 能 观测 性 保持 条 件 
对 ? 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 194) , 表 系 统 年 阵 生 的 特征 值 为 
Me 《二 197) 


其 中 ,4, 可 为 实数 或 花 复数 对 , 单 特 征 值 或 重 特征 值 。 

首先 ,基于 建立 和 证 明基 本 结论 的 需要 , 锐 出 如 下 的 其 个 痊 备 性 结论 。 

结论 4. 48 [离散 化 系统 能 控 条 件 ] 对 时 间 离 散 化 系统 (4. 195 ,使 采样 周期 个 的 
值 , 对 满足 


Re 一 人 ] = 0. Yi = .2 (41. 198) 
的 一 切 特征 值 ,成 立 
2 
Tm :一 士 ], 士 2，… 和 199 1) 
则 Zz7 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 为 
e* "BB 为 行 线性 无 关 (1. 200) 
证 对 给 定 特征 值 情形 ,矩阵 4 的 约 当 规范 形 为 ， 
QA0” = | | ” . (4. 201) 
| 
J | 
可 
J, = {4. 202) 
, 
A 1 
A 
J = ] (4, 203) 
4 


基 此 ,可 以 得 到 
sel en] eneoe a 


一 1Tae[ 太 ed 
进而 ,利用 矩阵 指数 丽 数 的 定义 式 , 又 可 得 到 
[ edt== J 本 十 217T 十 有 ET 十 …- 


《4. 2043 


4.7 离散 化 线性 系统 保持 能 控 性 和 能 观测 性 的 条 件 四 2 


= (TTT 
= (eT DT C4. 205) 
于 是 ,将 式 (4. 205) 代 入 式 (4.204), 可 以 导出 


det[ | ear |= 1detkez — Ddety) 
[| r= 


|| dete’ — Dr deth,) (4. 206) 


其 中 ,ea 为 特征 值 4, 的 代数 重 数 。 再 注意 到 满足 式 (4 198) 和 和 式 (4. 199) 的 特征 值 只 可 能 
为 复数 或 虚数 ,相应 地 有 detJ, 了 关 0。 只 而 ,在 条 忻 (4. 199) 下 ,有 
的 一 1 一 ecospgT +ie singT 1 


Ee coslg 十 je sintr 一 I 一 0 (4, 207 
其 中 ,a 和 和 8 表示, 的 实 部 和 姬 部 。 进 一 步 , 这 意味 着 ,在 (4. 199) 条 件 下 ,;, 必 有 
det| | erdr | 0 即 erd: 非 奇 异 (4. 208) 


此 外 ,es 和 | eedi 为 可 交换 ， 基 此 ,并 利用 (4. 196) ,可 以 得 到 


[HIGH:; :GC "1H | 
-rT ， T ' 了 
一 | ev dB : "| ed 人 有 .| ce evd | 
站 让 [a 
TT 
= | esdr [Bi eB ;vi (ey"1B] (4. 209) 
必 
这 意味 着 ,在 (4. 1981 (4. 199) 条 件 下 .3 完全 能 控 当 且 公 当 
rank[lB eB :i . Cet) Bl n (4, 210) 


再 利用 饥 莱 -哈密 尔 顿 定理 知 ， 
7 ,大 一 十 1 均 可 袁 为 Te rr, ean DT 线性 组 合 
从 而 ,条 件 (4.210) 等 价 于 eu? 有 8 行 线性 无 关 , 结 论 得 证 。 证 明 完成 。 
结论 4. 49[ 原 构 系 统 能 榨 条 件 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 194), 使 采样 周期 
工 的 值 ,对 满足 


Rela,—4]1=0, Yi 一 1 2， 《4.211》 
的 一 切 特征 值 .成 立 
a0 
ness ft 一 土 ], 士 2,… {4,212) 
那么 ,车 时 间 离 散 化 系统 351 的 原 构 系统 了 完全 能 控 , 风 有 
e+7B 行 线性 无 区 (4.213) 


证 采用 反 证 法 。 反 设 exzB 行 线性 相关 , 则 必 存 在 一 个 7 维 非 零 常 向 量 a 使 成 立 
cq ey 有 一 在 (4. 214) 


180 第 4 章 线性 系统 的 能 控 性 和 能 观 泣 性 


进而 ,由 矩阵 A 的 约 当 规范 形 (4.201) 一 4. 203) 知 ,eur 的 元 为 "和 (ET) 多 项 式 的 琵 积 
质 和 。 基 此 ,可 把 上 式 表 为 

a ToesTB = PlETYesT 十 -… 十 PORTDestr 0 C4. 213) 
其 中 ,pt 站 为 1 Xp 的 偿 站 ) 儿 项 式 向 量 。 男 一 方面 ,由 驴 完 全 能 控 知 .e*B 行 线 性 无 
闫 。 这 表明 ,对 非 零 常 向 最 a ,又 成 立 


rrerB A0, vt: (4, 216) 
或 
«eB= P(e 十 和 十 了 (De £0 (1.217) 
现 取 :一 二 了, 则 式 (4.217)? 可 进而 表 为 
a esiB 一 PORT)enT 十 十 下 (kT est (1. 218) 
不 失 一 般 性 , 设 特征 值 入 ,A424 ,4 中 前 < 之 4 个 具有 相间 实 部 ,十 
Refi. > Rel 2, |, 六 < (+4. 219} 


再 设 PLD G1,2,… ,的 元 多 项 式 中 :最 高 客 次 为 v, 并 表 吧 为 王 ( 门 第 ?个 元 多 项 式 
pat 一 1,2.0 ,中 让 的 系数 ,是 不 姑 今 


， dh A 0, t= 1 2 ,bs “< (1. 220) 
于 是 ,将 式 (4. 218) 的 第 9 个 元 多 项 式 产 (0 乘 以 
eR (RT) (4. 221) 


可 以 得 到 
eTRe, (RT) (Ca ertTH), 
= {eT [dy, + adn TY 十 :十 十 ea 十 (Te 十 
{er en [Lado kT dT) 十 十 
{eR RT do CET YD 十 | 十 - 1 一 1 yD ,四 


(4. 222 ) 
理由 此 二 0,1,2,… 知 , 土 式 当 -oo 同样 成 立 , 目 woo 的 极限 为 
《de 十 十 (4. 223) 
数学 上 已 证 明 ,在 满足 结论 条 件 前 提 下 ,(4. 223) 极 限 值 不 恒 为 零 , 即 成 立 : 
lima'e*’B 0 (4. 224) 


显 热 , 式 {4. 224) 蔬 盾 于 式 (4.214)。 反 设 不 成 立 , 即 证 得 e*7B 行 线性 无 关 。 证 明 完 成 ， 
基于 上 述 两 个 预备 性 结论 ,就 可 给 出 和 证 明 如 下 的 基本 结论 . 
结论 4. 50 [能 控 性 保持 条 件 ] 对 连续 时 间 时 不 变 系 统 (4. ]94), 时 间 离 散 化 系统 
《4. 195) 保 持 完 全 能 控 的 一 个 充分 条 件 为 ,对 满足 


Re[lA,—A,] 一 0， Yi = ,2s ‘4. 225) 
的 一 切 特征 值 , 使 采样 周期 了 的 值 满足 关系 式 ， 
Ti 和 


Ime, ay? { 一 十 1 土 2，… {4. 226) 


4.7 ”离散 化 线性 系统 保持 能 控 性 和 能 观测 性 的 条 件 1 


证 ”由 结 沦 4. 49 知 ,在 结论 策 件 (4. 225) 和 (4. 226) 下 . 若 原 构 系 统 (4. 194) 完 全 能 
控 , 则 有 e*7B 行 线 性 无 关 。 再 由 结论 4. 48 知 , 若 e*'8 行 线 性 无 关 , 则 时 间 离 散 化 系统 
41. 195) 完 全 能 控 。 从 而 ,结论 得 证 。 证 明 完成 。 

结论 4. 5S1 [能 观测 性 保持 条 件 ] 对 连续 时 间 时 不 变 系 统 (4. :94) ,时 间 离 散 化 系统 
(4, 195) 保 持 完 全 能 疯 测 的 一 个 充分 条 件 为 ,对 满足 


ReLh — i,| = 0， WA 【4. 227) 
的 一 切 特征 值 ,使 采样 局 期 本 的 值 满足 关系 式 : 
247 i 
Tz =- 土 l' 士 2 (4. 228) 


证 由 结论 4. 50, 并 利用 对 得 性 床 理 , 即 可 证 得 本 结论 。 具 体 推 证 过 程 略 去 。 
例 4.19 给 定 一 个 连续 时 间 线 件 时 不 变 系 统 ; 


y= [0 1]x 
容易 判断 ,系统 完全 能 控 和 完全 能 观测 。 进 而 , 定 出 系统 特征 值 一 ; 和 4, = 一 ;。 据 结 
论 4.50 和 和 4.51 可 知 , 苦 选择 采样 向 期 工 的 值 使 


2 2 加 . 
TI i i = 1:2， 


则 离散 化 系统 
cosi sinT sim 了 
zk 有 十 1) 一 | Son ack) 
—sinT ecosT cos 了 一 1】 
ve) = [0 1xck) 


可 保持 完全 能 控 和 完全 能 观测 。 事 实 上 ,由 时 间 离散 化 系统 ,可 表 接 导出 能 控 性 和 能 观测 
性 判别 短 阵 : 


sinT 2sinTecosT — sinT 
Qr = [HGHI= | | 


cosT—1 cos:T— sinT— cosT 


0 | 0 1 ] 
“Lce | nT cosT 


基 此 ,由 关系 式 
一 ,了 一 (区 
qet 人 sk = 2sinTLeos 工 一 | 
A 0,.T LT 
=0,T= ir 
det@,, = | 
六 0; 本 关 LT 


可 知 , 若 取 了 天 1 一 1,2，), 则 时 间 离 散 化 系统 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 这 就 验证 
了 了 鞋 述 判断 结果 的 正确 性 。 


HP 
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4.8 能 探 规 范 形 和 能 观测 规范 形 : 单 输入 单 输出 情形 


能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 定义 为 完全 能 控 系 统 和 完全 能 观测 系统 的 标准 形状 态 空 
间 描 述 。 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 能 凸显 系统 的 能 控 / 能 观测 特征 和 结构 特性 。 在 状 
态 反 馈 控 制 和 状态 观测 器 的 综合 问题 中 ,这 隔 种 规范 形 有 着 重要 的 应 用 。 本 节 以 单 输 人 
单 输出 线性 时 不 变 系统 为 对 象 ,讨论 能 榨 规 范 形 和 能 观测 规范 形 的 基本 形式 和 构造 方法 。 


能 控 性 能 观测 性 在 线性 非 奇异 变换 下 的 属性 


构造 能 控 规范 形 和 能 观测 规范 形 的 基本 途径 是 对 系统 引 和 人 特定 的 线性 非 奇异 变换 ， 
基 此 ,有 必要 先 对 系统 能 控 性 和 能 观测 性 在 线性 非 奇 异 变 换 下 的 属性 进行 简要 的 讨论 。 
考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,状态 空间 描述 为 
了， 一 上 Ar 二 有， 0 
y= {tx 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,w 为 维 输入 ,y 为 g 维 输出 。 引入 线性 非 奇 异 变 措 xX 一 P''x, 可 导 
出 变换 后 系统 状态 空间 描述 为 
3: 三 一 4 十 到， 1 0 
y= Cx 


4. 229) 


(4. 230) 


其 中 
A=P'AP, B=Pp'B, C= CP (C4. 231) 
下 面 ,给 出 系统 能 控 性 和 能 观测 性 在 线性 非 奇 异 变换 下 的 -一些 某 本 特性 。 
结论 4.S2 7 线性 非 奇 异 变换 属性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 及 其 变换 系统 豆 ， 
其 能 控 性 和 能 观测 性 着 别 矩 阵 清 足 关系 ; 


rank[ B.AB :~ .A” 'B]= rank[B : AB .。， A" | (4. 232) 
分 C 
CA A 
rank| ， |= rank| .， 《4. 233) 
"1 CAA" 1 
证 利用 系数 矩阵 变换 关系 式 (4. 231) ,可 以 得 到 
[8 :AB ~.: A"-'B] 
= [PTBiP AP. PB:...:Pp-iA"ip, P18B] 
一 PP [BAB :.. :4"1B] {4. 234) 


基 此 ,有 即 可 证 得 起 (4. 232)， 类 似 地 ,又 可 证 得 式 (4,233) ， 证 明 完 成 。 
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结论 4, 53 [线性 非 奇 异 变 换 属 性 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 能 控 性 和 能 观测 性 
在 线性 非 奇异 变换 下 保持 不 变 , 即 有 
立 完 全 能 控 ”后 三 完全 能 控 (4, 235 ) 
完全 能 观测 ”二 工 完 全 能 观测 (4. 236 ) 
证 利用 式 14.232) 和 式 {4. 233) 即 可 导出 本 结论 ， 
结论 4.54 上 线性 非 奇 异 变 换届 性 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (4. 229) ,能 控 性 指 
数 & 和 能 观测 性 指数 y, 能 控 性 指数 集 {jx ,六 ,… ,wx ; 和 能 规 测 性 指数 集 {44 ww wy } ,在 
线性 非 奇 异 变 搞 下 保持 不 变 。 
证 某 于 系数 矩阵 变换 关系 式 人 4. 231) ,并 利用 相关 的 定义 , 即 可 证 得 本 结论 。 


能 控 规 范 形 


考 虚 完全 能 控 n 维 单 输入 单 输 出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
BE: Xo Arkh 


{4, 237) 
Yo 二 ex 
其 中 ,和 为 n Xn 常 阵 ,b 和 ce 为 xnX1l 和 1Xn 常 阵 ， 由 系统 完全 能 控 , 有 
rank[b ,Ab :7 A" b=n (4, 238} 
骨 令 系统 特征 多 项 式 为 
dertsT — AY A fy) 一 六 二 Gs 十 二 ya {4. 239) 
并 进而 定义 如 下 的 nn 个 常数 ， 
B,..1= eh 
Bro cAb ra, ch 
es 《4. 240) 


Bi= cA’ bia cA b+ .. -上 ao 由 
Bo= eA hia cA b+ -. 十 me 
在 此 基础 上 ,可 以 导出 如 下 两 个 结论 ， 
结论 4. 55 [能 控 特 征 变换 阵 ] 对 完全 能 控 ? 维 单 输入 单 输出 连续 有 时间 线 性 时 不 变 
系统 (4. 23?) ,表征 能 控 特 征 和 结构 特性 的 变换 矩阵 为 


] 
。 从 一 1 
p 一 [eyes 1 | 一 [4 lib, Ab,b] 了 。 。 《二 241) 
Ql TT | 1 


注 在 式 (4.241) 定 义 的 变换 矩阵 P 中 ,对 能 控 特 征 的 表征 为 , 当 且 仅 当 系统 为 完全 
能 控 , 和 矩阵 括 奇异 ;对 结构 特性 的 表征 为 ,特征 多 项 式 系数 组 16。 ;90-1} 被 喜 接 引 
人 于 矩阵 吨 中 。 


FN re ne De 
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结论 4.56 [能 控 规 范 形 】 对 完全 能 控 = 维 单 输 入 单 给 出 连续 时 间 组 性 时 不 变 系 统 
4. 237), 其 能 控 规 范 形 可 基于 线性 非 奇 异 变 撞 x 二 'x 导出 ,为 
:二 有 .x 十 Bu 


[4. 242) 
y= ex 
其 中 
已 1 | TD 
.PiAP- bpp= 
0 1 
| [1 
一 一 [88 1] {4.243) 


证 首先 推导 和 。 对 此 ,利用 可 一 严 ”4P, 可 以 得 到 
PA4.= AP 一 [4el,ke: ,4e | 


一 [和 2 Ab | 7 


， ， (4. 244 
在 | a A | 


基 此 ,并 利用 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 *(4) 一 0 和 变换 年 阵 定义 式 (4. 241) ,可 以 导出 ， 

1 = (AB Ha A b+ tmAb+ab) obo oe, 

es = CA ba A ShaoAb+ab— nboe, —a.e, 

uu (4. 245) 

人。 = (A Abta hb — a b= es a, se, 

de, = Ab a, Ha, ,b=e, 一 Qe, 
将 式 (4. 245) 代 人 式 (4. 244); 有 

PA.= [~ Qe ie 一 四 ee， Es 1 tie, | 
“0 .1 


一 Le, | - C14, 248) 
| 1 


一 中 一 el 一 如 1 
考虑 到 [ei :ez 84 二 了 ,从 而 将 上 式 左 医 忆 ,就 即 进 得 4. 表达 式 ， 
进而 推导 8.， 对 此 ,利用 二 PP-'b 和 变换 矩阵 定义 式 (4. 241) ,可 以 得 到 
0 人 71 


0 总 
Ph = b= e, = Le,e,,,e,] .|= P|. (4, 247) 


1 ] 
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将 上 蕊 左 乘 王 - ,就 即 证 得 下 表达 式 。 
景 后 推导 re.。 对 此 .利用 P 一 co 和 变换 矩阵 定 光 式 241) 并 注意 到 式 54. 240), 即 
可 证 得 : 
Fr 1 
一 PP cA | : (4 248) 
[a - oa,, 1 
= [Bo ,By Bd. 1 
注 1 能 控 规 范 形 以 明显 形式 直接 和 特征 多 项 式 系数 aa ,m1} 联 系 起 来 ,这 
对 于 综合 系统 状态 反馈 和 对 系统 仿真 研究 都 是 很 方便 的 。 
注 2 作为 上 述 结论 的 一 个 推论 ,完全 能 控 的 任意 是 个 代数 等 价 系 统 必 具有 相同 的 
能 控 规 范 形 。 
例 4.20 给 定 一 个 完全 能 控 单 输入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 厅 变 系统 ， 


1 0 2 1 
i 1 | | 
10 -2 1 

?一 0 1 Ijx 


gf) 二 dertsT 一 A 一 :一 3s 十 4 
和 一 组 常数 
98. 二 中 = 二 3 
B= cAb+ach = 
B=eAb+ocAp +acho= 
在 此 基础 上 ,利用 变换 关系 式 (4, 242) 和 (4. 243) , 即 可 得 到 系统 能 控 规 范 形 为 
「 0 1 0 出 


=! 0 0 1ix+'D 
| 5 0 
?了 = 一 [DO 4 3]x 


进而 ,利用 变换 矩阵 定义 式 人 4. 241) ,可 以 导出 ， 


Hs 天 一 


[1 0 0] Fi 3] 
| 

P= A 1 0|= 0 5 | 
tl] 位 > 1 0 1 1 


再 求 其 道 ,有 


PE EA pe i 
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lili 

了 28 

r 

| ot 3 

从 而 , 定 出 祖 对 于 能 控 规 范 形 的 系统 状态 为 

| 0 六 一 二 中间 地 丰 一 也 | 
| 


能 观测 规范 形 


考虑 完全 能 观测 n 维 单 输入 单 答 出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状 套 空 间 措 述 为 
ES: X= Ar+h 


(4, 了) 
y= 
其 中 .入 为 nxn 常 阵 ,b 和 ec 为 n XX] 和 1xn 常 阵 ， 由 系统 完全 能 观测 .有 
Tc 
C 病 
rank | , = {4, 250) 
PCE 


骨 令 特征 多 项 式 为 (4. 239) ,常数 组 (8, ，…,B, ,Bs} 如 式 (4. 240) 所 定义 ， 

基 此 ,并 利用 能 观测 性 和 能 控 性 的 对 侦 关 系 ,可 以 直接 导出 如 下 两 个 结论 。 

结论 4. 57 [能 观 调 特 征 变换 阵 j 对 完全 能 观测 4 维 单 输入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 
不 变色 统 (4. 249) ,表征 能 观测 特征 和 结构 特性 的 变换 矩阵 为 


es" 
= -| | eh ] (4. 251) 
国光 
1 -入 


注 在 (4. 251) 定 义 的 变换 矩阵 Q 中 ,对 能 观测 特征 的 表征 为 ,当月 仅 当 系统 为 完全 
能 观测 ,矩阵 非 奇 异 , 对 结构 特 件 的 表征 为 ,特征 多 项 式 系数 组 (6,0,-… ,a } 被 引入 
于 和 矩阵 8 中 ， 

结论 4. 58 【能 观测 规范 形 ] 对 完全 能 观测 维 单 答 入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 不 恋 


re er 一 
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系统 (4,219)., 其 能 观测 筑 范 形 叮 基于 线性 韭 奇 异 变 挨 xX 一 Ox 导出 ,为 


a (4, 252) 
Ye 
其 中 
下 一 上 | 国 
a -1 ] 此 ) 1 六 a 
态 , 一 JaA0 一 - ， ， 和 一 帅 一 + 
l |] [8B.,. 
tml=0 -.… 0 1 (C4, 253) 


注 1 能 观测 规范 形 以 明显 形式 和 特征 多 项 式 系数 ia, ,a ,… ,a 1} 联 系 起 来 ,这 对 
于 综合 系统 的 观测 器 是 很 方便 的 。 

注 2 同样 ,完全 能 观测 任意 两 个 代数 等 价 系统 必 具 有 相同 能 观测 规范 形 ， 

例 4.21 给 定 一 个 完全 能 观测 单 输 人 单 输出 连续 时 间 钱 性 时 不 变 系 统 ， 


1 0 > 1 
r=- |2 1 lix+ |2 x, n=3 
| ] 


1 0 —2 
y=[L0 1 1]x 

首先 . 定 岂 特征 多 项 式 
ats) = dettsT — A})-—…s*--.5s+4 


各 一 组 常数 
有 :一 他 一 3 
B= cAp+ach od 
B= eAB+acAb+at =0 
基 此 ,并 利用 变换 关系 式 (4. 252) 和 ft4.253), 即 可 得 到 系统 能 观测 规范 形 为 


0 一 站 0 
i= |: 0 5 1* 十 wp 
3 


lo 1 0 
y=[0 0 T 
进而 ,利用 变换 阵 定义 式 (4. 251) , 定 出 变换 阵 为 


1 a ml] fed’" 4 一 4 4 
QO= 0 1 mw， cA | 3 ] —1 
0 D ljle 0 1 1 


基 此 , 定 出 相对 于 能 观测 规范 形 的 状态 为 


1 一 下 4 | 4 
3 了 -|- Ee | 


0 1 Ul, | 


Ta 十 工 


HT 了 ro ra 下 Ar rr 
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4.9 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 : 多 输入 多 输出 情形 


多 输入 多 箱 出 连续 时 沿线 性 时 不 变 系 统 的 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 . 相 比 于 单 输 
信 音 给 出 情形 ,无论 规范 形 形 式 还 是 构造 方法 都 要 复杂 一 些 。 -是 规范 形 的 不 供 一 性 . 相 
对 于 不 间 灾 换 矩阵 得 到 不 同形 式 规范 形 : 二 是 构造 变换 和 卸 阵 的 复杂 性 .包括 判别 年 阵 中 线 
性 无 关 列 或 行 的 搜索 和 变换 阵 构造 中 复 条 计算 过 程 等 。 本 和 攻 从 基本 性 和 实用 人 性 出 发 . 限 
于 讨论 应 用 较 广 的 旺 纳 姆 (Wonham)? 规 范 形 和 上 龙 伯 格 (Luenberger) 规 范 形 。 


搜索 线性 无 关 列 或 行 的 方案 


对 于 多 输入 多 输出 情形 ,无 论 构造 何 种 形式 规范 形 , 都 将 面临 一 个 共同 性 记 题 , 即 找 
出 能 控 性 判别 矩阵 中 六 个 线性 无 关 列 或 能 观测 性 判别 矩阵 中 ， 个 线性 正美 行 ， 通常 .这 
是 一 个 搜索 的 过 程 ， 

考虑 维 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,状态 安 是 描述 为 

FE: X= Axr+ Bn 
yo Cx 

其 中 ,为 nxn 常 阵 .B8B 和 CC 为 nxp 和 gx 党 典 。 再 组 成 能 控 性 判 删 阵 双 和 能 观测 性 
判别 阵 忆 为 


《二 51 


QO.= [BB AB … A"'B] {d. 255) 
和 
-eo 
往生 
2. = . (1. 256) 
[eAa" 1) 


着 系统 完全 能 控 , 则 有 rankQ. 二 ,nx pn 矩阵 0 中 有 且 仪 有 5 个 线性 无 关 z 维 列 向 量 ， 
者 系统 完全 能 观测 , 则 有 rankQ, 一 n,an Xn 矩阵 9。 中 有 和 且 仪 有 有 个 线性 无 美 维 行 问 
量 。 下 面 , 以 能 控 性 判别 阵 Q. 为 例 说 明 搜 索 8. 中 个 线性 无 关 列 的 思路 和 步骤 ,搜索 
,中 个 线性 无 关 行 的 思路 和 步 弛 可 按 对 偶 性 导出 ， 

为 使 搜索 Q. 中 必 个 线性 无 关 列 向 量 的 过 程 更 为 形象 和 直观 .对 给 定 (4, 吾 ?建立 形 如 
图 4.4 和 图 4.5 所 示 的 格 顶 图 ， 格 顶 图 由 若 焉 行 和 若干 列 组 成 , 窖 栅 上 方 出 堪 至 右 依 次 
标 为 B 的 列 记 ,bs,b，…, 格 栅 左 方 由 上 至 下 依次 标 为 4 的 各 次 钴 4 ,4 4. 和 格 声 代 
表 由 4: 各, 乘积 得 到 的 列 向 量 4 二 随 对 格 栅 图 搜索 方向 的 不 同 ,可 区 分 为 * 列 向 所 
索 ”" 和 和" 行 向 搜索 ”两 种 上 方案。 


4.9 ”能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 ， 志 输 六 多 输出 异形 9 


图 4.4 列 向 搜索 方案 的 格 凯 图 图 4.3 行 向 搜索 方案 的 村 期 图 


(1) 搜索 2. 中 避 个 线性 盛 关 列 向 量 的 "到 向 搜索 方案 ” 

列 问 搜索 思路 必 , 从 格 李 图 最 左上 格 即 屠 积 4'b， 格 向 下 ;上 顺序 找 出 列 中 所 有 线性 无 
关 列 向 量 。 随 后 , 转 人 到 紧 右 邻 列 .从 乘积 A?b。 格 向 下 ,顺序 找 出 列 中 和 已 找到 的 所 有 列 
疝 量 组 线性 无 关 的 全 部 列 向 量 。 依 此 类 推 , 直 到 找到 ”个 线性 无 关 列 向 量 。 

下 面 给 出 列 向 搜索 方案 的 搜索 步 又。 

Step 1: 对 格 栅 图 的 左 列 1, 若 上 非 零 ,在 乘积 训 b, 烙 内 划 X。 转 入 下 一 格 ,车 

4 和 5 线性 无 关 ， 
在 其 格 内 划 xX 。 再 转 入 下 一 格 , 若 
本 和 和 15 435 线性 无 关 ， 
在 其 格 内 划 X 。 如 此 等 等 ,直到 首次 出 现 
起 4B 和 [45 -45 线性 相关 ， 
在 其 格 内 划 促 ,并 停止 列 1 的 搜索 ,得 到 一 组 线性 无 关 列 向 量 为 ， 
bi Abi 和 1、 长 麻 一 v 
3tep 2: 向 右 转 和 人 开 列 2, 若 
bb 和 1 4 有) 线性 无 关 ， 
在 乘积 各 bs 格 内 划 x 。 转 入 下 一 格 , 苦 
A 四: 和 (Bi Ab 谨慎; ) 线性 无 类， 
在 其 格 内 划 x 。 如 此 等 等 ,直到 首次 出 现 
A:Bbe 和 人 线性 相关 ， 
在 其 格 内 划 他 ,并 停止 列 2 的 搜索 ,得 到 一 组 线性 尤 关 列 向 量 为 
Bb， 长度 二， 


Step 4: 向 右 转 人 左 列 上 其 


b, ib, "pp i 和 b, Hi ;bh, 1 "bh, 让 “Ab 1 线性 和 无 类 
在 乘积 A'b, 格 内 划 当 。 转 入 下 一 格 , 若 


rr TT 
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Ap, 和 和: b, ‘Ah 四 'b, ;hb, ' Ab, 1 i ip., ] :h,} 线性 无 关 
在 其 格 内 划 X。 如 此 等 等 ,直到 首次 出 现 
起 “ 昌 ， 和 和 ib Ab ,A Bissh, 1 +， 1 1 和 13 'b,} 线性 相关 ， 


在 其 格 内 划 忆 ,并 停止 剂 的 搜索 .得 到 一 组 线性 无 关 列 问 量 为 
长 度 一 

Step f 二 1: 著 如 十 二 二 十 二 ,停止 搜索 ,并且 :上 述 1 组 列 向 量 即 为 按 刻 向 搜索 
方案 找到 的 忆 . 的 = 个 线性 无 关 列 向 量 ， 

对 图 4. 4 情形 ,有 z 一 6 和 /一 3, 搜 索 结果 为 

一 2 一 
Q. 中 6 个 线性 无 美 列 向 量 为 
bsAPby ,Ab ;ib, ,Ab,;b. 

(2) 搜索 2. 中 必 个 庆 性 无 关 列 向 量 的 “ 行 向 搜索 方案 *” 

行 癌 搜索 思路 是 ,从 格 袖 图 最 左上 格 即 乘积 &b, 格 向 右 ,顺序 找 上 出行 中 所 有 线性 无 
关 列 向 量 。 随 后 , 转 人 紧邻 下 行 , 从 乘积 Ab, 格 向 右 , 顺 序 找 出 行 中 和 已 找到 的 所 有 线性 
无 关 列 向量 组 为 线性 无 闫 的 全 部 列 向 量 。 依 此 类 推 ,直到 技 到 ” 个 线性 无关 列 向 量 。 

下 面 ,给 出 行 向 搜索 方案 的 搜索 步 又。 

Step 1: 设 rankB 一 r<<p, 凤 BB 中 有 且 仅 有 + 个 线性 无 关 列 向 量 ， 对 格 栅 图 行 1. 若 
bh 非 零 ,在 先 积 和 4 格 内 划 x ,由 左 至 右 提出 + 个 线性 无 关 列 向 量 ， 不 拓 普 浪 性 , 表 + 个 
线性 无 英 列 向 量 为 

下 

并 在 对 应 格 内 划 X。 如 若 不 然 , 可 通过 交换 再 中 烈 位 置 来 实现 这 -… 点 ， 

Step 2: 转 人 行 2, 从 4 格 到 Ab, 格 由 左 至 右 进 行 搜索 。 对 每 一 格 , 判 断 其 所 属 列 
辣 量 和 和 先前 得 到 的 线性 无 关 列 向 量 组 是 否 线性 相关 ,车 线性 相关 则 在 其 格 内 划 写 ,反之 在 
其 格 肉 划 X 。 并 且 , 著 菜 个 格 内 已 划 中 , 旭 所 在 列 中 位 于 其 下 的 所 有 列 向 量 必 和 先前 得 刘 
多 线性 无 关 列 向 量 组 为 线性 相关 ,因此 对 相应 列 中 的 搜索 无 需 继续 进行 . 


Step AP: 转 和 信行 ,从 4%) 格 到 4, 烙 由 左 至 右 进行 搜索 ， 对 需要 搜索 的 每 一 格 ,类 
断 其 所 属 列 问 量 和 先前 得 到 的 线性 无 关 列 向 量 组 是 否 线性 相关 ,车 线性 相关 则 在 其 格 内 
划 中 ,反之 在 其 格 内 划 义 。 

Step Ad 十 1: 着 至 此 找到 x 个 线性 无 关 列 向量 , 则 结束 搜索 。 裕 栅 图 中 划 尖 格 邓 应 的 
列 辐 量 组 就 为 按 行 搜索 方案 得 到 的 马 中 ， 个 线性 无 关 列 向 量 ， 

进而 ,相对 于 格 机 图 中 的 各 列 , 表 所 (a 二 1.2,… .7) 为 第 a 剂 中 划 ※ 格 的 个 数 即 长 度 ， 
那么 {a a 实际 上 就 为 系统 的 能 控 性 指数 集 ,一 TaxXtAN ,pH :为 系统 的 能 
控 性 指数 ， 

对 图 4.5 情形 ,有 nn 二 6 和 + 二 3, 搜 索 结果 为 

人 二 3 由 二]，j=2 


4 9 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 ， 名 输入 多 输出 情形 


2. 中 6 个 线性 无 关 列 向 量 为 
bl ,A 村 :bh.:b, ‘A 


旺 纳 姆 能 控 规 范 形 


考虑 完全 能 榨 包 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ，; 
ES: r=Ar- Kh 
了 一 Cx 
其 中 .入 和 瑟 为 nXn 和 nnXp 常 阵 .C 为 gxn 觉 阵 。 
肖 先 , 找 出 系统 能 控 性 甜 阵 0 一 [8 : AB 


此 , 表 如 一 [六 .5 ,… ,b,j], 不 失 一 一 和 人 采用 瑞雪 过 困 、 设 色 的 


bs Abl Ap ;Db., ,Ab,,. 对 bb 
其 中 
让 十 中 十 下 十 WW 二 
总 bh 可 表 为 {4 1 线性 组 合 
及 可 表 为 1B， ;hl 1b, :bo AB, ,et ,A 


ib 可 表 为 { 丁 Ap 1 'h, sb, :1 1 


和 /线性 组 合 
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(4, 257) 


4” 8B] 中 2 个 线性 无 关 列 向 量 。 为 
个 线性 记 关 列 向 量 为 


(4. 208) 


bi'! 线性 组 合 


进而 ,构造 变换 阵 。 对 此 ,基于 上 述 给 出 的 线性 组 合 关系 ,导出 其 所 对 应 的 各 组 基 . 


(1) 表 


A 一 一 Da b, 
基 此 ,定义 相应 的 基 组 为 
[ SA 名 1. 如” ‘bh, 十 二 ab 
Els 之 A bb, 十 加 tb 十 … 十 rj 


(2) 表 
总 7 一 -一 DE + DP 上 


其 中 ,已 把 对 { ,ABy A" -1 )} 线性 组 台 关 系 等 从 所 为 对 ie ， ,easyey } 线 性 组 合 关 


系 。 基 此 ,定义 相应 的 基 组 为 
eal 各 1 十 ab 
ear 会 入 2 “pps 十 2 Lb 十 生 二 ae bs 


《了 二. 260) 


C4, 26] ) 


(4. 262) 
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-， 上 2 + 
Ab, = - Dadb:— es (4. 263) 
1 1 i 一 1 1!-] 


其 中 ,已 把 对 i ,六 :六 入 3;B， 太 了 1 所) 线性 组 合 关 系 等 价 换 为 对 
{Bl Fle se Eo Be “Ea 
线性 组 合 关 系 。 基 此 ,定义 相应 的 蔡 组 为 
1e 人 A ab 
,bb 
‘44.26 ) 


加 站 了， 
(2) 表 
tr 1 Ll 
Mb = PasA'b + DY ye, C4. 265) 


其 中 ,已 把 对 {bi ,Ab,-… A-1b,; “sb, 1 Ab, ,. a 'b, 1 ;线性 组 合 关系 等 价 柳 
为 对 
{B11 ea 9 
线性 组 合 关系 。 基 此 ,定义 相应 的 基 组 为 
| 全 六 1, 一 i 二 
| 


Bx 全 六 1 和 十 Qi, 1 十 十 anb, 


本 {4. 266) 
eh, 全 上 
在 所 导出 的 各 个 基 组 的 基础 上 ,组 成 如 下 非 奇异 变换 阵 ， 
T= Le 4 re] td. 267) 


下 面 ,基于 (4. 267) 定 义 的 非 奇异 变换 第 阵 了 ,给 出 系统 的 旺 纳 姆 能 控 规 范 形 。 
结论 4. 59 [上 旺 钠 姆 能 控 规范 形 ] 对 完全 能 控 的 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 
系统 (4. 257), 基 于 线性 非 奇 蜡 变 换 一 荆 ,可 导出 系统 的 旺 纳 姆 能 榨 规 范 形 为 


Ew: 克 一 Ar+ Hr 
二 cd. 268) 


DL 
有 
no 
x 


其 中 


巡 1 各 1 虑 1 
ps Pe 
_ i 12 
4 一 了 47 一 . (4. 269) 
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| 0 1 E 1 4, 270) 
{- a 一 区 一 1 
[7， 0 0 
a 二 : : | 一 上 二 1] { 1. 271) 
7) 0 0 | 
[6 上 
| ， 
0 | 
] : |. 
一 四 _1 _ 站 1 ，, 
也 ,一 了 BB- : ': C1, 2721 
0 :| 
: | 
0 | 产 
[ 1 荆 .| 
、 ~、 
{ p—t 
人 一 CT( 无 特殊 形式 ) C1. 273) 


式 (4.272) 中 ,用 *x 表示 的 元 为 可 能 非 零 元 ， 

证 基于 (4.267) 定 义 的 变换 和 矩阵 了 ,由 变换 关系 式 TA, = 4 了 和 ?如 .一 再 ,通过 类 似 

于 单 输入 单 输 出 情形 的 推导 , 即 可 证 得 (4.269) 一 (4. 272) 具体 推 证 过 程 上 去 。 

例 4. 22 钦定 一 个 完全 能 控 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 

一 ] 一 4 一 2 2 0 
0 6b je 0 
1 7 —1 1 1 

首先 , 按 列 向 搜索 方案 , 找 出 能 控 性 判别 阵 

2 0 一 4 一 2 6 | 


二 WH, 五 = 了 


Q.=[B:.AB .AB]= 0 0 -1 -1 -7 5 


1 1 1 -1 -12 一 8 
的 3 个 线性 无 关 列 ， 


He 
B= |0, Abl/=|—i|l, Abp =|-7 
] ] 四 


进而 ,由 线性 组 合 表示 


I Rr .arm Ey 
rr 
~ Ee 
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「 46 6 一 1 
i— 30 一 利和 一 一 《at 页 有 十 adp 二 ab) 一 -at 一 了 一 6 一 1 一 en | 
一 31| -一 12 1 1 
导出 : 
6 一 二 2 卫 46 
一 了 —1 0 i) | = 一 30 
一 12 1 1 ta 一 31 
于 是 ,求解 上 述 方程 ,得 到 


as 6 一 4 21-:T「 461 -1 6 2] Tr 46. 一 
oil= 一 | 一 7 1 0| | 30 =o- (- 太 | 7 30 —14 | |- .2 
rp —12 1 1| |-3l 一 19 42 -34||- 31 15 


基 此 , 定 出 
| | 
a1 = taAbl+ab om | 一 3 
I— 18] 
[一 12 
el2 一 Ab) + ob 一 一 | 
| 一 了 
之 
“nh 
1 
利 
” 18 一 过 2 一 ] 6 2| 
了 一 [en es es 一 —3 一 1 中 T= (一 元 ) 3 54 1 
[18 -3 1 | ， 270 一 54 


从 而 ,利用 结论 4. 59 给 出 的 变换 关系 式 , 即 可 求 得 


0 1 0 机 
4. 一 TI4T 一 |0 0 | B.=T-"8=— |0 训 
15 2 4 | 
3 
! 7 
对 应 地 .系统 状态 方程 的 旺 纳 姆 能 控 规 范 形 为 

1 

0 — 

0 10 56 

=|00 上 0 地 | 
15 2 4 


i 


49 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 . 名 输 入 多 输出 情形 195 


旺 纳 姆 能 观测 规范 形 


考 虚 到 能 控 性 和 能 观测 性 问 的 对 偶 关 系 . 利 用 对 偶 性 原理 , of 由 旺 纳 姆 能 挖 规范 形 的 
绪论 直接 导出 王 纳 姆 能 观测 规范 形 的 对 应 结论 。 

结论 4. 60 [ 旺 纳 姆 能 观测 规范 形 〗 对 完全 能 观测 的 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 
不 变 系 统 (4. 257) ,利用 对 偶 性 原理 ,可 导出 系统 的 旺 纳 姆 能 观测 规范 形 为 


Bow : 曾 二 起 , 主 二 刀 


(4, 2714) 
站 一 六 证 
其 中 
“A | 
六， 站, 
条 ， 一 , ， 【二 275) 
tm 
-rn 2 | 
mn 门 站 ，， | 
一 ] — BB, 
起 ， 一 , := 1.2 + PE 《二 276) 
L 1 .一 月 5 | 
[pn Dx 
~ [0 0 
是， 一 , 和 7=1,.2,.. 1— 1 [| 277) 
心 0 
0 0 1 
> | 0 0 
C= (4d.278) 
其 wn a 天 
新 里 昌 电 中 其 
8, 无 特殊 形式 (4.279) 


式 (4. 278) 中 ,用 * 表示 的 元 为 可 能 非 零 元 。 
注 全 两 个 结论 表明 , 旺 纳 姆 能 观测 规范 形 和 王 纳 姆 能 掠 规范 形 , 存 在 如 下 对 介 
关系 ， 
4(= ?4T， 再 (一 er， C= Br (4, 280) 
其 中 . (二 ) 代 表 形 式 上 等 同 关系 。 
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龙 伯 格 能 控 规范 形 


龙 伯 格 能 控 规 范 形 在 系统 极点 屿 置 综 合 问题 中 有 善 广泛 的 由 途 。 考 虚 完 全 能 控 多 输 

人 认输 出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ，; 
一 + 
¥ 一 Cx 

其 中 ,站 和 BB 为 xXxXn 和 nXp 常 阵 , 亿 为 qn 党 阵 ,rankB 二 x， 

首先 , 找 出 能 控 性 矩阵 Q. 二 _B 48B … A"'B8] 中 个 线性 无 关 刻 向量 。 为 此 . 老 
B=[&, sb | ;不 失 一 般 性 令 其 r 个 线性 无 关 列 向 量 为 .Bb、…".b.。 苇 此 ， 来 用 行 
向 搜索 方案 , 找 出 Q. 中 个 线性 无 类 列 向 量 , 并 组 成 非 奇异 知 降 ， 

一 一 [时 A" lbh, 5 hb) {41,28°) 

其 中 , {jpn ,pe sp.) 为 系统 的 能 控 必 指数 集 , Cp 二 py 十 … 二 pe} 二 4。 

进而 ,构造 变换 抢 阵 ， 为 此 , 先 对 式 5(4, 282) 定 义 的 矩阵 了 ! 求 道 ,并 表 结 果 知 隆 为 分 
块 第 阵 ; 


(4.281) 


| 
| 
一 PT | (44, 283) 


其 中 , 块 矩 阵 的 行 数 为 坟 ,i 一 1,2,…,r。 肯 在 矩阵 P 卫 中 .取出 各 个 块 阵 的 末 行 , 即 为 ei。、 
el "en ,并 按 如 下 方式 组 成 变换 矩阵 $ ;， 
i, 


Tr 
Bl 十 


se=| (4. 284) 


Te 
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亦 此 革 珊 上 .给 出 如 王 的 一 个 基本 处 论 ， 
结论 3.61 应 伯 格 能 搞 规 范 形 ] 对 完全 能 探 密 输 人 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 
统 (41.281) ,基于 线性 非 奇 量变 换 主 一 xz, 可 导出 系统 的 龙 伯 格 能 控 规 范 肛 为 


访 ,| ' 这 TT 和 Bu 
yo— Cx (4. 285) 
其 中 
| 4, 入， | 
4 一 3543S 二 | : :| (4. 086) 
Ln ! 
及 EE 
0 ，] ] 
A | i = 12 sr (4. 287) 
站 ! 各 ] 
| 新 新 千 
|， 0 1 
i 0 0 和 人 88) 
总 项 
ro 区 并 
0 : 
I 
B=s'B=| (4. 289) 
声 ] | 和 
| 
0 : 
| |: 1 .a ¥ J 
C. = CS( 无 特 珠 形式 ) (4. 290) 


式 (4.289) 中 ,用 * 表示 的 元 为 可 能 非 零 元， 

证 推 证 过 程 类 似 于 单 输入 单 输出 情形 。 具 体 推导 过 程 略 去 。 

注 需要 注意 的 是 ,变换 后 矩阵 下 中 ,第 1 列 “1" 元 右 邻 有 一 个 以 <x > 示 的 可 能 非 
专 儿 。 这 一 点 往往 容易 被 忽视 。 实 际 上 .在 综合 问题 中 这 个 可 能 非 岭 元 对 综合 结果 是 有 
影响 的 。 


例 4.23 给 定 一 个 完全 能 偿 的 连 绪 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 


TT 


-- 1 1 2 2 0 
| 0 6 i 0 
1 7 一 1 上 1. 


首先 . 技 行 回 搜索 方案 , 找 出 能 控 性 剂 列 阵 
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H" no 二 3 


-2 0 4 -2 6 8 
QB. AB A:B]= 。 0 一 1 一 1 -7? | 
1 1 1 1 —12? 8) 


的 3 个 线性 无 关 列 : 


| | 站 和 
hi0, b= ol. 人 1 
1 ] ; 1 
其 次 ,组 成 预备 性 变换 矩阵 P : ,并 求 出 其 谤 了 P， 
2 一 4 吕 
P '= [h.Ab.,b.] 一 1: -1 9| 
1 1 
2 一 + 0 「 5 一 ? 5] 
Pool -1 1 一 | 0 1 0 
1 —0.5 3 | 


是 将 呈 分 为 两 个 块 阵 ,第 一 个 块 泗 的 行 数 为 2. 第 二 个 块 阵 的 行 数 为 1。 进而 .取出 中 
的 第 2 行 eb 和 第 3 行 e3 ,组 成 变换 矩阵 $5! 并 求 出 其 送 $， 


| | 0 1 0 
$ = eAl—; 0 一 5 1 
el | Lo 3 | 
”0 一 0] 一 1 2 一 2 
s -50 | 0 -61 =|-10 | 
05 3 1 .6 1 0 
最 后 ,利用 结论 4. 61 中 给 出 的 变换 关系 式 , 通 过 计算 得 到 
0 0 4 218 ol 
ss | 0 6 | 0 6 —1||-1 0 中 -1 7 -2| 
05 3 1 | 1 7 -61 0 [a 0 | 


2 01. 0 
he- oe | 1 
05 3 0 | 0 | 


而 系统 状态 方程 的 龙 伯 格 能 控 规范 形 为 


4.9 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 , 多 输入 凶 输 出 情形 


0 1 0 0 0] 
= | -19 7 -213 十 |1 | 
— 38 0 一 3 0 1 
龙 伯 格 能 观测 规范 形 


龙 伯 格 能 观测 规范 形 和 龙 伯 格 能 控 规 范 形 具有 对 侦 关 系 。 下 面 ,基于 对 偶 性 原理 , 直 
接 给 出 龙 伯 格 能 观测 规范 形 的 相应 结论 。 

结论 4. 62[ 龙 伯 格 能 观测 规范 形 ] 对 完全 能 观测 的 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 
不 变 系 统 (4. 281) ,基于 对 偶 性 原理 ,可 导出 系统 的 龙 伯 格 能 观 浏 规范 形 为 


Eu: 区 二 各 王 十 Bu 


_ (4, 291) 
y= CC 
其 中 
名 A | 
4 一 | | (4, 292) 
态 ， A 
a DO ， 次 
人 
总 ， 一 -. as 下 7 一 1 2， 大 4， 293) 
L 1 关 
0 0 * | 
A 二 |: : (4. 294) 
LO 0 | 
0 0 1 
> | 0 0 
Co 一 本 人 4. 295) 
， _ > 
基 其 了 
B。 无 特殊 形式 C4, 206) 


式 (4, 295) 中 ,用 表示 的 元 为 可 能 非 零 元 。 
注 上 述 两 个 结论 表明 , 龙 伯 格 能 现 测 规范 形 和 龙 伯 烙 能 控 规范 形 , 存 在 如 下 对 侦 


TA ne pi pe 
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A VA, Bic, C(IB: (4. 297) 
千 中 ==) 代表 形式 上 等 回 兴 系 ， 


4. 10 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 结构 分 解 


结构 分 解 的 实质 是 以 明显 形式 ,将 不 完全 能 控 或 /和 不 完全 能 观测 的 系统 区 分 为 能 榨 
部 分 和 不 能 控 部 分 ,或 能 观测 部 分 和 不 能 观测 部 分 ,或 能 控 能 观测 .能 控 不 能 观测 .不 能 控 
能 观测 ,不 能 控 不 能 观测 四 个 部 分 。 系 统 结构 分 解 的 日 的 , 既 在 于 更 为 深入 地 了 解 系统 的 
结构 特性 ,也 在 于 更 为 深入 地 揭示 状态 空间 描述 和 输入 输出 找 述 间 的 关系 。 本 节 腿 于 连 
续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ,着 重 讨论 系统 结构 分 解 的 形式 和 途径. 


按 能 控 性 的 系统 结构 分 解 


按 能 控 性 的 系统 结构 分 解 归结 为 将 不 完全 能 控 系 统 显 式 地 区 分 为 能 控 部 分 和 木 能 控 
部 分 。 结构 分 解 的 途径 是 引入 基于 不 完全 能 控 特 征 的 特定 线性 韭 奇异 变换 。 

考虑 不 完全 能 控 = 维 多 答 和 人 多 得 出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,状态 鹤 问 描述 为 

5: x Axr Br 
Y= Cx 
其 中 ,x 为 4 维 状态 ,wu 为 p 维 输入 ,y 为 go 维 输出 ， 莫 由 系统 不 完全 能 挖 , 有 
rankQ. 一 rank[B .AB :+ A iB]=k< hn 《4.299 7 

即 能 控 性 和 矩阵 吕 中 有 且 仅 有 大 个 线性 无 关 列 向 量 。 

进 前 ,基于 能 控 性 在 线性 非 奇 异 变换 下 的 属性 ,对 系统 (4 298) 引 人 线性 非 霖 异 变换 
+ 二 Px, 并 束 


tl. 2908) 


名 , 一 [BB:IAB 1.. A 'B] 
那么 , 必 有 
Tank 人 一 rankQ. {4. 300) 
其 中 
丘 = PAP-'!, B= PB (4, 301) 


这 意味 着 ,对 不 完全 能 控 系 统 丰 入 线性 非 奇异 变换 不 改变 系统 的 不 能 控 程度 这 一 属性 
正 是 讨 沦 系统 结构 分 解 的 基本 依据 ， 

下 面 , 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4. 298) ,基于 系统 不 完全 能 控 特 征 ,构造 实现 结构 
分 解 的 非 奇 异 变换 和 矩阵。 首先, 找 出 能 控件 矩阵 2 中 有 且 仅 有 的 上 个 线性 无 关 列 向 量 ， 
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叮 采 用 列 向 搜索 方案 或 行 向 搜索 方案 ; 表 搜 索 结 果 为 .8:4。 其 次 ,在 除 Q. 外 的 
维 状 态 空间 中 ,选取 8 一 天 个 线性 无 关 列 向 量 4 ‘使 和 1 人 线性 无 
关 。 这 样 , 在 此 基础 上 ,可 组 成 结构 分 解 的 变换 年 阵 为 

P A000 [eg Qu." sg | (4. 302) 
相应 地 , 表 其 逆 下 为 


P=-0'°=— (4, 303) 


进一步 ,对 结构 分 解 变换 矩 隆 台 及 其 逆 卫 ,给 出 如 下 的 3 个 性 质 。 
结论 4, 63 [变换 阵 性 质 ] 对 式 (4. 302) 的 变换 矩阵 @ 和 式 (4. 303) 的 着 矩阵 P， 
成 立 : 


piq, =0, Vi 天 Hi (4, 304) 
证 利用 PQ 了 , 即 可 证 得 式 {4. 304)， 
结论 4.64 [变换 阵 性 质 ] 对 式 (4. 302) 的 变换 矩阵 &@ 和 (4. 303) 的 首 托 阵 也 ,成立 ， 
DAg; = 0, Yi n; 2 (4, 305) 
证 考虑 到 49, 必 一 1,2，… ,可 表 为 19 ,9;，,… ,加 ;的 线性 组 合 ,再 运用 (4. 304) , 即 
可 证 得 式 (4. 305)。 
结论 4. 65 [变换 阵 性 质 ] 对 起 (4. 303) 的 道 矩 阵 王 和 输 大 和 卸 阵 吾 , 成 立 ， 
PB—0, Wi 一 二 十 1， (4. 306) 
证 考虑 到 包括 矩阵 吾 各 列 在 内 的 吕 . 任 一 列 向 量 均 可 表 为 {g ,gq ，… ,qi ;的 线性 组 
合 , 再 运用 式 (4., 304) , 即 可 证 得 式 (4. 306)， 
在 此 基础 上 ,可 以 给 出 系统 孩 能 控 性 结构 分 解 的 基本 结论 . 
结论 4. 66 1 系统 按 能 控 性 结构 分 解 ] 对 不 完全 能 控 * 维 多 输 入 多 输出 连续 时 间 线 
性 时 不 变 系 统 (4.298) ,rank@. 一 人 < 通过 引入 线性 非 奇异 变换 x 二 Px 可 使 系统 实现 按 
能 控 性 的 结构 分 解 , 即 有 


= JE 
| Lo AJlzjtiol 
_ ‘dd, 307》 
rr 
y= [C cl | 
Eo 


其 中 ,x 为 上 维 能 控 分 状态 ,为 塘 一 维 不 能 控 分 状态 ， 
证 分 为 两 步 进行 证 明 ， 
(DD 证 明 式 (4. 307)。 对 此 ,由 对 系统 (4. 298) 引 入 线 手 非 奇 异 变换 x 一 Pr, 可 以 导出 ， 
革 一半 x 十 和 


y = Cx Cd, 308) 
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进击, 推 司 ( 起 .B,C)， 对 入, 利用 PP! 和 卫 表 达成 及 共性 质 (1. 305), 各 得 
| 用 49， “*" pi Ag: pliAg. 机 pl Ag. ， 


区 9 9 


在 二 PAP 一 
pi gi "+ pi.1Age Pi lAni | 可 四 -1 4。 


[piAgy 2 piAg: pa 1- piAg, 


六， 如，， - 
一 | ~ | (4, 309) 
0 A 
对 昌 . 利 用 PP 表达 式 及 其 性 质 (4. 308), 即 得 
piB 1 
[piB | 2B,] 
B-PB-|I. |=i | (4, 3410) 
BB LJ 
piB | 
对 切 , 无 特殊 形式 ,可 以 坦 为 
C= CP [Cgq,,.. Coa, Co, 
? [CG Ca 9 ] (4. 311) 
一 LE. ‘| 
基 此 ,证 得 按 能 控 性 的 结构 分 解 式 (4. 307)， 
tn》 证明 x 为 能 控 状 态 。 对 此 ,有 
k= rank@. = rankQ, = rank[B AB … A" B| 
一 rank| 。 tk : "+ 和 “] 
0 0 | 0 
= rank[B. :A.B. … Ar 1B, | (4. 312) 


再 出 和. 为 天 X 二 矩阵 ,并 利用 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 ,可知 
4 县 .4 有, 均 可 表 为 {B, ,A.B,，… ,A ;线性 组 合 
从 而 ,由 式 (4.312) 叉 可 导出 ， 
rank[B. .A.B. … : At!B, ] 一 大 (4. 313) 
即 \44. ,中 .) 完 全 能 控 。 从 而 ,证 得 二 为 能 控 状 态 。 证 明 完成 。 
例 4.24 给 定 连续 时 间 线 性 时 下 变 系 统 ; 


] 1 1 0 1 

x= |o 1 | Olu, A=3, rankB= 2 
l] 1 1 0 1 

y=[1l 0 1]x 


En ，  - 一 > 


4.10 连续 时 间 线性 时 不 变 系 统 的 结构 分 解 本 | 203 


肯 先 .村 rank 吾 =2 ,只 请 判 断 


i 1 1 2 
rank_B ABji- rank | nn |] ol 2. T7713 
0 1 1 2 


即 知 系统 不 完全 能 控 . 4 几 分 解 后 能 控 分 状态 x 为 二 维 。 
进而 ,在 能 控 性 和 阵 8. 中 和 任 有 联 黄 个 线性 友基 语 向 是 .在 除 昌 以 外 二 继 状 态 空 间 中 人 竹 服 
一 个 列 向 大 使 与 取 定 的 两 个 刘 向 呈 线 性 无 交 , 有 有 


站 站 11; 
全， 一 | 在 二- 101 ， 看 :一 四 
0. 11 0 
基 此 ,组 成 变换 扼 阵 中 , 并 求 出 其 道 斌 阵 P, 厂 
0 1 1 各 1 0 
Po-_ | ?of P=: | 0) 
Lo 1 0| [1 0 | 
最 后 ,通过 计算 ,得 划 
0 1 oj 1 110 1 1 No vw 
ee 小 1 o | 1 0 一 有 2 || 
3 Dll 00 加 


17 1 
中 ol 10 1 
lo 1 EE 0 


1 
1 
了 一 FEB 一 0 0 
0 | 
c=tP'—[!1 0 中 0 0l=r0 2 11 


一 
r 一 
一 | 


a 
Ls 
[i 


从 而 ,系统 按 能 控 性 的 结构 分 和 解 式 为 
Lool- No 
= 1 2 i 1 la 
0 0 0 lo 
y—[0 2 1” | 


下 面 ,对 系统 按 能 控 人 性 的 结构 分 解 进而 作 如 下 一 些 说 明 ，。 
《1) 能 控 部 分 和 不 能 控 部 分 
对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 . 按 能 控 性 的 结构 分 解 式 (4, 307) 表 明 ,-- 个 不 完全 能 控 
系统 可 以 显 式 地 区 分 为 能 控 部 分 和 不 能 控 部 分 。 能 控 部 分 为 上 维 子 系统 : 
下 .一 是 .十 十 LaX: 二 Bu 
1 = Cx, 


(4 314) 


a in eet pt EP Cane ar ite = ci ee 
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趟 能 控 部 分 为 n 一 上 维 子 系统 : 


和 二 (4. 315) 
ps — Cx 
且 两 者 之 癌 只 存在 由 不 能 控 部 分 到 能 控 部 分 的 看 合作 用 ， 
:2) 能 控 振 型 和 不 能 控 振 型 
对 连续 有 时间 线性 时 不 变 系 统 ,由 按 能 控 性 的 结构 分 解 式 (4. 307} ,有 
-- sl 一 起， 一 和 点。 1 
dettsT -- 各 ?一 det 可 一生) 一 det| _ 
国 习 于 一半， 
一 dettsl — A,}det(tst A.) (4. 316} 


这 就 表明 ,不 完全 能 控 系 统 的 特征 值 可 以 分 离 地 分 为 两 个 部 分 , 专 特征 值 为 能 控 振 型 ,4， 
特征 值 为 不 能 控 振 型 . 输入 的 作用 ,只 能 改变 能 控 振 型 位 置 ,不 能 改变 不 能 控 振 型 位 
置 。 这 一 事实 对 系统 分 析 和 综合 具有 重要 意义 。 

(3) 系统 控 能 控 人 性 的 结构 分 解 方块 图 

对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 基 于 按 能 控 性 的 结构 分 解 式 (4. 307) ,可 以 尼 出 图 4. 8 
所 未 的 不 完全 能 控 系 统 结构 分 解 方块 图 ， 由 方块 图 可 以 直观 春 出 ,不 能 控 部 分 既 木 受 输 
人 的 直接 影响 ,也 不 通过 能 控 状 态 x 受 输入 & 的 间接 影响 , 属 于 系统 "黑箱 "内 部 不 能 
由 外 部 作用 影响 的 部 分 。 


图 4.6 按 能 榨 性 的 系统 结构 分 解 方块 图 


(4) 结构 分 解 形式 惟一 性 和 结果 不 惟一 性 

对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,由 按 能 控 性 的 结构 分 解 式 (4. 307) 推 证 过 程 可 以 看 出 ， 
千 构 分 解 形式 只 依赖 于 变 棉 逢 阵 的 选择 不 则 ,不 依赖 于 变换 和 F 阵 的 具体 结果 ,这 就 决定 形 
式 必 为 惟一 。 而 结构 分 解 结 果 , 将 随 线 性 无 关 列 向 量 组 和 9 ge gi 
的 选取 不 同 而 不 同 ,从 而 决定 结果 为 不 惟一 。 

《5) 基于 结构 分 解 式 的 能 控 性 判 据 

对 连续 时 间 线性 时 不 变 系统 , 按 能 控 性 的 结构 分 解 式 (4. 307), 有 时 也 可 用 于 判别 系 
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统 的 能 挖 性。 系统 为 完全 能 控 , 当 上 颖 仅 当 其 状态 空间 描述 不 能 通过 线性 非 奇异 变换 化 为 
(4,307) 形 太 。 特 别 居 对 高 维系 统 , 出 于 这 种 判 据 可 在 计算 机 上 采用 行 和 列 初等 变换 来 进 
行 ,不失为 一 种 可 以 采用 的 方法 。 


按 能 观测 性 的 系统 结构 分 解 


系统 按 能 观测 性 的 结构 分 解 对 偶 于 系统 按 能 控 性 的 结 档 分 解 。 考 虑 不 完全 能 观测 
维 多 输 入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,状态 空间 描述 为 
E: +A 


{4.317) 
站 = Cx 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,s 为 p 维 输 入 ,y 为 o 维 输 出。 由 系统 不 完全 能 观测 ,有 
CC 
Li 
rankO, = rank . = {4. 318) 
A 


即 能 观测 性 年 阵 @ 中 有 和 且 仪 有 m 个 线性 无 关 行 向 量 。 基 于 能 观测 性 在 线性 非 奇异 杰 换 

下 属性 ,对 系统 (4. 317) 引 和 人 线性 非 奇 异 变换 二 Fx, 表 变换 后 能 观测 性 矩阵 为 D,, 必 有 

rankQ, = rankO, (4. 319) 

这 意味 着 ,引信 线性 非 奇 异 变换 ,不 改变 系统 的 不 能 观测 程度 .在 @, 中 任 取 m 个 线性 下 

关 行 向 量 和 ,和 和，… ,hk ,再 在 除 马 以 外 ” 维 状 态 空间 中 任 取 n -~-m 个 和 取 定 线性 无 关 行 
向 量 组 为 线性 无 关 的 行 向 量 有 ,1 ,h,,,，,… ,hh,, 基 此 组 成 变换 隆 ， 

hh 


F= |. ‘4. 320) 


&, 
在 此 基础 上 ,对 应 地 可 给 出 如 下 的 基本 结论 ， 
结论 4. 67 [系统 按 能 观测 性 结构 分 解 ] 对 不 完全 能 观测 * 维 多 输 入 多 输出 连续 时 


则 线性 时 不 变 系统 (4. 317) "Tank@, 一 mn, 通 过 引信 线性 非 奇异 变 搁 =Fx, 可 使 系统 
实现 按 能 观测 性 的 结构 分 解 , 即 有 
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- ,1 
-fe ” C4,.321) 
其 中 ,3 为 or 维 能 观测 分 状态 ,为 n : 严 维 不 能 观测 分 状态 ， 并 此 ,这 种 分 解 形式 上 为 
惟一 ,而 结果 上 为 不 性 一 。 


对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 由 系统 接 能 观 淹 性 结构 分 解 式 (4.321) 可 以 看 出 ,在 系 
统 分 解 后 ,能 观测 部 分 为 m 维 子 系统 ， 


_ “44,322) 
一 
不 能 观测 部 分 为 7 一 以 维 子 系统 ， 
BB 
(4. 323) 
y: 一 企 
进而 ,4。 特征 值 为 能 观测 振 型 ,A 特征 值 为 本 能 观测 振 型 。 系 统 按 能 观测 性 分 解 后 方块 


图 如 图 4.7 所 示 ， 


图 4.7 按 能 观测 性 的 系统 结构 分 解 方 块 图 


系统 结构 的 规范 分 解 


系统 结构 的 规范 分 解 是 指 , 对 不 完全 能 控 和 不 完全 能 观测 的 系统 ,同时 按 能 控 性 和 能 
观测 性 进行 结构 分 解 . 规范 分 解 的 日 的 在 于 ,将 系统 结构 显 式 地 分 解 为 1 个 部 分 , 即 * 能 
控 能 观测 "“ 能 控 不 能 观测 "“ 不 能 控 能 观测 "和 “不 能 控 不 能 观测 ”。 

考虑 不 完全 能 控 和 不 完全 能 观测 r 维 多 输 入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,状态 
空间 描述 为 

X= Ar Bu 


y= Cx (4. 324) 
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其 中 心 为 关 绯 状态 必 为 户 维 输入 ,为 g 维 输出 。 

在 此 基础 上 .综合 系统 结构 技能 控 人 性 分 解 和 按 能 观测 性 分 解 的 结果 ,可 以 久 出 系统 结 
构 的 霓 范 分 解 定理 。 

结论 3. 68 [系统 结构 规范 分 解 定理 上 对 不 完全 能 控 和 不 完全 能 观测 n 维 包 输入 名 
输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (4.324) .通过 引 人 特 定 线性 非 奇异 变 搞 ,可 使 系统 结构 实 


现 规范 分 解 , 即 有 

元 。 A iA | ts 四] 

到. | A A | | eo | 

读 。 0 0 A | 中 。 0 

让。 0 0 A A lz | 10 (a 326) 
Ea 

> Fe 

一 [Co 6 0j 加 

证 


其 中 ,六 ,为 能 控 能 观测 分 状态 .为 能 控 不 能 观测 分 状态 ,zx.。 为 不 能 控 能 观测 分 状态 ,x 
为 不 能 控 不 能 观测 分 状态 。 并 且 ,这 种 规范 分 解 在 形式 FF 为 惟一 .而 在 结 琳 上 为 不 惟一 -， 

注 1 结论 关系 式 (4.325) 直 观 上 党 要 两 次 分 解 来 导出 , 先 对 系统 按 能 控 人 性 分 解 .再 
对 能 控 部 分 和 不 能 控 部 分 按 能 观测 性 分 别 分 解 . 但 是 , 若 将 两 次 分 解 变 换 阵 组 合 为 一 个 
变换 阵 , 则 只 需 一 次 变换 就 可 导出 式 (4. 325) 。 


图 4.8 系统 结构 规范 分 解 方块 图 


注 2 天 Scici 一 0'0) 为 基本 反馈 单元 ,其 结构 组 成 中 让 向 通道 环节 为 积分 器 
组 , 尽 竺 通道 环节 为 点 。 基 此 ,基于 规范 分 解 趟 (4 325) ,可 以 导出 系统 规范 分 解 方 块 图 
如 图 4.8 所 示 , 图 中 和 头 表示 各 个 变量 所 能 侍 弟 方向。 从 规范 分 解 方块 图 可 以 直 况 看 出 ， 
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单元 5.。 只 有 信和 号 进入 而 无 信号 送出 ,为 系统 能 控 不 能 现 瀚 部 分 ;单元 互 , 只 有 信号 送出 而 
无 信号 进入 ,为 系统 不 能 控 能 观测 部 分 ,单元 5.。 另 有 信和 号 进入 和 信号 送出 ,但 进入 信号 来 
生 单 元 :送出 信号 只 能 到 达 单 翅 3., ,为 系统 椒 能 控 不 能 观测 部 分 。 只 有 单元 区 ,同时 
沟通 输入 和 输出 ,能 够 实现 输入 u 到 输出 y 的 传递 ,为 系统 能 控 能 疯 测 部 分 。 

进而 ,由 系统 结构 规范 分 解 定理 , 还 可 导出 如 下 重要 推论 ，。 

结论 4.69 [传递 听 数 捧 阵 属性 ] 对 不 完全 能 控 和 不 完全 能 观测 * 维 多 输 人 多 输出 
连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 44. 324) ,作为 输 人 输出 描述 的 传递 申 数 矩阵 G(s} 只 能 反映 系 
统 的 能 控 能 观测 部 分 , 即 有 

GD) = Ct — A B= A.) Bo, < Gs) (4, 326) 

证 从 图 乞 8 的 系统 结构 规范 分 解 方块 图 可 以 看 出 , “w+ 一 工 , 一 记 。ry” 为 系统 
中 由 输入 & 到 输出 y 的 惟一 信和 导 和 传递 通道 。 基 此 , 即 可 导出 趟 (4.326)。 

注 ”上述 推论 表明 ,一 般 而 言传 递 函 数 矩 隆 是 对 系统 结构 的 - -种 不 完全 措 述 ， 系 统 
可 由 传递 酒 数 矩 阵 完全 表征 , 当 且 仅 当 系统 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 即 系统 为 不 可 简约 。 
所 以 ,这 个 推论 的 意义 在 于 建立 了 状态 空间 描述 和 传递 函数 矩阵 描述 间 的 有 条 件 等 价 关 系 ， 


4. 11 小 结 和 评述 


(17 本 章 的 定位 ， 本 章 围绕 能 控 性 和 能 观测 性 这 两 个 系统 基本 结构 特性 ,重点 针对 
连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 就 判 据 .规范 形 .结构 分 解 3 个 基本 问题 进行 了 较为 系统 和 较 
为 全 面 的 论述 。 本 章 的 内 容 对 线性 时 不 变 系 统 的 综合 是 不 可 氧 少 的 基础 。 

(2) 能 控 性 和 能 观测 性 的 实质 。 能 控 性 是 对 应 于 系统 控制 问题 的 一 个 结构 特性 , 表 
往外 部 控制 输入 对 系统 内 部 运动 的 可 影响 性 ;能 观测 性 是 对 应 于 系统 估计 间 题 的 一 个 结 
构 特性 ,表征 系统 内 部 运动 可 由 外 部 量 测 输 出 的 可 上 反映 性 ， 它们 构成 线性 系统 理论 中 两 
个 最 为 基本 的 概念 ,很 多 控制 和 估计 的 综合 问题 都 是 以 这 两 个 特性 为 前 提前 。 

《3) 能 控 手 和 能 观测 性 的 判 据 ，。 判 据 的 作用 是 基于 系统 状态 空间 描述 的 系数 矩阵 判 
断 系 统 的 能 控 人 性 和 能 观测 性 ， 判 据 的 形式 随 系 统 为 连续 时 间或 离散 时 间 类 型 和 系统 为 时 
变 或 时 不 蛮 类 型 而 不 辣 。 对 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ,应 用 最 广 的 能 控 性 和 能 观测 

rank[tB AB :ww : AMIR]=»n 
和 


Cc 
rank|  ， 一 入 
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(4) 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 。 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 是 显 式 反映 系统 完全 
能 控 和 完全 能 观测 特征 的 标准 形式 状态 空间 描述 ,在 控制 器 和 疯 测 器 的 综合 问题 中 具有 
重要 应 用 。 对 单 输入 单 输 出 w 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ,能 控 规范 形 和 能 观测 规范 形 
具有 形式 : 
nn ，1 19 1] 


li: -a 

其 中 ,ta 1,…,a ,a1 为 系统 特征 多 项 式 的 系数 。 对 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 
系统 ,常用 的 能 控 规 范 形 和 能 观测 规范 形 有 了 旺 纳 姆 规范 形 和 龙 怕 格 规范 形 . 

(5) 线性 系统 的 结构 分 解 。 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 结 均 分 解 的 作用 在 于 ; 显 式 
地 把 系统 分 解 为 能 控 部 分 和 不 能 控 部 分 ,或 能 观测 部 分 和 不 能 观测 部 分 ,或 能 控 能 观 
测 ,能 控 不 能 观测 、 不 能 控 能 观测 和 不 能 控 不 能 观测 4 个 部 分 ， 基于 结构 分 解 ,使 可 更 
深刻 地 揭示 杀 统 的 结构 特性 属性 ,如 能 控 振 型 和 不 能 控 据 型 .能 观测 振 型 和 不 能 观测 
振 型 等 。 

(6) 状态 空间 描述 和 传递 函数 矩阵 描述 的 关系 。 由 系统 结构 的 规范 分 解 所 揭示 , 传 
递 沙 数 矩 阵 一 般 而 言 只 是 对 系统 结构 的 不 完全 描述 ,只 能 反映 系统 中 的 能 控 能 观测 部 分 
状态 空间 描述 则 是 对 系统 结构 的 完全 描述 ,能 吕 同 时 反映 系统 结 枸 的 各 个 部 分 


站 是 
4.1 判断 下 列 各 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 是 否 完全 能 控 ， 


0 1 0 ] 0 
(DD) r=| 0 0 | 0 | 
-1 1 


一 2 一 4 一 3 
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4.2 确定 使 下 列 各 连续 时 间 线 性 时 不 蛮 系 统 完全 能 控 的 待定 参数 a.5.c 取 值 范围 : 


pe | 
FR oo00 Pp 
,|0 3 000 14 
tl) 二 一 十 | 
0 0 本 1 总 
0 0 4 [1 
4 1 0 oo 总 
, 4 站 9 1 
Civ} TT 二 下 十 
0 4 1 0 
0 0 0 4 
一 上 全 性 
(i) 二 一 0 -人 站 | 工 十 
0 站 一 之 


加 DO a 
C11) =| 上 | 
hb ec 


2 


! 


1 
4 
] 


iu 


4.3 判断 下 列 各 连续 时 间 线 性 时 不 蛮 系 统 是 再 完 全 能 观测 ， 


| 0 


l 
(iiiy x= |1 


1 


1 


了 


2]x 


4.4 ”确定 使 下 列 各 连 绪 时 间 线 性 时 不 变 系 统 完全 能 观测 的 待定 参数 a,5,c 取 值 


范 瑟 ， 


， 本 
C1) :=| 
[者 


一 2 
| ] 
0 


0 
一 2 
0 


0 
0 
一 2 


"|, y=[1 | 


直 ， ?一 | 


4 0 4 


上 jE 


4.5 确定 使 下 列 各 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 联合 完全 能 控 和 完全 能 观测 的 待定 参 


数 a 和 取 值 范围 : 


一 1 
ein| 
0 


1 


一 2 


0 


一 3 


如 


1 


| 


91 
Ou 


1 


ro 0 0 7 
(i)| 0 1 se 
L-2 一 3 一 5| 
y=[0 1 bjx 


4.6 计算 下 麟 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 能 控 性 指数 和 能 观测 性 指数 ， 


0 |! 0 0 1] 
:| 0 jt of 
0 3 一 1 0 0 


| 0 | 
一 x 
” 0 :1 0 


4.7 已 知 连 续 时 间 线 性 时 变 系 统一 4(Dx 十 BCDa 在 时 刻 1, 完全 能 控 , 设 有 
和 如 必 4 , 试 论证 系统 在 时 刻 4 和 是 否 完 全 能 榨 。 
4.8 判断 下 列 各 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 是 否 完 全 能 息 ， 


。 0 1 0 
[本 =| 上 | | i120 
0 下 1 


0 0 1 
£11) =| | | 0 
0 1 ee Y 
tf 1 0 
oil 0 + :E [0,2] 
[ 间 起 1 


4.9 给 和 证 离散 时 间 线 人 性 时 不 变 系 统 为 
[= ee 


工 必 中 十 1) 0 e Ir:(k) L 1—eT 
其 中 T 尖 0, 试 论证 :是 否 可 找到 wt) 使 在 不 超过 2T 时 间 内 将 任意 非 零 初 态 转移 到 状态 
空间 原点 。 


4 10 给 定 图 P4. 10 所 示 的 一 个 并 联系 统 , 试 证 明 ; 并 联系 统 六 完全 能 控 ( 完 全 能 
观测 ) 的 必要 条 件 是 子 系统 三, 各 均 为 完全 能 控 (完全 能 观测 )。 
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4.11 给 定 完全 能 控 各 完全 能 观测 的 单 输 和 人 单 答 出 线性 时 不 变 系统 为 


一 1 2 -2 2 
xX 0 一 1 1 xx 十 | 

1 0 1 | 
y=[1 1 0x 


试 定 出 : (0 能 控 规 范 形 和 变换 阵 ; (0) 能 观测 规范 形 和 变 模 阵 ， 
4. 这 第 定 完全 能 控 的 单 输 大 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 为 
一 + br 
其 中 ,4 和 五 为 xz 和 zx1l 常 阵 。 取 变换 阵 的 道 王 := -5 45 4" 59], 并 引 人 线 性 
非 奇 异 变 搞 xz 一 Px。 试 定 出 变换 后 系统 状态 方程 ,并 论证 变换 后 系统 是 否 完全 能 控 
4.13 给 定 完全 能 控 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 为 
10 1 1 0 
0 1 8 0 lin 
1 1 0 1 | 
定 出 其 旺 纳 姆 能 控 规 范 形 和 龙 伯 格 能 控 规 范 形 。 
4.14 定 出 下 列 线 性 时 不 变 系 统 拉 能 控 性 的 结构 分 解 式 ， 
rl] 1 
"TlLo s+ ike 


4.15 定 出 下 列 线性 时 不 变 系统 的 能 控 和 能 观测 子 系统 ， 


x 一 十 


A 1 0 0 0 0 
0 Ah 1 0 0 1 

X= 0 0 A 0 Olrtlolu 
0 0 0 i 1 0 
0 0 0 0 i ] 


y=[3 ] 1 0 1 jx 
4.16 给 定单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系统 为 
X= 4xr 十 姑 ， y= du 
其 中 ,和 ,5 和 ce 为 非 零 常 阵 ,dimtA4) = 二 n。 现 知 ， 
中 =0, cAb -- 0, 
试 沦 证 系统 是 否 联 合 完 全 能 控 和 完全 能 观测 ， 
4.17 对 上 题 给 出 的 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系统 , 定 出 传递 函数 g(s5)， 
4. 到 第 定单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系 统 为 
工 一 4r 十 到 ， y= 人 ex 
已 知 { 和 4,b} 完 全 能 控 , 试 问 车 任意 选取 c 是 否 几 乎 总 能 使 {4.c} 完 全 能 观测 。 请 对 此 加 以 
论证 ,并 举例 支持 你 的 论证 。 


0 


er 


第 S 章 
系统 运动 的 稳定 性 


稳定 性 是 系统 的 一 个 基本 结构 特性 。 稳 定性 问题 是 系统 控制 理 沦 研究 的 一 个 重要 课 
题 。 对 大 多 数 情形 ,稳定 是 控制 系统 能 够 正常 运行 的 前 担 ， 系统 运动 稳定 性 可 分 类 为 基 
于 输入 输出 描述 的 外 部 稳定 性 和 基于 状态 空间 描述 的 内 部 稳定 性 。 在 一 定 条 件 下 ,内 部 
稳定 性 种 外 部 稳定 性 才 存 在 等 价 关系 。 本 章 主 要 讨论 内 部 稳定 性 ,重点 论述 稳定 性 理论 
中 最 具 重 要 性 和 普遍 性 的 李 亚 普 诺 夫 (A, M. Lyapunov) 方 法 ， 为 使 讨论 较为 完整 ,讨论 
领域 扩展 到 包括 线性 系统 和 非 线 性 系统 .时 不 变 系 统 和 时 变 系 统 .连续 时 间 系 统 和 离散 时 
间 系 统 各 类 系统 。 


5.1 外 部 稳定 性 和 内 部 稳定 性 


本 节 针 对 连续 时 间 线性 系统 ,从 概念 和 属性 上 ,对 系统 两 类 基本 稳定 性 即 外 部 稳定 性 和 
内 部 稳定 性 进行 简要 讨论 。 本 节 的 内 容 , 对 于 本 章 的 后 续 讨 论 ,将 是 不 可 缺少 的 预备 知识 。 


外 部 稳定 性 


考虑 以 输入 输出 关系 表征 的 线性 因果 系统 ,假定 初始 条 件 为 零 ,以 保证 系统 输入 输出 
描述 前 惟一 性 。 在 此 基础 上 ,可 对 系统 外 部 稳定 性 引 人 如 下 定 文 。 

定义 5.1 [外 部 稳定 性 ] 称 一 个 因果 系统 为 针 部 稳定 ,如 果 对 任意 一 个 有 界 输入 
At 即 满足 条 件 
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ottyi SR EL) (5,1) 
的 -个 任意 输入 下 7 站 .对 应 的 输出 y() 均 为 有 界 , 凤 有 有 
| ‘(5,2) 


注 ”外 部 稳定 性 也 常 称 为 有 界 输入 -有 界 输 出 稳定 性 ,简称 为 BIBO 稳定 性 。 
对 连续 时 间 线 性 系统 ,外 部 稳定 性 即 BIBG 稳定 性 可 根据 系统 脉冲 响应 竺 阵 或 传递 
函数 第 阵 进 行 判别 。 下 面 , 给 册 主 要 的 一 些 常 用 判 据 ， 
结论 5.1 [线性 时 恋 系 统 BIB(O} 稳定 ] 对 零 初 始 条 件 户 维 输入 和 维 输出 连续 时 间 
线性 时 变 系 统 , 令 时 间 定 义 区 间 为 [ovee) , 则 心 时 刻 系 统 BIRGO 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ， 
存在 一 个 在 限 正常 数 及 使 对 一 切 [ec ,脉冲 响应 扰 阵 HCG, 所 有 元 
Ri 一 1.2:0， j= 1.2,.p (5.3) 


均 满 足 关 系 式 ， 
| [cen dr Be “0 C5, 1) 
证 分 为 两 类 情形 证 明 ， 
《0 疡 一 4 一 1 即 单 输 入 单 输 出 情形 。 先 证 充分 性 。 已 知 (5,4) 成 立 , 朋 任意 取 输 入 


ul 站 为 丰 界 即 满足 at | 志 Pi <oo ,YtE [4 ,0), 则 由 基于 脉 溃 响 应 (1,r) 的 输出 yi 
关系 式 , 可 以 得 到 


| 2 人 (5 |= | ht rut rydr 


<| | rr | wir) | dr 


<B| [AGT) | dr BH 二 Bo (5. 5) 
mh 


据 定 之 知 ,系统 BIBO 稳定 。 再 证 必要 性 . 采用 反 证 法 ,已 知 系统 BJBO 稳定 , 反 设 存在 
基 个 所 EE ,00) ,使 有 


T | sr | dr 一 ce (5 6) 


0 


基 此 ,可 构造 如 下 一 个 有 界 输入 : 
十 1， 页 
ut) 一 sgnAtti,t) = | 0O» 下 (ti 一 《5,7) 
一 1 下 人 
使 对 应 的 输出 y(t) ,有 


y(n) 一 Dac ,Tur dr 一 i [tar) dr= eo (5.8) 
即 输出 ytr) 为 无 界 , 蔬 盾 于 已 知 系统 BIBO 稳定 。 肥 设 不 成 立 , 证 得 . 
| [Ar | dr EB oo, YiE Tco) (5.9) 


(0) p 关 1 和 9 和 关 1 即 多 输 人 多 输出 情形 。 对 此 ,注意 到 对 输出 yi 的 任 一 分 量 
yt 均 有 


i - -- 一 一 
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me = | Lh Cr ru Cr) th ur dr 


二 二 hi na tridr, + | ht Tu Crdr | 


i 1 (53. 10) 
用 有 限 个 有 界 函 数 和 仍 为 有 界 。 基 此 .并 利用 单 输 和 人 单 输出 情 肛 站 论 . 即 可 证 得 结论 ， 
结论 5.2 | 线性 时 不 变 系统 BIBCO} 稳定 ] 对 零 初 始 条 件 p 维 输 入 和 准 输出 连续 时 
间 线 性 时 不 变 系 统 , 令 初始 时 刻 坟 一 0, 则 系统 BIBO 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 -- 个 有 
限 正 常数 ,使 脉冲 响应 矩阵 晴 () 折 有 有 元 
hl}, T= 120gs j=1.2,0,p (5.11) 
均 满 足 关系 式 ， 
| ht) di ho (5. 12) 


证 时 不 变 系统 为 时 变 系统 的 -类 特例 。 基 此 ,由 结论 5. 1 可 志 接 导出 本 结论 ， 
结论 5, 3[ 线 性 时 不 变 系统 BIBO 稳定 ] 对 零 初始 条 件 p 维 输入 和 a 堆 输 出 连续 时 
间 线 性 时 不 变 系 统 , 令 初 始 时 刻 t=0, 则 系统 BIRBO 稳定 的 充分 必要 条 件 为 , 真 或 严 真传 
递 消 数 和 矩阵 G(s) 所 有 极点 均 具 有 负 实 部 。 
证 第 2 章 中 曾经 指出 : 
G(s) 特征 多 项 式 om.(，) 一 
Gls) 所 有 1 阶 .? 阶 … maxtg,p) 阶 子 式 的 最 小 公分 母 ‘5. 13) 
G0D 的 极点 5 一 1,2 ym 为 qls) 一 0 的 根 ， 据 此 ,可 将 GC) 任 一 亏 有 理 分 式 
EC (5. 14 ) 
展开 为 相对 于 极点 的 部 分 分 式 的 有 限 项 和 ,不 失 - ` 股 性 表 其 一 个 部 分 分 式 为 


Ce {= 1,2. mn, Or = ] 2 (5. 15) 

其 中 ,8 为 零 或 非 零 常数 ,5 为 极点 ,的 代数 重 数 。 进而 ,导出 部 分 分 式 (5. 15) 的 拉 普 拉 
斯 反 变 所 为 : 

Bi Ter, 一 2 (5. 16) 


并 上 且 , 苦 某 个 部 分 分 式 (5. 15? 为 常数 吕 , 则 对 应 拉 普 拉 斯 反 恋 换 为 8 天 数 . 基 此 可 知 ,由 
小 传递 甫 数 g, (3) 取 拉 莉 拉 斯 反 变 所 导出 的 脉冲 响应 矩阵 本 (元 有 (2 是 以 pur ‘ee 为 
单元 式 的 有 限 项 和 ,和 式 中 可 能 包 合 5 函数 项 . 容易 看 出 . 当 且 充当 极点 5 ,7 一 1， 
21"” sm 均 具 有 人 负 实 部 ， 
pote Er, Vi= ld,g. Vio 1,2,.,p (5. 17) 
为 绝对 可 积 , 即 
2 (5. 18》 
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为 弧 对 可 积 。 从 而 ,由 结论 5.2 知 , 系 统 BIBHO 稳定 ， 证 明 完 成 。 

注 ”对 传递 函数 和 矩 阵 G0) ,为 快 定 极点 是 否 榴 具 布 负 实 部 . 即 是 否 均 位 于 左 半 开 : 
平面 . 广 为 采 用 的 方法 是 劳 斯 - 锥 尔 维 芯 (Routh-Hurwitz) 判 据 , 即 基于 Gis}) 特 征 和 多项式 
au(5) 的 系数 直接 判断 。 劳 斯 - 霍 尔 维 芯 判 据 常 称 为 代数 稳定 判 据 ,有 闫 结论 刊 断 方法 
可 在 经 典 控制 理论 教材 中 找到 ， 


内 部 稳定 性 
考虑 连续 时 间 线 件 时 变 系 统 ,其 输入 u 为 零 的 状态 方程 即 自治 状态 方程 为 


= AX, x IE Th) [5. 19) 
其 中 ,A(1) 为 nXn 时 变 矩 阵 , 且 满 足 解 存在 惟一 性 条 件 。 骨 表 状态 零 输 入 响应 即 由 任意 
非 均 初始 状态 x, 引起 的 状态 响应 为 x (1) :并 基 此 引入 内 部 稳定 性 定义 ， 
定义 5.2 [内 部 稳定 尾 ] 称 连 续 时 间 线 性 时 变 系 统 在 时 刻 1 为 内 部 稳定 ,如 果 册 时 
赣 坟 任意 非 零 初始 状态 x010) 一 x 引起 的 状态 零 输 入 响应 x (1 对 所 有 1€ aec) 为 有 
界 , 并 满足 高 近 属 性 即 成 立 : 
limxn (lt) = 0 {5.20) 


注 对 于 一 般 情 况 ,不管 系统 为 线性 或 非 线性 ,内 部 稳定 性 意 指 自治 系统 状态 运动 的 
稳定 性 。 实 质 上 ,内 部 稳定 性 等 同 于 从 亚 普 诺 夫 意 义 下 渐 近 稳定 性 。 有 关 竺 亚 普 诺 夫 稳 
定性 的 定义 和 结论 ,将 在 随后 各 节 中 进行 过 论 。 

对 连续 时 间 线 性 系统 ,内 部 稳定 性 可 根据 状态 转移 矩阵 或 系数 矩阵 直接 判别 ， 下 面 ， 
给 出 较为 基本 的 一 些 常用 判 据 ， 

结论 5,4 [线性 时 变 系统 内 部 稳定 ] 对 n 维 连续 时 间 线 性 时 变 自治 系统 (5. 19), 系 
统 在 时 刻 所 是 内 剖 稳 定 即 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,状态 转移 矩阵 到 (1， io) 对 所 有 
!E [5 co) 为 有 界 , 并 满足 渐 近 属性 即 成 立 : 


lim ® Ct,t,) 一 C5, 21) 
证 对 时 刻 4 任意 非 零 初始 状态 Xtin) 二 xo :状态 零 输入 响应 xo.(t) 为 
To (1) 一 i ve 亡 [i ,50) (5. 22) 


容易 看 出 ,xo,( 丧 有 界 当 且 仅 当 @ (4 ) 有 界 ,limxo (1) 一 0 当 且 人 充当 lim@@ (1,4) =0， 证 
明 完成 
结论 5.5 [线性 时 不 变 系统 内 部 稳定 ] 对 ” 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系统 ， 


x 二 Ax 二 Bu, X00) 一 各， 之 0 (5, 23) 
系统 是 内 部 稳定 即 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,矩阵 指数 函数 e“ 满足 关系 式 ， 
lme* 一 站 《5.24) 


亚 ” 对 线性 时 不 变 系统 ,状态 转移 算 阵 入 (2 二 eY, 且 e* 对 所 有 i>0 为 有 界 。 于 是 ， 
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由 站 论 5. 4+ 即 羡 导出 本 结论 . 
结论 5.6 :线性 时 不 变 系统 内 部 税 定 上 对 王 维 连续 时 间 线 年 时 不 变 上 自治 系统 
{3,23) ,系统 是 内 部 确定 即 渐 近 税 定 的 多分 必 览 筑 作 为 ,系统 富 阵 专 所 有 特征 但 (4)， 
i 三 120 的 入 有 信 实 部 , 即 成 六 : 
Resa tA +- 0 1 (5 0 
证 证 明 中 路 类 做 上 上 对 结论 二 3 的 让 有 明 ， 具体 推 证 这 积 焉 天- 
注 1 同样 ,可 以 采用 觉 斯 电 尔 维 蔷 判 据 ,根据 移 阵 和 特征 多项式 
As) es dt 4 21 
的 系数 a .a ,a 1, 衣 接 判 断 4 折 有 特 往 值 是 下 均 凡 有 仙 实 部 即 系统 是 天 为 内 部 
注 2 由 上 述 结论 可 能 使 人 会 对 连 绪 时 间 线 性 时 灾 系 统 联想 到 一 个 推 沦 . 芭 系 统 为 
内 部 稳定 , 当 导 仪 当 害 阵 有 (所 有 特征 值 入 (Ch) 对 所 有 1E 上， -) 均 其 从 
负 玄 部 。 不 地 的 是 ,已 经 举 出 反例 让 明 -. 这 个 潍 论 尽管 是 月 然 的 位 - 般 足 不 正确 的 玫 宝 
上 ' 在 控制 理论 发 展 的 早期 阶段 ,控制 工程 师 介 曾 忆 惯 于 把 源 结 参数 法 作为 研究 线 放 时 变 
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内 部 稳定 性 和 外 部 稳定 性 的 关系 


对 内 部 稳定 性 和 外 部 稳定 性 问 关 系 区 研究 .不 仅 理 论 分 析 上 其 柯 重 览 价 值 .而 引 [各 
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T= 和 rr 二 Bui CDy x， f -全 站 
y= Cx 十 Du 
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(53, 27) 


Hit) = Ce*B DO (5, 28} 
由 由 结论 5.5 知 , 若 系统 为 内 部 稳定 , 必 有 
e 为 有 界 晶 lime* 一 必 (5. 24) 


从 而 ,由 式 (5.28) 和 式 (5, 29) 可 以 导出 :脉冲 响应 矩阵 HCf) 所 有 元 


rr TT ee PP 
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据 结 论 5,2, 系 统 为 BIBO 稳定 。 汪 明 完 成 ， 

结论 5.8[ 内 部 稳定 和 外 部 稳定 关系 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 55. 27) ,系统 为 
BI1BD 稳定 即 外 部 稳定 不 能 保 让 系统 必 为 内 部 稳定 即 渐 近 稳 定 。 

证 第 4 章 中 给 出 的 系统 结构 规范 分 解 定理 的 推论 指出 ,传递 函数 矩阵 Gis) 只 能 反 
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实 , 只 能 保证 系统 的 能 控 能 观测 部 分 特征 值 均 具有 人 负 实 部 , 既 不 表明 也 不 要 求 系统 的 能 控 
不 能 观测 .不 能 控 能 观测 和 和 不 能 控 不 能 驱 测 各 部 分 特征 值 均 上 共有 负 袜 部。 由 此 ,系统 为 
BIBQ 稳定 不 能 保证 系统 为 内 部 稳定 。 证 明 完 成 。 

结论 5.9 [内 部 稳定 和 外 部 稳定 等 价 性 了 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 条 续 (5.27). 巷 条 
统 联合 完全 能 控 和 完全 能 观测 , 则 系统 外 部 稳定 当 且 仅 当 系统 内 部 稳定 ， 

证 由 结论 5.7 知 ,系统 内 部 稳定 意味 着 系统 外 部 稳定 。 而 几 结 论 5.8 证 明 过 程 知 ， 
在 系统 联合 完全 能 控 和 完全 能 观测 条 件 下 ,系统 外 部 稳定 意味 着 系统 内 部 稳定 ， 从 而 ,在 
结论 中 给 出 的 条 件 下 ,系统 外 部 稳定 和 系统 内 部 稳定 相等 价 。 证 肯 完 成 ， 


均 满 足 关 系 式 : 
| 4 
ht | di Be oe (5, 3.) 


5.2 李 亚 普 诺 夫 意 义 下 运动 稳定 性 的 一 些 基 本 概念 


本 节 开 始 重点 讨论 分 析 系 统 稳定 性 的 李 亚 普 诺 大 方法 ,特别 是 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 。 
作为 随后 各 节 讨 论 的 基础 ,本 节 先 就 李 亚 普 诺 夫 方法 中 的 相关 概念 和 基本 定义 进行 介绍 
和 讨论 。 主 要 内 容 包括 李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 和 第 二 方法 的 主要 思路 , 自 治 系统 .平衡 状态 
和 爱 扰 运动 , 李 亚 普 诺 夫 意义 下 稳定 . 渐 近 稳定 和 不 稳定 的 定义 等 ， 


李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 和 第 二 方法 


一 个 多 世纪 以 前 ,俄国 力学 家 A. M. 李 亚 普 诺 夫 CA. M. ELyapunov) 在 1892 年 发 表 的 
《运动 稳定 性 的 一 般 问 题 ? 论 文中 ,首先 担 出 运动 稳定 性 的 一 般 理论 。 这 一 理论 把 由 常 微 
分 方程 组 描述 的 动力 学 系统 的 稳定 性 分 析 方法 区 分 为 本 质 上 不 同 的 两 种 方法 ,现今 称 为 
李 亚 普 庄 夫 第 一 方法 和 第 二 方法 。 字 亚 普 诺 夫 方 法 同时 适用 于 线性 系统 和 非 线 性 系统 ， 
时 变 系统 和 时 不 变 系统 ,连续 时 间 系 统 和 离散 时 间 系 统 。 

李 亚 普 诺 大 第 一 方法 也 称 为 李 亚 普 诺 夫 间 接 法 ,属于 小 范围 稳定 性 分 析 方法 。 第 
一 方法 的 基本 思路 为 ,将 非 线性 自治 系统 运动 方程 在 足够 小 邻 臧 内 进行 泰 划 展开 导出 


I 
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某 件 . 

42) 守 交 状态 

定义 5.4 -平衡 状态 ] 对 连续 时 间 止 线性 时 变 系 统 , 日 治 系统 (5.32) 的 平衡 状态 工 
定 交 鹤 状 态 宝 间 中 注 足 己 性 

元 0， 63 

的 一 个 状态 . 

下 面 .对 平衡 状态 进一步 给 出 如 下 的 汇 点 说 明 ， 

1i) 平衡 状态 直观 含 头 。 平衡 状态 x, 直观 上 为 系统 处 于 平衡 时 可 能 二 有 的 一 类 状 
态 . 系 统 平衡 的 基本 特征 为 x. 一 0， 

CD 平衡 状态 形 蕊 。 平 奖状 态 x, 可 由 懂 解 方程 3,3 定 出 。 对 2 维 日 治 系 统 .x, 的 
形式 包括 状态 空间 中 的 点 和 线段 . 

dii) 不 惟一 性 。 自 治 系 统 的 平衡 状态 x 一 般 为 不 惟一 。 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 
统 . 平 衡 状 态 x 为 方程 有 x, 一 0 的 解 ,车 矩阵 起 非 奇 异 则 有 惟一 解 x, 一 自 , 录 类 阵 起 奇异 
则 钥 不 惟一 即 除 x, 二 0 还 有 非 堆 x。 

tiv) 零 平 奖 状态 。 对 自 消 系 统 (5. 32) 或 (5,33) ,在 大 多 数 情 沈 下 .一 0 妈 状 态 空 间 
原点 必 为 系统 的 一 个 平衡 状态 。 

Cv) 孤立 平衡 状态 ,孤立 平衡 状态 即 为 状态 空间 中 咎 此 分 障 的 孤立 点 形式 平衡 状 
态 。 扳 立 平衡 状态 的 重要 特许 是 .通过 移动 坐标 系 可 将 其 转换 为 状态 空间 原点 即 才 平衡 
状态 


(vi) 对 平衡 状态 的 约定 。 和 在 李 亚 普 诺 夫 直接 法 中 ,对 稳定 件 的 分 析 土 鉴 针 对 抓 立 
平 交 状 态 。 基 此 ,在 随后 各 节 的 稳定 性 分 析 中 ,总 是 把 平衡 状态 设 为 状态 空间 原点 即 
.二 从 。 
(3) 受 拓 运动 
定义 5.5 | 受 扰 运 动 ] 动态 系统 的 受 扰 运 动 定义 为 其 自治 系统 外山 二 玉 态 搞 动 x 
引起 的 一 类 状态 运动 。 
注 实质 上 , 受 扰 运动 就 是 系统 的 状态 零 输 和 响应。 所 以 称 其 为 杰 扰 运动 ,起 因 于 移 
定性 分 析 中 将 非 零 初始 状态 x 看 成 为 相对 于 零 平衡 状态 即 x 一 日 的 一 个 状态 扰动 。 
通常 ,为 更 清晰 地 表示 受 扰 运 动 中 的 时 间 关 系 和 因果 关系 , 当 惯 地 将 受 扰 运 动 进 - 步 
豆 为 如 下 形式 ， 
oaf 一 tn 人 Te (5, 35) 
其 中 ,代表 向 量 函数 ,括号 内 分 号 前 反映 对 时 间 变 量 : 的 医 数 关系 ,分 号 后 用 以 强调 导 臻 
运动 的 初始 状态 x。 及 其 作用 时 刻 训 。 并 且 ,. 对 z 一 六, 受 扰 运 动向 量 咀 数 显然 满足 ， 
$n) = 人 0 {5. 36) 
几何 上 , 受 扰 运 动 $ (rim ,to) 呈 现 为 状态 空间 中 从 初始 点 关 出 发 的 一 条 轴线 ,对 应 不 司 
初始 状态 受 扰 运 动 $ Ci;x, ,zo}) 构 成 一 个 轨 线 族 ， 
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事 亚 普 诺 夫 意 义 下 的 巷 定 
先 来 引入 李 亚 普 诺 夫 齐 义 下 稳定 的 概念 ， 它 是 进一步 定义 事业 普 诺 大 意义 下 新近 稳 
定 和 不 稳定 的 基础 。 


定 闷 5.6[ 字 亚 普 诸 夫 襄 久 下 的 柳 定 ] 称 自 清 系 统 c5. 32) 有 的 孤 闻 平衡 状态 x 二 在 
时 刻 ,为 李 亚 兽 诺 夫 意义 下 稳定 ,如果 对 任 给 一 个 实数 ce 0, 部 对 应 存在 男 -信赖 于 & 
和 的 实数 Ble ,4 ) 守 0, 使 得 满足 不 等 式 


Tx st) {5 37) 
的 性- 一 韧 始 状态 x 出 发 的 受 扰 运 动 上 Cyx, ,4,) 帮 满足 不 等 式 ， 
| Bsmt -x Re Yi (C5. 38) 


对 上 述 李 亚 普 诺 去 意义 下 稳定 的 定义 ,进而 给 出 如 下 几 点 说 明 ， 

{1} 稳定 的 几何 解释 

李 亚 普 诺 夫 意 义 下 稳定 具有 直观 的 几何 含义 。 
为 此 ,把 不 等 式 (5. 38) 看 成 为 状态 空间 中 以 x, 为 球 
心 和 以 < 为 半径 的 一 个 超 球 体 , 虑 球 域 表 为 S(te) ;把 
不 等 式 (5. 37) 看 成 为 状态 空间 中 以 x, 为 球 心 和 网 
dle,4) 为 半径 的 一 个 超 球 体 , 其 球 域 表 为 S05) ,是 球 
域 的 大 小 同时 依赖 于 es 和 1,。 和 在 此 基础 上 , 李 亚 普 诺 
去 意义 下 稳定 的 几 柯 售 义 就 是 ,由 域 S$( 人 内 任意 -- 
点 出 发 的 运动 轨 线 多 (fixc ,to) 对 所 有 时 刻 1E [4 ,oc) He 
都 不 越 出 域 SCe) 的 边界 HH(e)。 对 二 维系 统 . 上 述 几 
何 含 义 可 由 岁 5. 1 形象 地 表示 。 

(2) 李 亚 普 诺 夫 意 义 下 一 禾 榴 定 

在 李 显 普 庄 夫 意 义 下 的 稳定 定义 中 ,车 对 取 自 时 间 定 义 区 间 的 任 一 初始 时 刻 4， 对 性 
第 实数 s>0 都 存在 与 女 始 时 刻 4, 无关 的 实数 6(e) 汪 0, 使 相 应 受 扰 运动 (i;x, 1,1) 满足 
条 件 (5. 38). 则 称 平衡 状态 x, 为 李 亚 普 诺 夫 意 义 下 一 致 稳定 ， 通常 ,对 于 时 变 系统 ,一 者 
稳定 比 之 稳定 更 有 实际 意义 。 一 致 稳定 意味 善 , 苦 系统 在 一 个 初始 时 刻 避 为 李 亚 普 诺 去 
意义 下 稳定 , 则 系统 在 取 自 时 间 定 多 区 间 的 所 有 初始 时 刻 均 为 李 亚 普 诺 夫 意义 下 

(3) 时 不 变 系 统 的 稳定 属性 

对 于 时 不 变 系统 ,不 管线 性 系统 还 是 非 线性 系统 ,连续 时 间 系 统 还 是 离散 时 间 系 统 ， 
村 亚 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 和 一 致 稳定 必 为 等 价 ， 换血 语 说 , 若 时 不 变 系 统 的 平衡 状态 x 
为 李 亚 普 诺 夫 意义 下 你 定 , 则 x, 必 为 李 亚 普 诺 夫 意 广 下 一 臻 稳定 。 


CE 


a 


网 5.1 李 虹 普 湛 夫 意 文 下 
稳定 的 平衡 状态 
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{4} 可 亚 普 谱 夫 意 六 下 稳定 的 实质 
定义 表明 ,. 李 亚 普 庶 夫 意 义 卞 稳定 只 能 保证 系统 受 扰 运动 相对 于 平衡 状态 的 有 界 性 ， 
不 能 保证 系统 受 扰 运动 相对 于 平衡 状态 的 渐 近 性 。 因 此 , 相 比 于 稳定 性 的 工程 理解 ,在 亚 
普 诺 夫 意义 下 的 稳定 实质 上 就 是 工程 意 必 下 的 临界 不 稳定 。 


新 近 稳 定 


稳定 性 问题 中 ,无 论 理论 上 还 是 应 用 上 , 渐 近 稳定 往往 蜡 有 意义 和 更 具 重要 性 。 有 鉴 
于 此 , 淅 近 稳定 的 讨论 受到 更 大 的 重视 和 关注 。 
定义 5.7[ 源 近 稳 定 ] 称 自治 系统 (5. 32) 的 孤立 平衡 状态 x 二 0 在 时 刻 4 为 渐 近 稳 
定 , 如 果 :(iDx- 一 0 在 时 刻 据 为 李 亚 普 诺 夫 意 义 下 稳定 ;fii) 对 实数 Ble,t 一 0 和 任 给 实 
数 &>0, 都 对 应 地 存在 实数 T(x,6,4) >0, 使 得 满足 不 等 式 (5. 37 的 任 - -初始 状态 x 出 
发 的 受 扰 运动 世人 (tsz ,to} 还 间 时 满 趾 不等式， 
| 区 人 Te {5,30) 


El 
ee 
SS 
和 


Hiey 


{a} 


图 5.2 渐 近 稳定 的 平衡 状态 


下面 ,对 新 近 稳 定 概 念 作 如 下 的 几 点 说 明 。 

(1) 渐 近 稳定 的 几何 解释 

以 二 维系 统 为 例 , 淅 近 稳 定 的 几何 会 义 如 图 5.2 所 示 。 其 中 ,图 (a) 表 征 受 扰 运 动 相 
对 于 平衡 状态 的 有 界 性 ,图 (b) 反 映 受 扰 运 动 相 对 于 平衡 状态 随时 间 变 化 的 浙 近 性 ， 

(2) 苛 近 稳定 的 等 价 定义 

在 渐 近 稳定 定义 中 , 若 取 jy-*0, 则 对 应 地 有 TCn.6,4)_roc， 其 此 ,可 进而 对 渐 近 稳 
定 引 和 等 价 定义 ,以 更 为 直观 的 形式 芭 映 稳定 过 程 的 汤 近 特征 。 等 价 定义 可 表述 为 , 称 自 
治 系 统 (5. 32) 的 班 立 平 衡 状 态 x, 一 0 在 时 刻 4。 为 浙 近 稳定 ,如 果 ; (i) 由 任 一 初始 状态 
轨 StO) 出 发 的 爱护 运动 $$ (3;x, ,to) 相 对 于 平衡 状态 x 二 0 对 所 有 tE [t,oc) 均 为 有 界 。 
《让 ) 爱 扰 运 动 相 对 于 平衡 状态 x, 一 0 满足 新 近 性 , 即 成 立 

lim $ C3xe ,to) =0, Yax cE€ St 
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(3) -一 致 淘 近 稳定 
在 新 近 稳 定 定义 中 , 若 对 取 自 时 间 征 义 区 间 的 任意 初始 时 刻 和 ,由 任 给 实数 s>0 都 
存在 与 初始 时 刻 i。 无 关 的 实数 SCe)2>0, 由 实数 3(#) 和 任 给 实数 Ac>0 都 存在 与 初始 时 刻 
无关 的 实数 TI >0, 使 得 相应 爱 扰 运动 划 (1; x ,tm) 相 对 于 平衡 决 态 为 有 和 界 且 满足 
条 件 (5.397, 则 称 平衡 状态 x, 为 一 致 浙 近 稳定 。 辣 样 , 对 时 变 系 统 , 一 致 浙 近 稳定 比 之 渐 
近 稳 定 更 有 意义 。 
4) 时 不 变 系 统 的 浙 近 稳定 属性 
对 于 时 不 变 系 统 , 不 管线 性 系统 还 是 非 线 性 系统 ,连续 时 间 系 统 还 是 离散 时 间 系 统 ， 
平衡 状态 x. 的 渐 近 稳定 和 一 致 新 近 稳 定 为 等 价 , 即 有 
x. 一 禾 靳 近 稳 定居 x, 淅 近 稳 定 5. 40) 
(5) 小 范围 和 大 范围 渐 撑 稳定 
小 范围 浙 近 稳 定 又 称 为 局 部 潮 近 稳定 。 直 观 上 ,局 部 渐 近 稳 定 的 含义 为 
“存在 围绕 x. = 0 超 球 域 SC 人 ,YD 并 ESC6) ,x, 为 浙 近 稳定 ,” (5.41) 
并 且 , 称 SC 人 为 吸引 区 ,以 表示 位 于 其 内 的 所 有 状态 点 都 可 被 “吸引 ”到 平衡 状态 x. 的 属 
性 。 普 然 , 对 于 小 范围 渐 近 稳定 ,将 面临 确定 最 大 吸引 区 的 问题 。 
大 范围 汤 近 稳定 又 称 为 全 局 渐 近 稳定 。 直观 上 ,全 局 渐 近 稳定 的 含 驻 为 
0 关 x 人 ,x 二 0 为 新 近 稳 定 。” 《5. 
工程 上 ,总 是 期 望 系 统 具 有 大 范 鲜 渐 近 稳定 属性 .。 但 是 ,一 个 系统 是 杏 具 有 这 种 属性 , 完 
全 由 系统 的 结构 和 参数 所 决定 。 
(6) 大 范围 汤 近 稳定 的 必要 条 性 
由 大 范围 痪 近 稳 定 含 文 (5.42) ,容易 理解 ,平衡 状态 xr. 一 0 为 大 范围 渐 近 稳定 的 必要 
菜 件 为 ,状态 空间 多 "中 不 存在 其 他 渐 近 稳定 的 平衡 状态 . 
(7) 级 性 友 统 的 渐 近 稳定 属性 
对 于 线性 系统 ,不 管 时 不 变 系 统 还 是 时 变 系统 ,连续 时 间 系统 还 是 离散 时 间 系 统 , 基 
于 二 加 原理 可 知 , 若 平衡 状态 x, 一 为 渐 近 稳定 , 则 其 必 为 大 范围 断 近 稳定 。 
(8) 渐 近 稳定 的 工程 含义 
可 以 看 出 ,把 李 亚 普 诺 夫 意义 下 渐 近 稳定 和 工程 意义 下 稳定 相 比 ,有 
李 亚 普 诺 夫 意 义 下 渐 近 稳定 = 工程 意义 下 稳定 (5.<3) 


不 稳定 


最 后 ,给 出 李 亚 普 诺 夫 意义 下 不 稳定 的 概念 ， 
定 六 5.8[ 不 稳定 ] 称 自治 系统 (5, 32) 的 孤立 平衡 状态 x, 一 0 在 时 刻 1 为 不 稳定 ， 
如 果 不 管 取 实 数 e>>0 为 多 么 大 ,部 不 存在 对 应 一 个 实数 Ste ,ta) >0, 使 得 满足 不 等 式 
| zx x Soe, 1,) 《5. 44) 
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的 任意 六 阁 状 态 x 出发 的 受 搞 运动 $x.) 满 中 不 等 式 : 
(Bir) ee Yt (5.45) 
对 二 一 维系 统 , 不 稳定 的 儿 箱 仿 六 如 图 5.3 所有。 可 以 在 出 , 若 平 衔 状 态 x 二 09 为 不 
兄 定 , 则 不 管 到 域 Stey 入 么 天 ,也 不管 取 域 Si 区 么 小 ,总 存在 三 零点 x EE S18). 使 由 
x S(O 出 发 的 受 扰 运动 轨 线 越 贞 碱 Se ， 实 古寺 , 相 亚 痊 诺 大 意义 下 不 稳定 等 同 于 工 
程 意 义 下 发 散 性 不 稳定 。 


rr Vir hs,l 
pe 


图 2.3 不 稳定 的 半 衡 状态 


5.3 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 的 主要 定理 


本 节 重 点 讨论 李 亚 普 诺 夫 第 .二 方法 的 主 归 定理 。 第 二 方法 主要 定 理 的 提出 基于 物理 
掌中 这 样 一 个 直观 启示 , 即 系统 运动 的 进程 总 是 伴随 能 量 的 变化 ,如 果 做 到 佳 系统 能 量变 
化 的 速率 始终 保持 为 负 ,也 就 是 使 运动 进程 中 能 荆 为 单调 减少 .那么 系统 受 扰 运动 最 终 必 
会 返回 到 平衡 状 态 。 这 一 事实 .对 于 认识 和 理解 学 亚 普 诺 夫 第 二 方法 中 稳定 各 不 稳定 的 
判断 结论 ,有 著 直接 的 指导 意义 。 


大 范围 渐 近 稳定 的 判别 定理 


在 李 亚 普 诺 大 第 一 方法 的 稳定 性 结论 中 ,大 范围 浙 近 稳定 判 旭 定理 只 有 基本 的 重要 
性 。 考 察 最 为 一 般 情 形 的 连 乡 时 间 非 线性 时 变 自 治 系统 ， 
T= fxt), teETt ,oo) 《5. 46) 
其 中 ,x 为 呈 维 状态 并 且 . 对 所 有 ziE [ecc) 成 立 了 (0,1) 一 0, 即 状态 空间 原点 x 一 0 为 
系统 孤立 平衡 状态 ， 
下 碑 , 给 时 原点 平衡 状态 为 大 范围 一致 新 近 稳 定 的 判别 定理 即 李 业 普 庶 夫 主 稳定 性 
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结论 5. 10 [ 李 业 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 宏 自 治 系统 (5. 46) , 普 
可 构造 对 r+ 和 zt 具有 连续 一 阶 位 导数 的 -个 标量 明 数 YGxz ,V0 中 一 0, 几 对 状态 空间 
A" 中 有 所 有 非 罕 状态 点 x 满足 如 下 条 件 : 

(DD VOxs1) 正 和 是 且 有 界 . 即 存在 两 个 连续 的 非 减 标明 卫 数 ad x 上 各部 x 17, 其 中 
at0) 二 0 和 永 0)=0, 使 对 所 有 71EE[i, ,oY 和 所 有 x 了 关 0 成 立 ， 
Bx Vd) od|r||} 0 5, 47) 
ti) Vz, 四 对 时 间 的 导数 Wix,7) 负 定 且 有 界 . 即 存在 -个 连续 的 韭 减 标量 是 数 
X xz1 7, 其 中 XC0)==90, 使 对 所 有 1E[i, ,so) 和 所 有 x 寺 0 成 立 ， 
Vrst) EY za (5. 48) 
kitiy 当 上 x 下 oo, 有 al 上 上 x1 一 oo 即 Vix,D 0， 
则 系统 的 原点 平衡 状态 x=0 为 大 范围 -一致 浙 近 稳定 ， 
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医 5-4 结论 条 件 ( 的 上 何 说 明 图 5,5 对 选 事 Ta: 的 的 几何 说 明 


证 为 使 思路 更 为 清晰 ,分 为 三 步 进行 证 明 。 

册 证 明 原点 平衡 状态 x 一 0 为 一 至 稳定 。 

为 此 ,如 图 5. 4 所 示 , 画 出 结论 中 条 件 (i) 的 几何 描述 。 由 图 可 以 看 出 :由 于 底 x1》 
连续 非 减 且 成 09?=0, 所 以 对 任 给 实数 se>>0 必 存 在 对 应 实数 fte)y>>0 使 有 BC8) 过 gate)。 
到 知 YCx, 磋 负 定 , 因 此 对 所 有 :GE [am ,0) 必 成 立 ， 


VC 和 (tian ,to) ,2) 一 Varmaste) = | Ve Crsr, ,to) ,ryder 0 《5.。 49) 


由 此 ,对 任意 初始 时 刻 和 和 满足 上 x。 ff 记 8(e) 的 任意 非 零 初始 状态 2 对 所 看 
ftELi ;co0), 均 有 . 
oe AO Vp ts) SV (fsxot ?st at (550) 
据 (5. 47) 据 {5.49) 据 55. 47) 


又 因 xt 有 x 中) 为 连续 非 减 目 a(0) 二 0, 从 而 由 上 式 还 可 导出 ,对 任意 初始 时 刻 1 和 满足 
x | ss) 的 所 有 非 零 初 始 状态 Xo， 对 所 有 i€ [to "co 都 成 立 ， 


rr 
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| Bm) Se Yi {5.51) 
这 就 表明 .对 任 一 实数 >0 都 可 相应 找 伸 - -个 实数 Be) >0, 使 对 任意 初始 时 刻 和 由 
满足 | x i 筷 5(e) 任 意 旧 零 初始 状态 x 出 发 的 受 扰 运动 $5 Oo) 都 满足 不 等 式 
(5.51)., 且 dte) 和 初始 时 刻 1 无 关 。 据 定义 知 , 原 点 平 稍 状 态 x 一 0 为 一 致 稳定 。 合 是 
得 证 。 
由 证 明 对 任意 初始 时 刻 6. 由 满足 x | 所 6(8) 任 意 非 堆 毛 始 状 态 x 出 发 的 受 抗 运 
动 丰 (fixo vi) 当 >co 均 收 伍 于 原点 平衡 状态 x 一 0。 
首先 ,对 任 一 实数 上 >0 和 所 导出 实数 Sta) 关 0, 构造 对 应 一 个 实数 T(p,6) 二 0。 为 
此 , 设 初始 时 刻 4 为 任意 , 非 零 加 满足 上 上 过 Be ,和 不 失 一 般 性 取 0 二 ws le | 。 那 
公 , 利 用 Vix.t) 的 有 界 性 ,如 图 5.5 所 未 ,由 给 定 jw 二 0 找 出 对 应 的 一 个 实数 vig) 0 使 
有 永志 atp)。 再 知 XC ‖ xz |) 为 连续 非 减 丽 数 , 表 Pi 人) 为 兴 站 xz) 在 区 则 ws 由 ri 
< 上 极 小 值 , 基 此 就 取 
BY 
CB) 
控 此 原则 ,对 任 给 每 个 实数 纺 >0 ,都 可 构造 出 与 苛 始 时 刻 ， 无关 的 对 应 Ta,d). 
进而 .对 满足 所 二 过 志 十 Tp 全 的 车 个 时 刻 1 , 推 证 和 Cr vy。 为 此 , 志 
刀 二 和 十 了 Tp), 且 反 设 对 满足 所 (4 的 所 有 14 拘 成 立 $ Gyxm6t) >vtpg), 则 由 图 5.5 
并 利用 55. 52) 和 VCx, 四 人 负 定 ;可 以 学 出 ， 
Oa VR ,ri ) V(x, :1 ) 
VE ) — CH) -tI pt pH) 
EAD Tiad on.d) 
= B65)— 8) =0 
显然 ,上 式 是 一 个 子 盾 结果 。 这 说 明 , 反 设 不 成 立 , 即 区 间 所 1 过 4 中 必 存 在 时 刻 z 使 成 
$ Cf) vp) 。 
最 后 , 推 证 对 所 有 1 实 t, 十 Tt 人) 必 戌 亲 上 C3 xo 了 世上 E。 为 此 ,由 
Li (5. 54 ) 
并 利用 Y(x, 妇 的 有 界 性 和 Vx, 四 为 负 定 ,可 知 对 所 有 1 这 1, ,各 
cf Bsxosto) EE VEB Cm 4) ,7) 直 VE s rst) ,ty) BO) 过 at 


《5. 55》 


Trd)—-— ‘5. 52) 
百 


(0. 5053) 


于 是 ,基于 a( 1 x1 ?为 连续 非 减 丽 数 和 (5. 55) ,可 以 导出 ,对 所 有 1 成 立 ， 
| mod) | Sp (5.56) 
于 由 名 十 了 (及 六 二 ,可 知 上 式 对 所 有 t 实 4 十 Tx, 全 也 成 羡 ， 再 当 Ar*0, 有 了 -co。 
如 上 证 得 ,对 任意 初始 时 记忆 ,由 满足 | x， | 于 646) 任 意 非 零 初始 状态 x, 出 发 的 受 
扰 运 动 丰 (to ,to), 随 着 一 co 都 收敛 于 原点 平衡 状态 一 由 命题 得 证 。 
9 证 明 对 状态 空间 六 中 任 一 非 零 初始 状态 x :相应 爱护 运动 $$ (zi; ,to) 均 为 一 教 有 


To 
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界 。 为 此 .如 图 5.4 所 示 . 基 于 xl rc 时 有 ailxll) 王 co 知 , 对 任意 大 有 限 实 数 
>0 ,都 存在 有 限 实 数 e(6) 汪 0, 使 成 立 BC 的 之 alte)， 基 此 ,并 利用 Yix,1) 有 界 性 和 
V(x; 人) 为 负 定 ,可 知 对 所 有 1ELt .35) 种 任意 非 零 xi", 有 


atE)y Dr BOD Vx) VBR Sat gsr st | 5.57} 
从 而 ,由 此 并 督 惠 到 ac x | ?为 连续 非 减 上 因数 ,得 到 
ext Se), Yi Yr (5.58) 


且 失 9 和 初始 时 刻 如 到 美 。 这 就 表明 ,对 任意 非 堆 初始 状态 x 蕊 3" ,Cx ,to) 为 一 致 
有 界 。 至 此 ,整个 结论 证 明 完 成 . 

进而 ,对 李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 给 出 如 下 的 几 点 讨论 ， 

C1) 判 据 的 特点 

李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 的 基本 特点 是 其 普 适 性 和 直观 性 。 普 适 性 体现 在 ,作为 新 
近 稳 定性 的 判 据 , 可 同时 适用 于 线性 和 非 线 性 .时 变 和 时 不 变 等 务 类 动态 系统 。 直观 性 表 
现 为 ,从 广义 能 量 的 角度 ,可 以 直观 地 理解 结论 中 给 出 条 件 的 全 理性， 

(2) 判 据 条 件 的 物理 含义 

对 李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 , 若 从 物理 学 的 角度 ,把 正定 有 界 标量 函数 VCz:t 视 为 
“广义 能 量 ”, 拒 VCzr, 扩 对 时 间 的 导数 V(x,1) 视 为 "广义 能 量 的 变化 率 ", 则 其 结论 反映 
了 物理 世界 中 的 一 个 直观 事实 , 即 只 要 系统 的 能 量 为 有 限 , 且 能 量 的 变化 率 始 终 为 负 , 贿 
将 着 系统 能 量 为 有 界 并 最 终 趋 向 于 零 ,系统 运动 对 应 地 必 为 有 界 并 最 终 返回 到 原点 平生 
状态 。 

(3) 李 亚 普 诺 夫 函数 

李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 中 ,一 - 般 而 言 Y xs 毕竟 不 能 等 同 于 能 量 ,是 Vfx, 世 的 含 
义 和 形 式 随 着 系统 物理 遍 性 的 不 局 而 不 同 。 基 此 ,在 系统 稳定 性 理论 中 ,通常 称 满 足 稳定 
性 定理 条 件 的 VCx,t) 为 李 亚 普 庶 夫 函数 ， 因此 ,判断 系统 的 渐 近 稳定 性 ,就 归结 为 对 给 
定 系统 构造 李 亚 普 诺 夫 函数 (xz,r) 。 

(4) 候选 李 亚 普 诺 夫 函 数 的 选取 

对 李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 ,候选 李 亚 普 诺 夫 函 数 的 选取 是 一 个 试 诗 和 验证 的 过 程 ， 
对 于 较为 简单 的 系统 ,候选 李 亚 普 庶 大 沿 数 常 先 试 取 为 状态 x 的 二 次 型 函数 , 若 验证 不 江 
是 定 理 条 件 再 试 取 更 为 复杂 的 四 次 型 函数 ,如 此 等 等 。 对 于 较为 复杂 的 系统 ,主要 年 借 研 
究 者 经 验 试 取 ,或 者 采用 随后 节 中 将 会 介绍 的 规则 化 方法 ,但 总 的 来 说 至 今 还 缺少 一 船 性 
的 有 有 效 方 法 。 

(5) 判 据 的 充分 性 属性 

对 李 亚 普 谱 夫 主 稳定 性 定理 或 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 其 他 定理 ,定理 指出 的 条 件 只 是 
保证 自治 系统 (5. 46) 为 大 范围 一 致 疡 近 稳 定 或 具有 其 他 稳定 不 稳定 属性 的 一 个 充分 条 
性。 充分 条 件 的 局 限 性 在 于 ,如 果 对 给 定 系统 找 不 到 满足 定理 条 件 的 李 亚 普 庶 夫 函数 
VLx,) ,并 不 能 对 系统 的 相应 稳定 性 作出 否定 性 的 结论 。 


rr a 
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46) 判 操 的 应 用 原则 

由 于 李 亚 普 庶 去 第 二 方法 的 充分 性 属性 ,在 应 用 李 亚 普 诸 夫 判 据 判 断 系 统 稳定 性 问 
划 中 道 常 遵循 " 害 次 试 取 , 退 求 其 次 ”的 原则 。 岂 就 星 说 ; 先 判 断 系 统 太 范围 渐 近 稳定 住 ， 
若 名 次 试 选 而 涉 成 功 退 而 车 断 小 范围 渐 近 稳定 性 ; 依 此 闫 排 , 再 判断 李 亚 普 诺 太 意义 下 稳 
定性 , 喜 到 判断 不 稳定 性 。 实 践 表 明 ,这 个 原则 是 有 和 玫 助 的 , 仙 并 非 总 是 有 效 的 ， 

现在 , 转 而 讨论 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 ,自治 状态 方程 为 

tT— Fr), /0 {5,59) 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,; 对 所 有 :ED0.23) 有 (041) 二 0, 即 状态 空间 原点 x 二 0 为 系统 的 孤立 
平衡 状态 ， 

时 不 变 系 统 为 时 变 系 统 的 一 类 特殊 情形 。 基 此 ,直接 基于 时 恋情 形 的 李 业 普 诺 大 上 
稳定 性 定理 ,不 加 证 明 地 给 出 相应 于 时 不 僚 情 形 的 对 应 结论 。 并 用. 可 以 看 到 .时 不 灾情 
形 定理 的 条 件 在 形式 和 判断 上 邦 可 得 钊 很 大 简化 ， 

结论 5. 11[L 李 亚 普 诺 夫 主 稳定 忻 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 旦 不 变 自 治 系统 (5. 56)， 
车 可 构造 对 x 具有 连续 一 阶 偏 导数 的 一 个 标量 函数 VG.VE07 一 0. 且 对 状态 空间 关中 
所 有 非 零 状态 点 x 满足 如 下 条 件 ， 

《i) V(X) 为 正定 : 

《ii VE 全 dV Gr) /di 为 伯 定 ; 

CD 当 | x 一 2, 有 Vix)->o0; 

则 系统 的 原点 平衡 状态 x=0 为 大 范围 渐 近 稳定 。 
例 $5.1 给 定 一 个 连续 时 间 韭 线性 时 不 变 自 治 系统 : 
T= tr 二:) 
Te Or — rat ri) 
易 知 ,xz 二 0 和 ;一 0 为 惟一 平 衔 状 态 ， 
首先 , 取 眉 选 李 亚 普 诺 夫 王 数 VCr) 为 状态 x 的 二 次 者 孙 数 ， 
VOX — x1 二 ri 
可 知 VX) 为 正定 , 且 VW(0) =0， 
进而 ,通过 计算 ,可 以 得 到 


Von VO dr ,AVOD dz 
QT di ro df 


dr oz Xs 


_ [te 3 


= {27 ze] 一 2 十 地) | 


-Tr 
一 一 2 好 十 .3 
容易 看 出 , VCz) 为 负 定 ,日 V0) 一 0。 


“人 
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一 一- 


往生 .站 | 一 十 .已 一 .在 


rer xi it 
振 结 论 5 11 知 ,系统 原点 平衡 状态 x 一 0 为 大 范围 渐 近 稳定 ， 
研究 表明 .对 为 数 不 少 的 系统 .结论 5 11 中 "条 件 Y(z) 为 负 定 " 足 构造 候选 李 亚 普 诺 


大 聘 数 V(x) 的 主要 困难 。 与 此 问 时 ,直观 上 :容易 理解 ,Ver) 为 负 定 也 是 旱 疏 结论 过 于 保 
守 的 一 个 条 件 。 下面 ,限于 连续 时 间 非 线性 时 不 寞 系统 ,给 出 放宽 上 上述 条 件 后 的 李 亚 普 诺 
去 主 稳定 性 定理 . 

结论 5.12[ 李 亚 普 详 夫 主 稳定 性 定 坦 ” 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 自 治 系统 15. 59)， 
车 可 构造 对 x 具有 连续 一 阶 偏 导数 的 -个 标量 现 数 VCxi.Vt0) -=0, 量 对 状态 空间 # "中 
所 有 非 零 状 态 点 x 满足 如 下 条 件 ， 

(i) wz 为 正定 ， 

(iD YODAdY (x) /dt 为 负 半 定 ， 

tiii) 对 任意 非 鹤 x EA Vr ,0)) 0; 

(iv) 当 x 有 V(r) >col 
则 系统 的 原点 平衡 状态 x=0 为 大 范围 渐 近 稳定 ， 

注 ”结论 3.12 相 比 于 结论 5. 11, 用 "YX) 负 半 定 , 有利 玉 ($yx :07)) 半 0 已 下 "V(x) 
负 定 *。 物 理 上 ,放宽 后 条 件 的 直观 含义 是 ,允许 系统 运动 过 程 在 其 些 状态 点 上 * 能 盟 * 束 
率 为 零 ,而 由 Y(g (iixs 0)) 天 0 保证 运动 过 程 能 够 脱离 这 类 状态 点 而 继续 收 人 第 到 原点 平 
衡 状 态 。 一 些 例子 表明 , 试 取 的 候选 李 亚 普 诺 夫 耳 数 ,对 条 件 “ 六 (x} 负 定 " 难 十 满足 ,但 对 
条 件 "Y(z) 负 半 定 ,县 VEC 0)7 天 0" 则 易于 满足 。 

例 5.2 给 定 一 个 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 : 


二 | 一 


Li 一 -一 《十 -co 和 
易 知 ,zi 二 0 和 z; 一 0 为 惟一 平衡 状态 。 
首先 , 取 候 选 李 焉 普 诺 夫 汲 数 VCxr) 为 状态 > 的 二 次 型 是 数 : 
YE 一 -十 
可 知 Y(x) 为 正定 , 且 Y(0) 一 0。 
进而 ,通过 计算 ,可 以 得 到 ， 


V(x) = | 本 V7 


dr dr x 
1 
= [an 2 
Tl) 


一 一 2r3tl 二 rs) 
只 看 出 ,使 W290 的 情况 有 "nh 任意 ,ze 一 0" 和 “zh 任意 ,如 一 一 1", 此 外 均 有 V(x) <0 
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表明 ,WwWz) 为 仙 半 定 。 
现在 ,检查 YCz) 昆 否 满足 条 件 VY 和 Gr; ,10)) 关 0。 为 此 ;问题 归结 为 ,判断 上 上述 使 
Vix) 二 0 的 两 种 情况 屁 否 六 系统 受 扰 运动 解 。 对 "x 任意 ,x 一 0 情形 , 表 
$sx. 0 = ct), 0] 
则 由 zs (2) 二 9 可 导出 .ctt) =0, 将 此 代 人 系统 方程 得 和 虽 
XI) 一 ft 一 站 
QO= et = +A tt 一 一 
这 表明 , 除 原点 (五 一 0e 一 0 外 人 (xs0) 一 [riC0:0]5 不 蚌 系 统 受 扰 运 动 解 。 对 “rr 
任意 ,z: 一 一 1 情形 , 表 
多 (ix 0) 一 [ro ， 一 1 
则 由 zs (9 一 一 1 可 导出 二 (=0, 将 此 代入 系统 的 方程 得 到 
Tt) 一 (一 一 
0= Xt =— (ar) 一 一 
显然 ,这 是 一 个 矛盾 的 结果 。 从 而 意味 着 ,8 Cx,,0) 二 [x (1)， 一 1J" 同样 不 是 系统 受 扰 
运动 解 。 综 上 可 知 , 条 忻 YE ,0)) 关 0 满足 。 
最 后 , 当 x | 一 VTi 十 fi 一 oo ,有 
Vx = xl = Cri ri) ro 
据 结 论 5. 12 知 ,系统 原点 平衡 状态 x=0 为 大 范围 浙 近 稳 定 。 并 且 , 还 可 看 出 ,对 此 系统 
所 取 候 选 李 亚 普 诺 夫 函数 YCx) 不 满足 结论 5.11 条 件 ,但 满足 结论 5. 12 条 件 ， 


小 范围 渐 近 稳定 的 判别 定理 


在 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 应 用 中 , 当 难 以 判断 系统 大 范围 渐 近 稳定 性 时 ,应 当 转 而 判断 
系统 的 小 范围 浙 近 稳定 性 。 这 一 部 分 中 ,给 出 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 关于 小 范围 浙 近 稳定 
性 的 一 些 基 本 定理 。 

对 连续 时 间 非 线性 时 变 系 统 , 有 和 如 下 一 个 结论 。 

结论 5. 13 [小 范围 渐 近 稳定 性 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 变 自治 系统 (5.46) ,车 可 
构造 对 和 上 具有 连续 一 阶 候 导 数 的 一 个 标量 函数 Vx VOD 一 0, 以 及 围绕 状态 研 
间 原 点 的 一 个 吸引 区 D, 使 对 所 有 非 零 状 态 x€E 9 和 所 有 1E [La ,oo0) 满 足 如 下 条 件 、 

{17 VY《x) 为 正定 和 且 有 和 界 ， 

Gi) VOX 人 dV (x) /di 为 负 定 且 有 界 ， 

则 系统 原点 平衡 状态 +==0 在 0 域内 为 一 致 渍 近 稳 定 。 

对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 , 有 如 下 两 个 结论 。 . 

结论 5. 14[ 小 范围 饭 近 稳定 性 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 自治 系统 (5. 59) , 若 
可 构造 对 * 具有 连续 一 阶 偏 导数 的 一 个 标量 函数 WOO VOD 一 0, 以 及 围绕 状态 空间 原 
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息 的 一 个 吸引 区 ,使 对 所 有 韭 零 状态 xEn 满足 如 下 杀 件 : 

Ci Vx 为 正 洽 : 

Ci YOxyoadV x) 而 为 商定 ， 
则 系统 原点 平衡 状态 x 一 0 在 f 域内 为 渐 近 稳定 ， 

结论 5. 15 [小 范 周 淘 近 稳定 性 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 自 治 系 统 (5. 59) ,车 
可 构造 对 x 具有 连续 一 阶 偏 导数 的 一 个 标 基 消 数 VCOnD ,V0) 一 0, 以 及 围绕 状态 空间 愿 
点 的 一 个 吸引 区 人 ,使 对 所 有 非 零 状态 xEn 满足 如 下 条 件 ; 

(i) V(x) 为 正定 ; 

GD VOR 全 dV {x dr 为 负 半 定 ， 

(ui} 对 任意 非 堆 x EQ Vr ,0)) 0; 
则 原点 平衡 状态 x=0 在 人 身 域 内 为 浙 近 稳定 ， 


李 亚 普 诺 夫 意 义 下 稳定 的 判别 定理 


同样 , 当 难 以 判断 系统 的 小 范围 渐 近 稳 定性 时 ,应 当 转 而 判断 李 亚 普 诺 夫 意 义 下 稳定 
性 。 这 一 部 分 中 ,给 出 系统 为 李 亚 普 庶 夫 意义 下 稳定 的 - - 些 判别 准则 。 

对 连续 时 间 非 线性 时 变 系 统 , 有 如 下 的 结论 。 

结论 5. 16 [稳定 性 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 变 自 治 系统 (5.46), 基 是 构造 对 x 和 
i 具有 连续 一 阶 偏 导数 的 一 个 标量 涵 数 VR.VI0, 一 0, 以 及 围绕 状态 空间 原点 的 一 
个 吸引 区 人 Q, 使 对 所 有 非 零 状态 xE Nn 和 所 有 1E Ls ,oo) 满 是 如 下 条 件 : 

6 V(xs1) 为 正定 且 有 界 ，; 

Ci) YX 名 drydi 为 负 半 定 且 有 界 ; 
则 系统 原点 平衡 状态 x 二 0 在 0 域内 为 李 亚 普 诺 太 意义 下 一 致 稳定 ， 

对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 , 有 如 下 的 结论 ， 

结论 5. 17 [稳定 性 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 自治 系统 (5. 59) , 若 可 构造 对 = 
具有 和 连续 一 阶 篇 导数 的 一 个 标量 函数 VED VC) 二 0, 以 及 围绕 状态 空间 原点 的 一 个 吸 
引 区 9 ,使 对 所 有 非 零 状态 xE Nn 满足 如 下 条 件 ， 

(i) VY) 为 正定 ， 

CD VOX) 和 dV (x) di 为 负 半 定 ; 
则 系统 原点 平衡 状态 x 二 0 在 9 域内 为 李 亚 普 诺 夫 意 义 下 稳定 。 


不 稳定 的 判别 定理 
对 连续 时 间 非 线性 时 变 系统 ,系统 不 稳定 的 判别 准则 由 下 述 结论 给 出 。 


结论 5. 18 [不 稳定 性 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 变 自治 系统 (5. 45) ,车 可 构造 对 x 
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一 个 区 域 09. 使 对 所 有 非 零 状态 rEQ 和 所 有 1E[t ,x ) 满 是 如 下 条 件 ，; 

《为 正定 用 有 界 ， 

(iD VCrstdPC. 7 df 为 I 上 定 且 有 界 ; 
则 系统 原点 平衡 状态 x=0 为 不 稳定 ， 

对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 , 系 统 不 稳定 的 判别 准则 由 下 述 结 沦 给 出 ， 

结论 5. 19 [不 稳定 性 定理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 自 治 系统 (5. 59) ,车 可 构造 对 
x 其 有 连续 一 阶 候 导 歼 的 一 个 标量 郑 数 te) .V0 一 0, 以 及 围绕 状态 空间 原点 的 一 个 区 
域 口 .使 对 所 有 非 零 状态 xENQ 满足 如 下 茶 件 : 

Gy VCr) 为 正定; 

CD woodwezyyd 为 正定 ， 
则 系统 原点 平衡 状态 x==0 为 不 稳定 ， 

注 ”由 上 述 两 个 结论 看 出 , 当 V(x, 四 或 V(r) 和 其 导数 (x 站 或 这 (x) 同 姑 时 ,系统 
必 为 不 稳定 ,理论 上 受 扰 运 动 轨 线 将 会 发 散 到 无 穷 大 ， 
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李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 的 核心 是 构造 李 亚 普 谱 夫 函数 。 构 造 李 亚 普 诺 夫 函数 的 先前 途 
径 是 基于 经 验 的 多 次 试 取 。 本 节 介绍 的 变量 梯度 法 和 克拉 索 夫 斯 基 方法 属于 构造 李 亚 普 
诺 夫 函数 的 规则 化 方法 。 虽 然 它们 并 不 总 是 有 效 的 ,但 至 少 对 某 些 较为 复杂 的 系统 ,可 以 
提供 构造 李 亚 普 诺 夫 函 数 的 非 试 凌 性 途径 ， 


灾 量 梯度 法 


变 重 梯度 法 由 舒 尔 蕊 (Schultz) 和 吉布森 (Gibson) 在 1962 年 提出 。 特点 是 采用 基于 
及 回 思 维 的 构造 思路 。 构造 原则 是 , 先 按 定理 条 件 构造 候选 李 亚 普 诺 夫 函数 的 导数 ,在 此 
基础 上 定 出 候选 李 亚 普 诺 夫 函数 ,进一步 再 行 判断 候选 李 亚 普 诺 夫 函数 的 正定 性 ， 若 判 
疡 成 立 则 构造 成 功 , 若 判断 不 成 立 则 构造 失败 。 

限于 讨论 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 , 自 治 状态 方程 为 

X= flx}, 1>0 【5. 60) 

其 中 ,x 为 n 维 状 态 , 对 所 有 1:E [0,co) 有 f(0) 二 0, 即 状态 空间 的 原点 为 系统 的 孤立 平衡 
状态 。 

下 面 ,给 出 变量 梯度 法 构造 系统 李 亚 兽 诺 夫 函 数 的 思路 和 方法 。 

\1) 选取 候选 李 亚 普 诺 夫 函数 V(x) 的 梯度 VVCx) 

对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系统 (5. 60), 表 x=[z :zs , 则 VCx) 的 梯度 定 
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关 济 
av (x) 


rel Wi 
vv | :|= : |! (53.61) 
站 于 
be 


AV Cx) VW, cx) 


| rr, 


进而 , 取 梯 度 WYV(x) 的 形式 为 
[ToaV(r)) 
, dT | + "十 dln 
vr)Qm—!: : |= (5. 02) 


wa 有 十 cg a 
A 


其 中 
待定 量 as，- 常数 或 {zi ,x ,rs 的 函数 
(2) 按 稳 定性 结论 给 出 的 条 侍 引 人 对 梯度 wYtz) 的 限制 
首先 ,由 “dVCx) /dt 为 负 定 * 条 件 , 即 由 


0 DOD ND d AV) dr 
dt ar dt dr, dt 


1 | 
Fave) .. aVO) 1| ， (5. 63) 
时 Br ” Qh | | 


一 [VV(xr) x 
导出 梯度 VYV(xY) 应 满足 的 一 个 关系 式 ， 


dV {x} 
de 


进而 ,基于 简化 计算 要 求 . 设 梯度 YV{x) 对 应 于 有 势 场 。 基 此 ,并 由 场 论 知 识 ， 导出 梯 
度 VYx) 应 满足 的 另 一 个 关系 式 ， 
有 势 场 全 旋 度 rotwYtx) 一 


anV Ey 
I Yizj (5.65) 
工 ， ar, 


(3) 确定 YVCx) 的 待定 系数 a (ij 一 1 2 

对 梯度 VV (x) 的 表达 式 (5. 62) ,基于 由 满足 “dV 《x) /dz 为 负 定 ”条 件 导 出 的 关系 式 
(5. 64) 和 由 简化 计算 要 求 导出 的 关系 式 (5. 65) ,可 以 定 出 全 部 待定 系数 a,。 在 此 基础 
上 .得 到 完全 确 知 的 VV Cx)。 

(4) 定 出 对 应 于 梯度 VV (x) 的 候选 李 亚 善 诺 夫 函数 VCx) 

首先 .导出 理论 关系 式 ， 


oO SS [VVx)y] TI {5.64) 


Te me 一， -一 urn 一 re -- 一 - 
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图 5.6 积分 上 罩杯 示 宣 


VC 一 [av 一 | Da = | [YYVGo]iidt 


所 


dr | (5. 66) 
一 [LevenT dx = A wevswsCnD] ; | 
dx, 
进而 ,利用 有 势 场 特 性 邑 上 述 积分 结果 与 积分 路 径 无 关 , 按 如 下 访 式 选取 积分 路 径 ，; 
取 z 二 二 二 0 取 训 为 0 
固定 xz 有 取 记 一 一式 二 0, 取 xX 为 0 一 注 . 


固定 EE] , 取 于 0, 联 | 为 0 —r Ir,.) 
固定 二 1 nl , 取 < 汶 站 — Tn 
对 nn 二 3 情形 ,下 述 积 分 路 径 如 图 5.6 所 示 。 相 应 地 ,导出 VCx) 计 算 关系 式 ; 


W(x) = | 1-5， 一 


l 
器 


Cd 十 
了 (1 一 上 了 T=) 
| | Vitx) dr 十 (5. 87) 


Ta 
… 十 WV CrIdr, 


(5) 判断 W(x) 计 算 结 果 的 正定 性 

若 计 算 结果 满 足 Y(z) 0 即 为 正定 , 则 V(x) 就 是 一 个 李 亚 普 庶 夫 函数 ,日 系统 平 稀 
状态 为 局 部 或 全 局 渐 近 稳定 。 若 计算 结果 不 满足 V(x)>>0 即 为 非 正定 , 则 表明 变量 梯度 
法 对 此 系统 不 成 功 ,但 并 不 意味 着 李 亚 普 诺 夫 函 数 不 存 在 。 

例 5.3 给 定 一 个 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系统 : 


和 之! ] 一 Te 
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A = 一 和 一 二 
易 知 .一 U5: 一 0) 为 系统 慌 一 平 往 状 态 . 
省 完 .出 # 一 2, 取 培 度 WV 形式 为 
Fw VA (x) | -: 让 
WwW 一 | |- | 
LV Vcr) 


dt + de 
其 中 .不 妨 肥 a 一 2。 
进而 ,基于 关系 式 (5.55) 和 (5. 64) 确 定 系 数 a,。 对 此 ,电费 求 
VV RTV) 


ci, rr ” Yi 大 J 
可 导出 
dV VCx) dV V(r) 
Hz 一 3 | 
上 这 A 
骨 由 去 求 
LYwCr) x 0 
可 导出 
本 了 
日 人 > [Lan 二 di LE -2x]| | 
i 


一 (en a — ZAI) Ca — ri: 一 a Tt! 
由 间 时 满足 上 述 两 个 关系 式 要 求 ,有 取 系 数 为 
Uys = dal 
al 一 Qt + rt 
Dd 2 
基 此 . 定 出 梯 庶 VVCx) 为 
站 十 2rt7Tri 十 est。 
人 PE 十 2 
再 之 ,基于 梯度 YV(z) 结 果 计 算 VCx) ,得 到 


Vx) -= |， 0 < 2 


TT Ta 上 | 】 
YX) 一 | ta 二 2rdr, +| 由 (ari + 2 rs ddr 
1 4 EE 也 
一 FT! 十 Ti 十 GAs 十 并 3 
HI: ly 
1 ,| 2 2 
一 Prides | [| 
HI2 1 洁 2 


最 后 ,判断 V(x) 结 果 的 正定 性 。 由 


mo 
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| ts | 
2 
当代 ?矩阵 2 人 0 即 正定 

Ca 1 | 

2 | 
p] 以 推 项 , 当 Oa TT2 VX) 0 印 正 定 。 并 且 ， 当 | x | 一 5 有 Te , 于 是 .可 以 
得 到 结论 ,上 述 导 出 的 V(x) 为 满足 源 近 稳定 性 定理 条 件 的 一 个 李 亚 普 诺 夫 函数 ,系统 原 
点 平衡 状态 * 一 4 为 大 范围 饭 近 稳定 ， 


殉 拉 索 夫 斯 基 方法 


克拉 索 夫 斯 基 方法 由 苏联 学 者 克拉 索 夫 斯 基 (Krasovskii) 在 20 世纪 60 年 代 提 出 。 
方法 的 特点 是 ,不 是 相对 于 状态 x 而 是 相对 于 状态 导数 x 构造 候选 李 亚 普 诺 大 函数 。 


考虑 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 : 
X= ftx}, 10 {5.68) 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,对 所 有 +t€ [0.=e) 有 (00) 一 0, 即 状态 空间 原点 x 一 0 为 系统 孤立 平 


衡 状 态 。 再 表 X= [Xi Tr se] (x) CO— Lf {x) pm ' fx) " ;并 进而 定 出 系统 的 蕉 可 
比 Jacobi} 和 矩阵 汶 


dT dr 


(5.69) 


ap 0 
= 27) _ 
Fix) = JT 一 


二 
3 所 ( 虽 an 
I] Qt, 
在 此 基础 上 ,作为 预备 性 知识 ,给 出 如 下 3 个 有 关 命 题 。 

命题 1 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 (5. 68} 和 围绕 原点 平衡 舌 态 的 一 个 域 
C3" , 设 原 点 x 二 0 为 系统 惟一 平衡 状态 , 则 对 xE 成 立 ， 

一 履 ， YY 一 由 
2 Vx0 (5. 70) 

命题 2 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系统 (5. 68) 和 围绕 原点 平衡 状态 的 一 个 域 

CR", 定义 候选 李 亚 普 庄 夫 函数 ， 


VOr) 一 六 Cr) Fw (5.71) 
则 对 x 记名,V{x) 为 正定 有 即 成 立 ， 
一 D, ¥x 一 0 
Vex) = Fir) f(r) 5. 72 
i fi 人 Vr2z0 《5.72) 


证 利用 式 45. 70) ,并 表 V(x) 二 让 (OTCx) ,为 正定 阵 , 即 可 证 得 式 (5.72) 
命题 3 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系统 (5. 68) 和 围绕 原点 平衡 状态 的 一 个 域 
Qc" ,着 请 (OD 十 F(x)<<0 即 负 定 , 则 有 dVir)/dr<i0 即 负 定 。 
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证 ”利用 (5. 70) ,并 考虑 划 CY) 十 FOX)<0, 即 可 证 得 ， 


dV (7) _ LF Cr) F(x}] 
dr 
_adr A Dp + Fx ) ME 
DG dx dftxr) dx (5.73) 
=| J | fen -+ fC)| rT | 


= fF CnF Cr) Foxy f(r) 
=0, 研一 站 
|- 0， Vs 天 0 
基于 上 述 三 个 命题 ,下 面 给 出 克拉 索 失 斯 基 定理 的 两 个 结论 。 
结论 5.20 [克拉 索 夫 斯 基 定 理 ] 对 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 (5. 58) 和 围绕 原点 
平衡 状态 的 一 个 域 QC ,原点 x 二 0 为 域 9 内 惟一 平衡 状态 ,车 Fi (Cr) 十 F(x) 0 即 为 
负 定 , 则 系统 平衡 状态 +=0 为 域 4 内 渐 近 稳定 ,日 Vx} 二 (x)f(x) 为 一 个 李 亚 普 诺 去 
靖 数 。 进 而 ,车 原点 x=0 为 状态 空间 品 " 内 惟一 平衡 状态 ,和 且 当 x 一 避 有 
六 (TD)AC 一 eo 则 系统 平衡 状态 x=0 为 大 范围 浙 近 稳定 ， 
证 由 命题 2 和 3, 并 运用 李 亚 普 诺 夫 渐 近 稳定 性 定理 , 邯 可 证 得 本 结 结论 ， 
结论 $. 21 [克拉 索 夫 斯 基 定理 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 恋 系 统 立 一 Ar， 抵 阵 4 为 非 奇 
异 , 若 (4 十 4 ) 为 负 定 , 则 原点 平衡 状态 x 一 0 为 大 范围 浙 近 稳 定 。 
证 由 结论 5. 20, 凤 可 证 得 本 结论 ，。 
例 5.4 给 定 一 个 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系统 ， 
三 : | 一 一 3z] 十 六 5 


4 一 2 一 一 了 
易 知 (ri 一 0,zrs 一 0) 为 状态 空间 玉 内 惟一 平衡 状态 . 
首先 ,通过 计算 , 定 出 ， 
Cx) dftx) 
人 可 一 3 1 
rn -HP | | 
ax afix) daftr) 2 一 工 一 3z; 
dr qd Ta 
和 
, ”日 一 3 
Fl(x) + Fr) 一 | | 
一 3 2 二 6x2 
进 面 ,由 判断 结果 
6 一 6 一 3 
对 | | 一 有 0， 一 让 i » | 
3 102 有 4 一 6>0,4: 一 36z3 十 3>0 | 2 二 6a > 


可 知 
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Bb 3 | 
[ ) 一 一 “0 
Fix)} Flix 四 3 2 6 


同时 . 当 站 xz | 一 cs ,有 

ICE fr) = BT 

最 后 ,基于 上 述 结 果 叮 以 得 到 结论 ,系统 平衡 状态 x=0 为 大 范围 疡 近 稳 定 , 且 相应 的 

一 个 李 亚 普 诺 去 图 数 为 

TY) 一 站 (JS Cor 

= 137ri— 10ri 一 和 rt 十 2 十 27 十 .8 

显然 ,上 述 形式 的 李 亚 普 诺 夫 函数 是 采用 经 验方 法 所 礁 以 找到 的 ,这 从 一 个 方面 反映 了 规 
则 化 方法 的 效果 。 


5.5 连续 时 间 线 性 系统 的 状态 运动 稳定 性 判 据 


本 节 回 归 讨 论 连续 时 间 线 性 系统 的 稳定 性 问题 。 基 于 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 的 概念 和 
结果 ,就 线性 时 不 变 系统 和 线性 时 变 系统 ,讨论 受 扰 运动 即 状 态 零 输 入 响应 的 稳定 性 .给 
出 判别 系统 运动 稳定 性 的 一 些 常 用 判 据 。 


线性 时 不 变 系 统 的 稳定 判 据 
考察 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 . 自 溢 状 态 方程 为 
=AX, x0) C=, i200 (5.74) 


其 中 ,x 为 rn 维 状态 ,状态 空间 原点 即 x 一 0 为 系统 的 一 个 平衡 状态 。 

下 面 ,首先 给 出 基于 特征 值 的 线性 时 不 变 系统 稳定 性 判 据 ， 

结论 5. 22 上 特征 值 判 据 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (5. 74) , 床 点 平衡 状 沪 即 x 二 
0 是 李 亚 普 诺 夫 意 义 下 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,矩阵 4 的 特征 值 均 具有 非 正 实 部 即 实 部 
为 零 或 负 , 且 零 实 部 特征 值 只 能 为 4 的 最 小 多 项 式 的 单 根 。 

证 分 为 呆 步 证 明 。 

(i) 证 明 系 统 稳定 充分 必要 条 件 为 ‖e* 上 委 B cc。 对 此 ,由 线性 时 不 变 系 统 自治 运 
动 关系 式 知 ,状态 受 扰 运 动 为 


$s) = Xo Ct) — esx, (5.75) 
表 平衡 状态 x. 一 0, 并 注意 到 x, 一 e*x, ,进而 导出 相对 于 平衡 状态 x 的 受 扰 运动 为 
Px — x oer x), Yiso0 (5, 76) 


这 表明 , 当 且 仅 当 上 e* | 所 有 eioc, 对 任 一 实数 >>0 都 对 应 存在 与 初始 时 刻 无 关 的 一 个 实 
数 dte) 一 s/B, 使 由 满足 不 等 式 
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x # | de) 【5. 77) 
的 任 一 非 零 初始 状态 x 包 . 癌 出 发 的 受 扰 运 动 满足 不等式. 
FesmooO} xe | xx.| EL YO (5,78) 


据 定 义 知 ,系统 为 本 亚 普 诺 夫 意 疼 下 稳定 。 合 题 得 证 。 
Gi) 证 明 结 论 。 对 此 .引信 线 性 非 奇 异 变换 区 = 吕 1x 使 让 一 器 1 4Q 为 约 当 规范 
用 , 有 : 
le lelle| el, lelea lelleliol 0 79) 
这 表明 ,ee* 站 有 界 等 价 于 上 er | 有 界 。 而 由 约 当 规范 形 全 可 知 ,ez 的 元 为 项 
Me MA =A = Tj =p ,2g (5 80) 
的 组 合 。 其 中 以 。) 为 相应 矩阵 的 特征 值 ,a 为 特征 信和 的 重 数 。 并且,a <0 时 ,对 
应 项 对 任何 有 限 正 整 数 吕 在 [0,eo) 上 为 有 界 ;a“=0 时 ,对 应 项 只 对 有 =0 在 [0.-e) 上 
为 有 界 。 进 一 步 ,e* 的 元 均 有 界 意 味 着 i ee | 有 界 。 这 表明 ,当日 仅 当 A 的 特征 值 均 
其 有 有 零 或 负 实 部 , 且 零 实 部 的 特征 值 为 单 根 十 ,| eu | 部 ee 上 | 为 有 界 。 利用 前 一 部 
分 给 出 的 命题 ,又 可 证 得 ,上述 条 件 即 为 系统 是 李 亚 普 诺 大 意义 下 稳定 的 充 要 条 件 . 
证 明 完 成 。 
结论 5. 23 [特征 值 判 据 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (5. 74) ,原点 平衡 状态 x 一 0 
是 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,矩阵 4 的 特征 值 均 具有 人 负 实 部 ， 
证 ”由 结论 5. 22, 平 衡 状态 x 一 0 为 李 亚 普 诺 夫 意义 下 稳定 , 当 且 仅 当 上 的 特征 值 均 
共有 零 或 负 守 部 且 零 实 部 特征 值 为 单 根 型 。 进 而 ,由 (5. 75) (5. 79) 和 (5. 80) ,可 知 


lim $sr 0 = limevx, = 0 
1 I 


SS limlle*|| =0 
+ tim le te 一 0 ， t 汪 ] .2 一 ] ,2 ,+ 


党 本 的 炉 征 值 均 具 有 和 鱼 实 部 (5. 81) 
据 定义 知 ,系统 为 渐 近 稳定 。 证 明 完 成 。 
注 可 以 看 出 ,上 述 结论 中 的 渐 近 稳定 性 等 间 于 5. 工 市 中 的 内 部 稳定 性 ， 


结论 5. 24[ 李 亚 普 诺 夫 基 据 -对 2 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (5. ?4) ,原点 平衡 状 
态 x 一 必 是 浙 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,对 任 给 一 个 n xy 正定 对 称 和 矩阵 QQ, 李 亚 普 诺 夫 
方程 
AI 二 PP4 = 一 号 (5. 82) 
有 惟一 nxn 正定 对 称 解 阵 了 。 
证 先 证 充分 性 ， 已 知 nxn 解 阵 P 正定 , 欲 证 x 二 0 骨 近 稳定 。 对 此 , 取 候 选 李 亚 
普 诺 夫 冰 数 Y(z) 一刀 px , 且 由 是 = pr>>0 知 Wt 正定 。 进 而. 基 此 可 得 
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Vix)— xiPr xiPr = CAxr)T Pr x PlAr) 
~ x (A PPA)x So=— x Or 《5. 83) 
且 由 全 = 人 全 0 知 V(x) 负 定 。 据 他 亚 普 详 夫 主 稳定 性 定理 ,x 二 0 为 浙 近 稳定 。 充 分 性 
得 证 。 
再 和 证 此 要 性 ,已 知 关 = 和 痢 近 稳定 , 雹 证 mx 解 阵 了 正定。 为 此 ,考虑 矩阵 方程 ， 
起 一 上 十 X4、 XI 一 和， 0 (5. 84) 
易 知 ,azXPn 解 官 阵 厦 为 


Roeder, 10 C5. 85) 
对 式 (5. 84) 上 由 2 一 0 至 /一 cc 进行 积分 ,可 得 
(co) — XCO) =A'(| Xe)dr)+ (| Xt) dt )A (5. 86) 


且 由 系统 为 浙 近 稳定 知 , 当 1 一 o0 有 e*' 一 0, 从 而 由 (5.85) 导出 时 (oo) 二 从, 基 此 ,并 考虑 
到 X00) 二 QQ, 再 表 P 二 | Xcar, 可 将 式 (5. 86) 进而 表 为 
ATP+PA =—0 (5. 87) 
这 就 表明 ,P 一 | X(t) di 为 李 亚 普 诺 夫 方 程 解 降 . 且 由 X(t) 存在 惟一 和 (oo) 一 0 可知， 
P= | xcou 存在 惟一 ,而 占 
Pr = | [eer ra = 上 erOeuw di 一 下 (5. 88) 
可 知已 一 | Xt)di 为 对 称 ,再 对 任意 非 零 x E gj, 有 
xTPxo — | err Qer ro) dt (5. 89) 


其 中 ,可 表 正 定 @ 一 NTN,N 为 非 坷 异 。 基 此 ,由 (5. 89) 可 进而 导出 ， 
Pr 一 | (evxaTNTN(enzoyd 


Nesxo | di > 0 (5. 90) 


从 而 ,证 得 解 阵 PP 为 惟一 正定 。 必 要 性 得 证 。 证 明 完 成 。 

进一步 ,对 李 亚 普 诺 夫 判 据 给 出 如 下 的 几 点 说 明 ， 

(1) 和 撼 阵 全 的 选取 

对 李 亚 普 诺 夫 判 据 , 作 为 一 般 原 则 ,矩阵 2 在 保证 正定 前 提 下 可 任意 选取 , 且 系 统 渐 
近 稳 定性 的 判断 结果 与 8 的 不 同 选 取 无 关 ， 基 此 ,在 县 体 应 用 中 ,和 常 特 和 矩阵 8 取 为 正定 
对 第 阵 或 单位 阵 .以 简化 计算 过 程 . 

(2) 李 亚 普 诺 夫 判 据 的 实质 

从 系统 特征 值 分 布 的 角度 , 李 亚 普 诺 夫 判 据 的 实质 在 于 ,给 出 了 使 逢 阵 生 所 有 特征 


| | 
四 
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值 均 其 有 货 实 部 即 均 分 布 于 左 半 开平 面 的 充分 必要 条 件 。 基 此 理解 ,提供 了 可 把 李 亚 
普 诺 去 判 据 推广 为 各 一 般 形式 的 可 能 性 .推广 形式 的 有 关 结 论 将 在 随后 绅 出 ， 

《3 李 亚 普 诺 去 判 据 的 虑 义 

对 李 亚 普 湛 去 判 据 , 除 较为 简单 情形 外 ,应 用 中 的 出 难 主要 在 于 李 亚 普 诺 夫 方 程 的 求 
解 。 因 此 .在 系统 控制 理论 中 , 李 亚 普 诺 夫 判 据 的 意义 主要 在 于 理论 分 析 和 理论 推导 中 的 
应 用 。 但 是 , 随 着 基本 软件 如 MATI.AB 等 的 日 盖 普 及 ,求解 李 亚 普 诺 夫 方 程 的 任务 完全 
可 由 计算 机 来 完成 。 

例 5.5 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 


. rl 1 
”一 | 2 a 
为 简化 计算 过 程 , 取 8Q==I;。 进 而 ,由 李 亚 普 诺 夫 方程 


一 了 2 11「 赴 而; pb: p11r—1i 1 rl 0 
“em a Ph J 
1 —3jjLp, bp; ps pb: 2 一 3 0 一 1 0 


导出 : 


— 2p. + 9p: 十 4 一 一 1 
bp — 6p; 十 25 一 一 1 
biti?2ps 一 4hp 一 站 

基 此 , 按 代数 方程 组 求解 方法 ,可 以 定 出 ， 


| 
| 


3 3 7 

Tp 一 人 0 4] [一 1 4 2 2 一 1 4 
加 ] 1 1 3 

一 0 -8 2 -1 一- 二 ~- 3 

D2 | 8 4 4 |- 
ps 一 4 0 3 了 3 0 5 
8 4 4 8 


从 而 ,导出 李 亚 普 诺 夫 方 程 解 阵 鸭 


P= 


oo|mn 心 |-3 
名 | ol 
V 


县 由 了 为 正定 知 ,系统 为 浙 近 稳定 。 
下 面 ,进而 给 出 李 亚 普 诺 夫 判 据 的 推广 形式 。 
结论 5.25 [ 李 亚 普 诺 夫 判 据 推 广 形式 ] 对 ， 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系统 (5. 74) 和 
任 给 实数 ° 之 0, 令 夫 阵 丸 特 征 值 为 4,(4) ,i 一 1,2,…,n, 则 系统 所 有 特征 值 均 位 于 ;平面 
的 直线 一 o 十 jw 左 半 开平 面 上 , 即 成 立 
ReA,{A&4) <—o, i = ] 2 ,rn {5.91) 
的 充分 必要 条 件 为 ,对 任 给 一 个 xXn 正定 对 称 矩 阵 台 ,推广 李 亚 普 诸 夫 方程 
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2oP 十 4IP 十 P4 一 一 台 {5.92) 
有 惟一 正定 解 阵 P， 
证 ” 表 直 一 4 十 可 , 则 出 
dettst — A)= det( 了 一 各 一 oil) 一 detLt -dq)1— A] 
一 dettsf -点 )， 二 (5.93) 


a] 知 

ACAY AACA Fo 7= 10. {5,94) 
再 由 结论 5. 24 知 ,和 矩阵 A 所 有 特征 值 均 上 共有 负 实 部 的 充分 必要 条 件 为 ,对 任 一 止 定 对 称 
窍 阵 必 , 李 亚 普 诺 友 方程 


A'P+-PA=—0 (3.95) 
有 惟一 正定 解 阵 P。 于 是 ,将 入 一生 十 呆 代 人 {5.95), 即 可 导出 (5. 92)。 庙 由 (5.94) 知 ,成 
Rea,CA? OO SS ReltA) <T— og, 7 1,?,mr ,Hn (5, 96) 


从 而 , 当 且 仅 当 (5. 92)7 有 惟一 正定 解 阵 中.Rel 4) 二 一 一 1.2.…,， 证 明 完 成 ， 


线性 时 变 系统 的 稳定 判 据 


现在 , 转 而 讨论 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 , 自 治 状态 方程 为 
= ACxX, x = E [cey， 直 和 [0sec) (C5. 97} 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,4 (0) 满足 解 存 在 惟一 性 条 件 ,x. 二 0 为 系统 的 一 个 平衡 状态 。-… 般 ， 
除 零 平衡 状态 x. 一 0 外 ,还 可 有 非 零 平衡 状态 工 。 
对 线性 时 变 系 统 ,同样 可 以 采用 两 种 方法 判断 平衡 状态 的 稳定 性 , 即 基于 状态 转移 算 
阵 的 判断 方法 和 基于 李 亚 尊 庶 夫 判 据 的 判断 方法 ， 
结论 5.26 [基于 状态 转移 矩阵 的 判 搓 ] 对 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 (5, 97) , 表 
邓 (全 ) 为 系统 状态 转移 插 阵 , 则 系统 原点 平衡 状态 x, =0 在 时 刻 5% 是 李 亚 普 诺 夫 意义 下 
稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 依赖 于 所 的 一 个 实数 B(4,) 汪 0, 使 成 立 ， 
| | Ro Yi (5. 98) 
进一步 , 当 且 仅 当 对 所 有 4 都 存在 独立 实数 8>>0 使 (5. 98) 成 立 , 系统 原点 平衡 状态 
*. 二 有 为 李 亚 普 诺 夫 意 义 下 一 臻 稳定。 
证 证 明 思 路 类 航 于 对 连续 时 间 时 不 变 系统 相应 结论 的 证 明 。 只 体 推 证 过 程 覆 去 。 
结论 5.27 [基于 状态 转移 矩阵 的 判 据 ] 对 连续 时 间 线性 时 变 系 统 (5. 97), 表 出 (1, ) 
为 系统 状态 转移 矩阵 , 则 系统 惟一 平衡 状态 x. 一 9 在 时 刻 nm 是 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 性 
为 ,存在 依 束 于 的 一 个 实数 BKi,) 汪 0, 使 同时 成 立 ， 
| Ge ER 0 Yi 
lim ?| =0 


5.997 


ne rr 
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进 -- 步 . 当 旦 仪 当 对 所 有 所 50.0;:) 部 存在 独立 实数 BB 守 0 各 半 0, 使 成 立 ， 
| CG) (5, 100) 
系统 原点 平衡 状态 x 一 0 为 - 敏 渐 近 稳 定 ， 
证 限于 证 明 式 (5. 100)。 先 证 充分 柱 。 已 知 式 (5. 100) 成 立 , 窝 证 x,=0 一 致 浙 近 
稳定 。 由 式 (5. 100), 并 利用 受 扰 运动 关系 式 , 可 以 导出 :; 
| nrotn) | 一 | 本 人 过 | x 
| xo | e 《5. 101)} 
这 表明 , 受 扰 运动 ptiyxo ,to) 对 所 有 1 宇 i, 为 有 界 , 且 对 所 有 坟 ET0,00), 当 1 一 6 时 一 至 
地 有 [Gixo,t) | 一 9。 从 而 ,* 一 0 为 一 致 渐 近 稳定 。 充 分 性 得 证 。 
再 证 必要 性 ,已 知 x. 一 0 一 致 新 近 稳 定 , 和 欲 证 (5. 100) 成 立 。 上 由 x, 一 0 一 致 渐 近 稳定 
知 ,x, 一 0 必 为 李 亚 普 庶 夫 意义 下 一 致 稳定 , 即 存在 不 依赖 于 的 一 个 实数 记 >0 使 
成 立 ， 


| Ba EB YE T0000), Yi (3, 102) 
进而 ,对 定 出 的 实数 35>0 和 每 个 任 给 实数 ux 半 0， 都 对 应 存在 正 实数 本 半 0, 使 对 满足 
xo < 人 的 所 有 初始 状态 x。 和 所 有 1 E[0,co), 有 


| $s Tyxot) | = | BG Tr, Es {5. 103) 
现任 取 一 个 芭 鸽 成立 : 
站 站 过 和 要 (二 Tt)zo ost wi x 5.104) 
那么 .通过 取 x 二 5/2, 由 式 (5.103) 和 式 (5. 104) 可 进而 导出 ， 
| iT ) | 所 了 3， Vi EE [Deec) 《5. 105) 
于 是 ,利用 式 (5. 102) 和 式 (5. 105) ,得 到 
Ba eB, YiELS tt TY {5. 106) 
| i | 一 | 者 (tT) | 


Sl tD G+T) | < 


Yr€EList TT, +27) C5. 107) 
BC) = 2T) | HB +2T,0 + T) | x 


| BCT, ) | < YiELE,+2T,t 3$T) 
ee 《5. 108) 
[| < 各， YELL +tmT,t (mt DT) (5. 109 ) 
再 构造 一 个 指数 函数 启 e-8c 呈 ,合成 立 ， 


[ae 人 "0 mT =- 去 ， ”1 (5, 119) 


TT ee ea re me 2 rr 
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由 此 .可 进而 得 到 ， 
] mm 
和 = 28. (3 ) {5,111) 


可 以 看 出 :通过 取 一 28 和 适当 尼 , 可 使 ez 一 1:2， 从 而 证 得 ,存在 实数 
间 20 和 应 人 0 使 式 45.100) 成 立 。 必 要 性 得 证 。 证 阴 完 成 ， 

结论 5.28 [ 李 亚 普 诺 夫 判 据 ] 对 ” 维 连续 对 间 线 性 时 蛮 系 统 (5.97), 设 x,=0 为 系 
统 惟一 平衡 状态 ,nxn 吞 阵 丰 (的 元 均 为 分 段 连续 的 一 至 有 和 寞 实 函 数 , 则 原点 平衡 状态 
*. 一 0 是 一 致 新 近 稳 定 的 充分 必 雪 条件 为 ,对 任 给 的 一 个 实 对 称 、 一致 有 和 异 . 一 致 正定 的 
Xn 寺 变 建 阵 Qtt), 即 存在 两 个 实数 品 之 0 和 记 汪 0 使 有 


用 < 《5 ]12) 

李 亚 普 诺 夫 方 程 
—PO) = PIOOAC) + ATOOPOU) FQ, Yi {£5,113) 
的 nxn 解 阵 P(#) 为 实 对 称 .一 致 有 界 和 一 至 正定 , 即 存 在 两 个 实数 m 0 和 >0 使 有 
Oal 人 PAul, Yt>n (35.114) 


证 由 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 主 稳定 性 定理 即 可 导出 本 结论 。 具 体 推 证 过 程 略 去 ， 


s.6 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 稳定 自由 运动 的 衰减 
性 能 的 估计 


对 渐 近 稳定 的 线性 时 不 变 系 统 ,一 个 需要 进一步 研究 的 问题 是 ,分 析 或 估计 系统 自由 
运动 即 零 输入 响应 赵 向 原点 平衡 状态 的 收敛 性 能 。 本 节 基 于 李 亚 普 诺 具 判 据 讨 论 系 统 自 
由 运动 总 减 性 能 的 估计 问题 ,特点 是 可 在 不 必 求 解 系统 自 由 运动 解 即 零 输 入 响应 解 情形 
下 直接 估计 运动 过 程 的 衰减 性 能 。 


衰减 系数 


这 一 部 分 中 , 先 来 引 人 用 以 度量 自由 运动 大 减 性 能 的 误 减 系数 。 考察 闭 近 稳定 的 连 

续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,自治 状态 方程 为 
二 六 XY， x(0) 一 x 10 {5.115) 

其 中 ,x 为 有 维 状 态 , 状 态 空间 原点 即 = 为 系统 惟一 平衡 状态 。 而 系统 为 浙 近 稳定 的 
事实 意 昧 着 ,系统 零 输 和 人 响应 即 由 任意 初始 状态 0 全 届 " 出 发 的 自由 运动 轨 线 $1;x, ,0)， 
将 随时 间 # 的 增加 最 终 趋 于 状态 空间 原点 即 x+ = 二 0。 并 且 ,伴随 着 运动 最 终 收 做 于 上 =0， 
能 量 相应 地 最 终 意 减 到 零 。 

现在 ,给 出 浙 近 稳定 系统 自由 运动 衰减 系数 的 定义 ， 
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定义 5.9[ 豪 减 系数 ] 对 新 近 稳 定 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系 统 i5. 1135). 用 以 下 

征 自 由 运动 衰减 性 能 的 宫 减 系数 定义 为 如 下 的 一 个 正 空 数 . 
__ Vn (5. 116) 
V(x) 

其 中 .VCr) 为 系统 的 一 个 李 亚 普 诺 夫 郑 数 .V(r) 为 Or 对 时 间 变 量 1 的 导数 ， 

下 面 , 进 一 步 对 误 减 系数 作 如 下 几 点 说 明 。 

《1) 和 发 减 系 数 对 运动 状态 的 依赖 性 

由 训 减 系数 定义 式 (5. 116) 可 以 看 出 ,在 一 般 情 形 下 ,衰减 系数 是 系统 自由 过 动 状态 
x 的 一 个 标量 函数 , 记 之 为 n(x)，。 

(2) 衰减 系数 定义 的 合理 性 

在 衰减 系数 定义 式 (5. 116) 中 , 若 将 正定 Y(z) 视 为 能量”, 负 定 VCz) 坑 为 “能量 下 降 
速率 ”, 则 衰减 系数 yx) 的 量 纲 就 为 17 秒 。 这 从 一 个 角度 说 明 ,衰减 系数 定义 在 物理 上 的 
合理 性 。 

《3) 衰减 系数 的 属性 

从 衰减 系数 定义 式 (5, 116? 看 出 ,能 量 *Y(xz) 傅 大 ,* 能 量 下 降 速 率 >VYrxn 的 值 愈 小 ， 
则 zx) 合 小 ,对 应 于 运动 套 减 愈 慢 , 能 量 *V(r) 愈 小 ,能 量 下 降 速 率 ”"YCx)y 的 值 愈 大 , 则 
人 x) 愈 大 ,对 应 于 运动 豪 威 愈 快 。 因 此 ,由 TX) 的 太 小 可 直观 地 来 表征 运动 衰减 的 快 惕 。 

(4) 最 小 衰减 系数 坟 。 

考虑 到 误 减 系数 多 x) 为 状 次 x 的 标量 函数 ,在 系统 自 由 运动 衰减 性 能 的 分 析 中 , 直 
接 运 用 xx) 无 论 对 于 计算 还 是 估计 都 将 是 不 方便 的 。 据 此 ,从 兼顾 计算 上 简单 性 和 估计 
上 直观 性 角度 ,下面 将 采用 最 小 豪 减 系数 ?mm 作为 反映 运动 衰减 快慢 的 一 个 指标 。 


计算 最 小 衰减 系数 wan 的 关系 式 


对 渐 近 稳定 的 =” 维 连续 时 间 线 性 时 不 恋 自治 系统 (5. 115) ,由 李 亚 普 诺 夫 判 据 指 出 ， 
对 任 给 一 个 4Xz 正定 对 称 实 常 阵 台 . 李 亚 普 诺 夫 方程 
汪 I 卫 -一 P4 一 一 (5. 117) 
的 nxn 解 阵 P 存在 惟一 且 为 对 称 正定 。 并 且 , 基 此 组 成 的 李 亚 普 庶 夫 函数 Vir) = xTPx 
为 正定 ,导数 Vi 一 一 xiCx 为 商定 
定 尺 5. 10 [最 小 衰减 系数 翅 ,,] 对 亲近 稳定 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系 
统 (5. 115), 自 由 运动 的 最 小 训 减 系数 六 定义 为 


ve | (5. 118) 


Wn 一 min| - Vx) 
并 且 , 基 于 分 析 上 的 方便 性 ,进一步 将 其 规范 化 为 
加 VO .x Or 
由 


rr . 
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= minix' Ox ,x'Pr = 1} 《5. 119) 
注 定义 式 (5.119) 的 几何 合 六 为 ,最 小 宫 碱 系数 六 就 等 于 状态 空间 中 单位 超 球 面 
则 WX) 一 1 超 球 面 上 x Qx 的 极 小 舍 ， 
下 面 ,进而 给 出 计算 晤 小 衰减 系数 加 的 一 个 关系 式 。 
结论 5, 29 [计算 gu 关系 式 ] 对 5 维 浙 近 稳定 的 连续 时 间 线 性 时 不 诺 自治 系 
统 (5. 115) ,给 定 wx» 正定 短 阵 和 相 广 李 亚 普 诺 夫 方 程 的 nxn 正定 解 阵 P, 则 可 导出 
计算 ,的 关系 式 为 
on A (QP ) Ann PP 'Q) (5. 120) 
其 中 .A%,(，) 表 示 所 属 和 矩阵 的 最 小 特征 值 。 
证 首先 ,通过 引入 拉 格 朗 日 (Lagrange) 乘 子 pw, 把 (5. 119) 的 条 件 极 值 问题 转化 为 
等 价 的 无 条 件 极 值 问题 ， 
yn 一 minLx Ox 一 AKCxTPx 一 1)] 一 minLx《@ 一 EP}x+ pp] {£5,121) 
并 日 ,为 在 单位 超 球面 上 找 出 使 57 取 极 小 的 状态 点 x 二 x ,有 
“对 ,Lx 人 一 AP)z 十 P] 取 极 小 ” 全 “对 x [x (2 一 PP3z] 到 极 小 ” 
进 商 , 令 x (一 pP)x 对 x 的 导数 为 零 , 以 导出 其 到 极 小 所 应 满足 的 条 件 ， 


0 一 [二 [* pp) 


knun 


一 [Qap)r]+ [二 ro- 一 Po 


Da 


= (QAP}rm + (QO— gpP)r,, 《5 122) 
= 2t0 — AP) rn 
一 一 2PU — P10) x 
=— (pi — QP ?Pr,, 
考虑 到 单位 超 球 面 上 有 x 去 0, 而 矩阵 卫 为 非 奇 异 , 由 上 汇 可 知 ， 
“pH 一 PP 'Q) 奇异 ”和 “(pf 一 QP 1!) 奇异 ” 《5. 123) 
基 此 ,可 以 导出 : 
detE 一 PC =0 和 det 一 OP -0 (5, 124) 
于 是 ,就 有 
KAP 0 = iOP!), i 1,.2,. on (5. 125) 


再 由 已 和 吧 为 正定 知 ,4(P 10) 一 4.(QP-)>0,1 二 1,2,…,n。 而 (QhuP) 奇 异 意 昧 
着 ,有 
a tO — wnP)x,, 一 9 《5. 126) 
从 而 ,就 可 证 得 
Hou 一 mintx (全 一/ 下) 十 站 
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= minLp] 
= minlas 1= 12 ,rn 
= minLa (PP 0 =ACOPD), 1=1,2.%,n] 


一 AnmatP 全 -一 4 [i OP ') 


自由 运动 衰减 快慢 的 估计 


‘5, 127) 


基于 上 述 分 析 结果 ,现在 进而 讨论 新 近 稳 定 线性 时 不 变 系 统 的 零 输 人 响应 喜 减 快慢 


估计 间 题 ,并 给 出 其 相应 的 司 计 关系 式 。 


结论 5,30 LV (xz) 误 减 快 慢 估 计 ] 对 渐 近 稳定 的 连续 时 间 线 性 时 不 恋 和 白 浓 系 
统 (5. 115) ,给 定 =Xz= 正定 矩阵 怠 和 相应 李 亚 普 诸 夫 方程 的 nx» 正定 解 阵 P 了 ,Vir) 一 


xz Px; 则 可 导出 估计 Vtx} 衰 减 快 惕 的 关系 式 为 
VxY Vx Ye ontr ‘Ot 
或 
Vr) EE VO)e mat 
其 中 ,a 皇 党 "为 任意 非 零 初始 状态 。 
证 对 衰减 系数 定义 式 


nx) = 一 训 沪 ， xX(0} = 10 {EE [O00) 
进行 积分 ,可 以 得 到 
_f Vr) < 1] 
| cod ， veryd 一 | 六 ydY (x) 


VOX) 
-一 l 一 ~ | 一 
mWIY) 一 ]nWw( in yer 


将 上 式 等 式 两 边 取 指数 . 即 可 证 得 式 (5. 128)， 
TV 一 VTS ye-h Rd 


EVE)e os 
一 VXo Ye mn 


= Vly Ye aif! 0 


再 注意 到 和 .CP 1Q) 一 4,4QP-'), 基 此 又 可 学 出 (5. 129)， 征明 完成 。 


《5 128) 


《3. 129) 


《5. 130) 


(5.131) 


‘5, 132) 


结论 5.31 [V(x) 豪 减 快 慢 估 计 ] 对 渐 近 稳定 的 连 纺 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系 
统 (5. 115) ,给 定 xz 正定 矩阵 吕 和 相应 李 亚 普 诺 夫 方程 的 nnX# 正定 解 阵 P,Vi{ix)= 
x Pr, 则 可 采用 《Pp-1 中 或 Ama 《QP ') 来 表征 V(x) 的 衰减 快慢 ,日 Ann《tP 人) 或 


mao@P ') 愈 大 则 总 减 意 快 。 
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结论 5,32 [ 白 由 运动 亡 减 快慢 估计 ]」] 对 渐 近 稳定 的 连续 时 间 线 性 时 不 恋 上 自治 系统 
(5.115) .给 定 nX# 正定 知 阵 嫩 和 相 启 诗 亚 普 庄 夫 方 程 的 nn 正定 解 阵 耳 , 则 可 采用 
ant 人 或 A406ntQP 7) 来 表征 昌 由 运动 的 识 减 快慢 , 且 366 (BP 人 或 (QP 1) 愈 大 则 
误 减 辣 快 。 


5.7 离散 时 间 系 统 状 态 运 动 的 稳定 性 及 其 判 据 


本 节 转 而 讨论 离散 时 间 系 统 的 稳定 性 及 基 判 据 。 讨 论 对 象限 于 非 线 性 时 不 变 系 统 向 
线性 时 不 变 系 统 ， 主 要 内 容 包 括 李 亚 普 诺 夫 主 稳 定性 定理 .地 亚 普 诺 夫 判 据 和 特征 值 判 
据 等 。 考 虑 到 各 个 结果 的 推导 思路 类 同 于 相应 连续 时 间 系 统 的 对 应 希 论 ,本 告 讨论 中 将 
只 限于 给 出 主要 结论 而 不 音 提 拱 有 关 证 明 。 


离散 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 的 李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 


考察 离散 时 和 间 非 线性 时 不 变 系 统 , 自 治 状态 方程 为 
Xt 二 十 1) 二 了 (XCAR KOO 一 区 大 一 0,1.2.… (5. 133} 

其 中 ,x 为 n 维 状态 ,fC0) 二 0 即 状态 空间 原点 x 二 0 为 系统 平衡 状态 . 

下 面 ,给 出 非 线性 时 不 变 系统 的 李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 有 关 结论 。 

结论 5.33[ 大 范围 渐 近 稳定 判 据 ] 对 离散 时 间 非 线性 时 不 变 自 治 系统 (5。 133), 若 
存在 一 个 相对 于 离散 状态 x(%) 的 标量 函数 VCxCk)) ,使 对 任意 rth)E 2" 满足 ， 

(i) VCxC)) 为 正定 ，; 

(iD 表 AVCXCR)) 二 VCxtk 十 10) 一 VCrCA) AV (xtk)) 为 让 定 ; 

Ci) 当 上 x 一 oo0, 有 VCxCk)) 一 oo，。 
则 原点 平衡 状态 即 x 二 9 为 大 范围 浙 近 稳定 。 

注 从 上 述 结论 的 应 用 中 可 以 发 现 ,结论 中 条 件 ( 让 的 保守 性 会 使 不 少 系统 导致 判断 失 
败 。 对 此 ,同样 可 以 通过 对 此 条 件 的 放宽 ,以 得 到 较 少 保守 性 的 李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 

结论 5,34 [大 范围 渐 近 稳定 判 据 ] 对 离散 时 间 非 线性 时 不 恋 系 统 (5. 133) , 若 存 在 
一 个 相对 于 离散 状态 x(&) 的 标量 函数 V(xCh)) , 便 对 任意 (有 所 党 "满足 ， 

《iD VCxC)) 为 正定 ; 

6) 表 AV (X08) 二 VCx( 十 D7 一 V(r(h)) AVCzCE)) 为 负 半 定 ， 

《证 ) 对 由 任意 非 零 初始 状态 x(0) E "确定 的 所 有 自由 运动 即 (5. 133) 所 有 解 <() 
的 雪线, AVCxC8}) 不 恒 为 雷 ， 

Gv》 当 中 x(8) | -cp 有 TCR )-wco ， 
如 原点 平衡 状态 即 x=0 为 大 范围 渐 近 稳定 ， 
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基于 上述 主 稳定 性 定理 ,还 可 容易 导出 对 离散 时 间 系 统 的 一 个 售 交 直观 和 应 用 方 使 
的 稳定 性 判 据 ， 
结论 5.35 [大 范围 渐 近 稳定 判 据 ] 对 离散 时 间 非 线性 时 木 蛮 系统 55. 133)， 
疫 六 0 一 0 即 状 态 空 间 康 点 x 二 0 为 系统 平 奖状 态 , 共 (x(t)) 为 收 策 即 对 x(t&) 产 0 有 
由 CC | = xck} | (5, 134) 
则 原点 平衡 状态 即 x 二 0 为 大 范围 渐 近 稳定 ， 
证 ”对 给 定 离散 时 间 系 统 , 取 候选 李 业 普 诺 友 函 数 为 


Virtk)) = || xtk) | (5, 133) 
易 知 ,Vixt)) 为 正定 。 进 而 ,可 以 学 出 ，; 
AVOXCER)) = VOrtET I — VOrtk)) = (人才 十 17 | | riky 
= | foxca)y) | 一 | xik} (5. 136) 


对 上 式 运用 式 C5,134) ,可知 AV C(x《&)) 为 鱼 定 。 并 且 , 当 xc8) | 一 2 有 CECR)) > 
<。 据 结 论 5. 33, 原 点 平衡 状态 即 x=0 为 大 范围 渐 近 稳定 。 证明 完成 。 


离 艇 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 稳定 判 据 


考察 离散 时 间 线 性 时 不 蛮 系 统 ,自治 状态 方程 为 
Xi 让 十 1) 二 Gx(R)， x(0) 一 区 下 一 1.2 (5, 137) 
其 中 ,x 为 # 维 状 态 ,Gx. 一 0 的 解 状态 x, 为 系统 平衡 状态 。 若 矩阵 G 为 奇异 '; 则 除 原 点 平 
衡 状 态 即 x. 二 人 0 还 有 非 零 平衡 状态 ; 阁 和 矩阵 G 为 非 奇异 , 则 只 有 惟 -- 平 衡 状态 x 二 0。 
下 面 ,给 出 线性 时 不 变 系统 的 平衡 状态 稳定 性 的 相应 判 据 。 
结论 5. 36 [特征 值 判 据 ]〗 对 离散 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系统 (5. 137) .原点 平衡 状态 
即 x. 一 0 是 相 亚 普 庶 夫 意义 下 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,G 的 全 部 特征 值 4,(G) (i 二 1， 
“2，……'9) 的 幅 值 均等 于 或 小 于 1, 且 幅 值 等 于 1 的 特征 值 只 能 为 局 的 最 小 事项 忒 的 单 根 ， 
结论 5.37 [特征 值 判 据 ] 对 离散 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系统 (5. 137) ,原点 平衡 状态 
即 x 二 0 是 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ,0 的 全 部 特征 值 3,.(G) (i 一],2,…,n) 的 幅 革 均 
小 于 1。 
结论 5. 38 [ 李 亚 普 诺 夫 判 据 1 对 ， 维 离散 时 间 线 性 时 木 变 自治 系统 (5. 137) ,原点 
平衡 状态 即 x, 一 0 渐 近 稳定 , 即 G 的 全 部 特征 值 ACO) (二 1,2,….n) 的 幅 值 均 小 于 1, 当 
且 仅 当 对 任 一 给 定 hnXXn 正定 对 称 和 矩阵 中 .离散 型 李 亚 普 诺 夫 方 程 
GPG—P=—0 《5. 138) 
有 惟一 nx 正定 对 称 解 阵 卫 ，。 
结论 5. 39 [扩展 李 亚 普 诺 夫 判 据 ] 对 = 维 离散 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系统 (5. 137)， 
原点 平衡 状态 即 x 一 0 以 实数 o>>0 为 室 指 数 稳定 , 即 G 的 特征 从 满足 ， 
| AKC <a, OSoEl, 1= 1,2,,n 《5. 139) 


Eo Wn pe 
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当 疆 仅 当 对 和 任 一 给 定 有 7X# 三 定 对 称 短 阵 旭 ,扩展 离散 型 李 亚 普 计 t 志 方程 
(1 ol GPG— P=- 全 (5, 1 47 
有 惟一 xx nn 正定 对 称 解 省 了， 


5.8 小 结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 。 本 章 是 对 系统 稳定 性 问题 的 一 个 较为 系统 和 较为 全 面 的 过 论 。 稳 
定 是 控制 系统 能 够 正常 运行 的 前 提 。 稳 定性 是 表征 系统 运动 行为 的 一 类 重要 结构 特性 。 
本 章 的 内 容 偏重 于 讨论 李 亚 普 庶 夫 稳定 性 理论 的 第 二 方法 。 第 二 方法 已 成 为 现今 系统 控 
制 理论 中 研究 稳定 性 问题 的 最 为 基本 的 理论 工具 ， 

(2) 两 类 稳定 性 。 系 统 稳 定性 可 区 分 为 外 部 稳定 性 和 内 部 稳定 性 。 外 部 稳定 性 趟 于 
系统 给 人 输出 描述 ,属于 有 界 输入 有 界 和 输出 稳定 性 ,简称 BIBO 稳定 性 。 内 部 稳定 性 基于 
系统 状态 空间 描述 ,属于 系统 自治 运动 的 稳定 性 , 即 为 李 亚 尊 诺 夫 意义 稳定 性 。 对 连续 时 
间 线 性 时 不 变 系 统 ,EIBO 稳定 充分 必要 条 件 为 传递 函数 矩阵 所 有 极点 均 其 有 负 实 部 , 浙 
近 稳 定 充 分 必要 条 件 为 系统 特征 值 均 具有 负 实 部 。 若 系统 为 联 台 完全 能 控 和 完全 能 观 
测 , 则 浙 近 稳定 性 和 BIBO 稳定 性 为 等 价 。 

(3) 李 亚 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 。 主 稳定 性 定理 给 出 系统 大 范 玮 渐 近 稳定 的 充分 性 判 
据 。 判 据 核 心 归结 为 构造 一 个 候选 李 亚 善 诺 夫 函数 vixr) ,使 YIz) 正 定 , VCzc) 负 定 或 
VCxz) 负 半 定 并 附加 其 他 条 性 , 且 当 | xz |‖ 一 oo 有 V(r) 一 oo， 主 稳定 性 定理 为 李 亚 普 湛 夫 
第 二 方法 的 核心 定理 ,同时 适用 于 线性 系统 和 非 线性 系统 及时 变 系 统 和 时 不 变 系 统 ， 

(4) 李 亚 普 庶 夫 浮 数 V(r) 的 构 千 方法。 构造 V(x) 是 李 亚 普 庄 夫 第 二 方法 研究 系统 
稳定 性 的 关键 步骤 和 难点 。 对 于 较为 简单 的 系统 ,可 采用 规则 化 方法 如 变量 梯度 法 和 克 
拉 索 夫 斯 基 方法 构造 Y(x) 。 对 于 较为 复杂 的 系统 ,构造 V(x) 的 主要 途径 至 今 仍 限于 基 
于 经 验 的 试 污 性 方法 。 

(5) 线性 时 不 变 系 统 的 李 亚 普 诺 夫 判 据 。 李 亚 普 诺 夫 判 据 纵 出 线性 时 不 变 系 统 渐 近 
稳定 的 充分 必要 性 判 据 。 对 连续 时 间 情 形 ,归结 为 对 系统 丁 阵 此 和 和 任 给 正定 矩阵 人 ,求解 
方程 P4 十 47P 一 一 和 并 判别 解 阵 己 正 定性 。 对 离散 时 间 情 形 ,归结 为 对 系统 矩阵 G 和 任 
给 正定 矩阵 中, 求解 方程 GTPG 一 P 二 一 并 判别 解 阵 P 正定 性 ， 李 亚 普 诺 夫 判 据 的 音义 
主要 在 于 系统 分 析 和 系统 综合 中 的 应 用 。 

《6) 稳定 性 的 和 鲁 棱 分析， 重 棒 分 析 讨 论 线性 时 不 变 系统 在 参数 摄 动 下 稳定 性 的 判别 
准则 和 保持 条 件 。 这 是 出 瑰 于 稳定 性 研究 领域 的 一 个 新 生长 点 和 热点 问题 。 研究 途径 包 
括 系 统 惩 阵 范 数 分 析 和 特征 多 项 式 区 间 分 析 。 在 惩 阵 范 数 分 析 方 法 中 ,针对 系统 和 矩阵 的 
各 性 或 乘 性 摄 动 和 通过 引入 相应 匹配 条 件 ,建立 使 系统 保持 稳定 的 条 件 ， 在 特征 儿 项 式 
区 间 分 析 中 ,着 重 于 讨论 多 项 式 系 数 区 间 摄 动 下 保持 稳定 的 有 限 或 最 小 检验 问题 ,其 中 最 
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为 基本 的 结 条 昆 哈 列 托 刻 赤 定 理 。 相 音 没 有 涉及 稳定 性 鲁 楼 分 析 门 题 , 有 兴趣 读者 可 大 
看 有 关 著 作 和 文献 。 

4 绝对 稳定 性 和 超 稳 定性 。 这 征 李 亚 普 诺 开 第 二 方法 基础 上 提出 的 两 类 特殊 稳定 
性 问题 。 绝 对 稳定 姓 研 究 对 象 为 一 类 单 输入 单 输出 时 不 变 系 统 , 正 向 通道 环节 为 线性 时 
个 变 系统 ,反馈 通道 环节 为 非 线 性 时 不 蛮 系 统 。 绝 对 稳定 性 给 出 当 非 线性 环 篆 特性 为 位 
于 一 .三 象限 请 形 区 域内 的 任意 形状 易 线 时 系统 为 浙 近 稳定 的 条 件 。 超 稳定 性 属于 线性 
对 不 变 系统 在 输入 输出 乘积 积分 受 限 下 的 -- 类 稳定 性 。 超 稳定 性 的 基本 结论 为 .系统 超 
稳定 等 价 于 系统 传递 函数 拭 阵 为 庄 实 . 系 统 超 浙 近 稳定 等 价 于 系统 传递 虹 数 矩阵 为 严 于 
实 。 本 章 没 有 涉及 绝对 稳定 性 和 超 稳定 性 问题 ,有 兴趣 读者 可 参看 有 关 著 作 和 文献 


习 匮 
5.1 给 定 一 个 单 输入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 为 
0 1 0 - 全 
一 0 0 llx+ | 0 
250 0 一 5 10 
3 一 [一 25 5 Ojxr 


试 判 断 :〈i 系统 是 否 为 浙 近 稳定 ; (ii) 系统 是 否 为 HIBO 稳定 。 
5.2 给 定 一 个 二 阶 连 续 时 间 非 线性 时 不 变 系 统 为 
Tl = 
Ly 一 一 Sinrl -- .ra 
试 : (i) 定 出 系统 所 有 平衡 状态 ; 《ii 年 出 各 平衡 点 处 线性 化 状态 方程 ,并 分 别 判 断 是 否 
为 阁 近 稳定 . 
53 对 下 列 连 续 时 间 非 线性 时 不 变 系统 ,判断 原点 平衡 状态 即 x 一 0 是 否 为 大 范围 
渐 近 稳定 ， 


5.4 对 下 列 连 续 时 间 非 线性 时 不 变 系统 ,判断 原点 平衡 状态 即 x =-0 是 否 为 大 范围 
浙 近 稳定 : 
ij 一 fo 
人 一 一 .一 .sz 


5 5 对 下 列 连续 时 间 线 性 时 变 系 统 ,判断 原点 平衡 状态 即 xX. 二 0 是 洁 为 大 范围 渐 近 
稳定 : 


Nt 
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. 0 1 
X 一 1 本 日 
十 1 
(提示 可 VY(z 一 于 [ 二 十 CD])。 
s.6 给 定 连续 时 间 非 线性 时 不 变 自 治 系统 zx= Frx)l,r0)=0, 再 表 系 统 的 雅 可 比 
tJacobi) 算 阵 为 


Lf ai 
Tl dr 
FO A SD 一 : 
二 二 ax! 
afx) af | 
_ Dr dT J 


斌 证明: 车 F(x) 十 FT《x) 为 负 定 , 则 系统 原点 平衡 状态 即 x, 二 0 为 大 范围 新 近 稳定 ， 
5.7 利用 上 题 给 出 的 绪论 ,判断 下 刚 连续 时 间 非 线性 时 不 变 系统 是 否 为 大 范围 渐 近 
稳定 ; 
Z| =—— 3x 十 zs 
全 = Xr 
5.8 给 定 二 阶 连续 时 间 线 性 时 不 变 自 治 系统 为 
， Ta Ge 
于 一 a 人 jehx 
试用 李 亚 普 庶 夫 判 据 证 明 , 系统 原点 平衡 状态 x = 和 是 大 范围 渐 近 稳定 的 条 件 为 
det4 全 0，an 十 as 0 
‘提示: 李 亚 普 诺 夫 方 程 中 取 0= 中 ， 
5.9 对 下 列 连续 时 间 线性 时 不 变 系 统 , 坛 用 李 亚 普 诺 夫 判 据 判 断 是 否 为 大 范围 渐 近 


稳定 : 
i 0 


5. 10 给 定 浙 近 稳定 的 单 输入 单 答 出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 为 
二 I 二 y= x{0) = x 
其 中 u(t) 二 0。 再 表 P 为 李 亚 普 诺 夫 方 程 
P4 二 A'PS=—el'e 
的 正定 对 称 解 阵 。 试 证 明 ， 
| ya = xi Px, 


53.11 给 定 完 全 能 控 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 为 
二 六 x 十 BBu 
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其 中 , 取 w 二 一 Ble * ?和 WW 100, 了 x, 而 
T 
Wi0,T) = | e “BBTe sd, 了 0 


试 证 明 ; 基 此 构成 的 烤 环 系统 为 渐 近 稳定 。 
5,12 给 定 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 为 


| 1 4 D7 
KR 一 1 一 ,一 3 2 3 | 三 (由) 
2 0 0 


试用 两 种 方法 判断 系统 是 否 为 源 近 稳定 。 


OE 


253 


第 6 章 
线性 反馈 系统 的 时 间 域 综合 


系统 综合 和 系统 分 析 在 属性 上 是 一 对 相 肥 的 命 吓 。 对 于 分 析 问 题 ,归结 为 对 给 定 
系统 方程 和 已 知 外 部 输入 , 形 定 系统 的 运动 行为 和 结构 特性 ,运动 行为 如 状态 运动 规 
律 、 运 动 稳定 性 等 ,结构 特性 如 特征 结构 .能 控 性 .能 观测 性 等 。 综 合 问题 与 此 相反 ,由 
缚 为 对 给 定 系 统 方 程 和 指定 期 望 运动 行为 ,确定 系统 的 外 部 输入 即 控制 作用 。 通常 控 
制作 用 取 为 反馈 形式 。 无 论 是 抑制 外 部 扰动 的 影响 还 是 减少 内 部 参数 变动 的 影响 , 反 
局 控制 都 要 远 优越 于 非 反 饶 控 制 。 本 章 以 状态 空间 方法 为 基础 ,针对 常用 典型 形式 性 
能 指标 ,讨论 线性 时 不 变 系 统 的 反馈 挫 制 综 人 台 问 题 。 基 本 内 容 包 括 可 综合 性 理论 和 反 
镇 控制 综合 算法 


本 节 是 对 系统 综合 问题 的 一 个 引 论 性 讨论 。 目 的 在 于 对 系统 综合 中 所 涉及 的 共性 问 
题 和 共性 概念 作 一 概 扫 性 的 介绍 。 主 要 内 容 包 括 综 合 问 题 的 提 法 ,性 能 指标 的 类 型 ,综合 
问题 的 研究 思路 ,以 及 控制 系统 工程 实现 中 的 理论 问题 等 。 


综合 问题 的 提 法 


系统 的 综合 问题 由 受 控 系统 ,性 能 指标 和 控制 输入 3 个 要 素 所 组 成 。 
受 控 系统 是 综合 问题 的 对 象 。 从 兼顾 工程 应 用 广泛 性 和 理论 分 析 简 单 性 的 角度 ,本 
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章 限 于 考虑 严 真 巡 续 时 间 线 性 时 不 党 受 控 系统 ,状态 宝 间 述 为 
一 站 I 十， x(0) 一 区， 0 
y= Cx 

其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,# 为 p 维 输入 .y 为 g 维 输 出 ,系数 矩阵 入 ,B 和 C 为 给 定 的 相应 维 数 

常 阵 。 

人 性 能 指标 是 综合 问题 的 上 日 标 。 人 性 能 指标 实质 上 就 是 对 综合 导出 的 控制 系统 所 应 具 

有 性 能 的 一 个 表征 ,性 能 指标 可 以 取 为 不 同形 式 。 既 可 取 为 系统 状态 运动 形态 的 某 

些 特 征 旦 ,也 可 取 为 运动 过 程 的 某 种 期 望 形 式 , 甚 至 取 为 可 被 极 小 化 或 扒 大 化 的 -… 个 

性 能 函数 , 

控制 输入 是 实现 综合 癌 题 日 标的 手段 。 控 制 和 输入 通常 取 为 反馈 控制 形式 。 反馈 控制 

类 型 包括 状态 反馈 和 输出 反馈 。 所 谓 状 态 上 反馈 就 是 ,把 实现 综合 自 标 的 控制 输入 上 有 取 为 

系统 状态 工 的 一 个 线性 向 量 耳 数 ; 


6.1) 


ET =—— Kx(t) vr) (8,2) 
所 谓 输 出 反馈 则 是 ,把 实现 综合 目标 的 控制 输入 uw 取 为 系统 输出 3 的 一 个 线性 向 量 函 数 : 
中 一 一 下 fr) vs) 《6. 3) 


其 中 ,区 为 xn 状态 反馈 矩阵 ,下 为 pXg 输出 反馈 矩阵 ,vw 为 p 维 参 考 输入 。 相应 地 , 称 
由 式 (6. 2) 的 控制 a 施加 于 受 控 系统 (6. 1 导出 的 闭环 控制 系统 为 状态 反馈 系统 ,由 
式 46. 3) 的 控制 施加 于 受 控 系 统 (6.1) 导 出 的 闭环 控制 系统 为 输出 反馈 系统 ， 

在 此 基础 上 ,所 谓 系 统 综合 就 是 ,对 给 定 受 控 系 统 (6. 1) ,确定 反馈 形式 的 一 个 控制 
"使 所 导出 闭环 控制 系统 的 运动 行为 达到 或 优 于 指定 的 期 望 性 能 指标 。 但 是 ,应 当 指 
出 ,这 星 所 讨论 的 “系统 综合 "和 控制 上 程 中 的 “系统 设计 "是 两 个 不 完全 等 同 的 概念 ， 系 
统 综 合 本 质 上 属于 理论 层面 的 范畴 ,可 以 认为 是 一 种 理论 性 的 设计”, 着 重 于 在 工程 可 实 
现 性 前 提 下 确定 控制 w 的 形式 和 格 成 。 系统 设计 则 把 问题 进一步 延伸 到 工程 层面 ,可 以 
认为 是 一 种 工程 性 的 “综合 ,在 设计 中 还 需 考虑 实现 控制 作用 的 控制 器 和 基 此 导出 的 
控制 系统 在 工程 构成 中 的 各 种 实际 问题 ,如 线路 类 型 选择 、 元 件 选 用 .元 件 参 数 和 功率 确 
定 等 。 


性 能 指标 的 类 型 


性 能 指标 实质 上 是 对 所 要 综合 的 控制 系统 在 运动 过 程 行为 上 的 一 种 规定 。 系统 综合 
间 题 的 性 能 指标 ,总 体 上 可 区 分 为 " 非 优化 狸 性 能 指标 ”和 “优化 型 性 能 指标 * 丙 类， 非 优 
化 型 性 能 指标 属于 不 等 式 型 指标 的 范畴 ,目标 是 使 综合 . 出 的 控制 系统 性 能 达到 或 好 于 
期 望 性 能 指标 。 优化 型 性 能 指标 属于 极 值 型 指标 的 范畴 , 目 祭 是 综合 控制 器 使 系统 的 _- 
个 性 能 指标 函数 取 为 极 小 值 或 极 大 值 。 

在 控制 理论 和 控制 工程 中 ,典型 的 非 优化 型 性 能 指标 的 提 法 ,主要 有 如 下 四 种 类 型 。 


TE 


256 第 6 章 线性 反馈 系统 的 时 间 域 综合 


(1) 以 新 近 稳定 作为 性 能 冀 标 。 通 常 , 称 相应 的 综合 问题 为 镇 定 问题 ,综合 是 标 是 使 
遍 导 出 的 反馈 控制 系统 为 渐 近 稳定 。 考 虑 到 稳定 是 榨 制 系统 能 够 正常 运行 的 前 提 , 因此 
渐 近 稳定 被 认为 是 系统 综合 中 最 为 基本 的 一 类 指 慰 。 

(2) 以 一 组 期 望 闭 环 系统 特征 合作 为 性 能 指标 。 通常 , 称 相应 的 综合 问题 为 极点 
配置 句 题 ,综合 目标 是 使 所 导出 的 反馈 控制 系统 特征 值 配置 于 复 平面 上 期 望 位 置 。 由 
线性 时 不 变 系 统 运 动 分 析 可 知 ,表征 系统 运动 行为 的 一 些 典型 指标 ,时 间 城 指标 如 单 
位 阶 挨 响应 的 圭 升 时 间 、 超 调 量 、 过 入 过 程 时 间 等 ,频率 域 措 标 如 幅 频 特性 的 频带 宽 
度 、 前 切 频 率 .峰值 等 .主要 出 系统 特征 值 的 位 置 所 决定 。 因 此 ,把 闭环 特征 值 组 配置 
于 复 平面 上 期 望 位置 , 等 价 于 使 综合 导出 的 控制 系统 的 动态 性 能 达到 期 望 的 时 间 域 指 
标 或 频率 域 指标 。 

(3) 以 使 一 个 输入 mm 输出 系统 "化 为 "im 个 单 输入 单 输出 系统 ”作为 性 能 指标 ， 
通常 , 称 相应 的 综合 问题 为 解 三 控制 问题 ,综合 目标 是 使 所 导出 的 反馈 控制 系统 实现 一 个 
输出 由 目 仅 由 一 个 输 和 人 所 控制 。 并 且 , 还 可 将 解 夺 控 制 进一步 区 分 为 动态 解 耦 控制 和 裔 
态 解 辆 控制 。 解 硝 控 制 广泛 应 用 于 过 程控 制 领域 ,对 简化 控制 过 程 和 改善 控制 性 能 在 着 
重要 作用 ， 

C4) 以 使 系统 输出 y(7) 在 存在 外 部 扰动 环境 下 无 静 差 地 限 踪 参 考 信号 y( 轿 作为 社 
能 指标 。 通常 , 称 相应 的 综合 问题 为 腿 踪 问题 ,综合 目标 是 使 所 导出 的 反馈 控制 系统 实现 
扰动 捉 制 和 源 近 女 踪 。 现 代 武器 系统 中 的 大 量 控制 问题 都 属于 女 踪 问题 . 

优化 型 性 能 指标 的 含义 和 形式 随 问题 背景 的 不 同 而 不 同 。 在 线性 系统 中 ,从 羔 顾 工 
径 应 用 广泛 性 和 理论 分 析 简单 性 的 角度 ,通常 取 优化 型 性 能 指标 为 状态 x 和 控制 z 的 一 
次 理 积 分 函数 , 即 有 ， 


J (ute)) = CrrOxr 4 wT Ray di (68.4) 


其 中 ,中 为 Xp 正定 对 称 阵 .@ 为 nxn 正定 对 称 阵 ,或 也 为 正 半 定 对 称 阵 且 C&A,0') 能 
观测 。 综合 任务 之 一 就 是 针对 具体 问题 合理 选取 加 权 窍 阵 尺 和 0， 综合 目标 则 是 确定 一 
个 控制 a* <， ) 使 对 所 导出 的 控制 系统 性 能 指标 uC …)) 取 为 极 小 值 ja*( 。 ))。 并 
且 , 称 =”《。} 为 最 优 控 省 ,Je (。)) 为 最 优 性 能 。 


研究 综合 问题 的 思路 


给 定 一 个 系统 综合 问题 ,不 管 是 非 优化 型 性 能 指标 还 是 优化 型 性 能 指标 ,不 管 性 能 
指 妹 取 为 哪 种 具体 形式 ,也 不 管 采用 状态 反馈 还 是 输出 反馈 类 型 的 控制 ,都 可 把 其 进 
面 分解 为 两 个 性 质 不 同 的 问题 进行 研究 。 其 中 ,建立 相应 综合 问题 的 “可 综合 条 件 " 问 
生 属 于 综合 理论 的 范畴, 建立 用 以 确定 相应 控制 规律 的 算法” 回 题 属 于 综合 方法 的 
范畴 。 
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可 综合 条 件 是 指 , 相 对 于 给 定 受 控 系 统 和 指定 期 望 性 能 指标 ,为 使 实现 综合 日 标的 反 
镇 控制 存在 所 需 满足 的 条 件 。 不 同类 型 的 综合 问题 通常 具有 不 同 的 可 综合 条 件 。 同 一 受 
控 系 统 基于 不 同性 能 指标 综合 问题 的 可 综合 系 件 一 般 也 不 相同 。 显然 ,只 是 对 满足 可 综 
合 条 件 的 综合 问题 ,相应 的 反馈 控制 律 才 是 可 综合 的 即 综 合 问 题 才 是 可 解 的 .可 综 会 条 
件 的 建立 ,使 对 系统 综合 问题 的 研究 置 于 严格 的 理论 基础 上 ,避免 了 系统 综合 过 程 中 的 盲 
晶 性 。 

对 综合 问题 建立 确定 反馈 控制 的 算法 归结 为 提供 计算 状态 反馈 或 输出 反馈 的 方法 
和 砂 嗓 。 从 现代 观点 看 ,合理 的 算法 应 当 适 合 于 在 计算 机 上 进行 计算 ,并 不 -. 定 要 求 
算法 具有 解析 的 形式 ， 评 价 算法 的 - -个 重要 标准 是 数值 稳定 性 , 即 计 算 过 程 中 是 否 存 
在 使 数值 误差 被 不 断 “ 放 大 "的 情形 。 从 数值 分 析 角 度 , 作 为 一 般 准 则 ,如 果 所 研究 的 
祭 合 同 题 是 非 病 态 的 ,所 采用 的 算法 是 数值 稳 定 的 ,那么 计算 给 出 的 结果 通常 是 可 
信和 的 。 


工程 实现 中 的 一 些 理论 问题 


在 系统 控制 理论 中 ,对 综合 问题 的 研究 除 可 综合 条 件 问题 和 反馈 控制 算法 问题 外 , 通 
常 还 附加 涉及 控制 系统 在 工程 实现 中 的 一些 理论 性 问题 . 主要 包括 状态 反馈 的 物理 构 
成 ,系统 结构 参数 扰动 的 影响 ,以 及 外 部 扰动 影响 的 抑制 等 。 这 种 把 控制 工程 中 技术 性 问 
题 转化 为 理论 性 问题 加 以 研究 是 现代 系统 控制 理论 的 -一 个 显著 特色 。 

(1) 状态 反馈 物理 构成 问题 。 从 随后 各 节 的 讨论 可 以 发 现 ,对 众多 类 型 性 能 指 
标的 综合 问题 ,控制 必须 采用 状态 反馈 形式 ,体现 了 状态 反馈 的 明显 优越 性 . 而 由 
状态 变量 的 内 部 变量 属性 ,决定 了 状态 一 般 不 能 直接 量 测 , 从 而 限制 了 状态 反馈 的 
物理 构成 。 解决 “状态 反馈 的 优越 性 "和 * 状 态 反 馈 难 于 构成 "矛盾 的 基本 途径 是 引 
人 状态 重 构 或 状态 估计 ,采用 重 构 状 态 或 估计 状态 作为 反馈 变量 以 构成 状态 反馈 ， 
对 确定 性 线性 系统 ,利用 系统 可 量 测 变量 如 输入 & 和 输出 7* 通 过 构造 一 个 相应 动态 
系统 可 重 构 系 统 状 态 x, 且 称 相 应 理论 问题 为 状态 重 构 即 状态 观测 器 问题 。 对 于 随 
机 性 线性 系统 ,利用 系统 可 量 测 变量 如 输入 中 和 输出 y, 并 考虑 作用 于 系统 的 噪声 的 
特性 ,通过 构造 一 个 相应 动态 系统 可 估计 系统 状态 *+* 且 称 相应 理论 问题 为 状态 估计 
即 卡 尔 曼 滤波 问题 ， 

(2) 系统 模型 不 准确 和 系统 参数 摄 动 问题 。 系统 综合 的 前 担 是 对 受 控 系统 建立 
状态 空间 描述 形式 的 系统 模型 ,系统 综合 导出 的 反 局 控制 是 相对 于 受 控 系统 模型 而 
确定 的 。 但 是 ,由 于 建 模 中 不 可 避免 的 简化 和 实际 中 难以 排除 的 因素 ,使 得 系统 模 
型 各 是 包含 其 种 不 准确 性 ;此 外 ,由 于 环境 因素 的 原因 ,又 可 能 导致 系统 参数 的 报 
动 。 这 种 将 基于 系统 模型 综合 得 到 的 控制 恬 作 用 于 实际 受 控 系统 的 情形 ,有 可 能 导 
数 所 组 成 的 控制 系统 达 不 到 期 望 性 能 指标 其 至 出 现 不 稳定 通常 , 称 相 应 的 理论 性 
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问题 为 控制 系统 鲁 棱 性 问题 。 如 果 控 制 系统 对 标 称 模型 参数 -个 邻 域内 的 系统 误 兰 
或 参数 好 动 仍 为 渐 近 稳定 或 保持 期 望 性 能 值 .那么 就 称 控 制 系 统 相 对 于 系统 误 羌 或 
参数 摄 动 具 有 和 鲁 棱 性 。 

《3) 对 外 部 手动 影响 的 抑制 问题 。 外 部 扰动 的 影响 也 是 控制 系统 实际 运行 中 面临 的 
一 个 重要 问题 。 特 别 是 对 跟踪 问题 ,扰动 将 对 控制 系统 的 跟踪 精度 产生 直接 的 影响 。 因 
此 ,抑制 扰动 影响 是 综合 高 精度 控制 系统 所 必须 功 虑 的 -- 个 基本 问题 。 通 常 , 称 对 应 的 理 
论 性 问题 为 扰动 抑制 问题 。 


6.2 状态 反馈 和 输出 反馈 


多 数控 制 系 统 都 采用 基于 反馈 构成 的 闭环 结构 。 反 局 系统 的 特点 是 对 内 部 参数 变动 
和 外 部 环境 影响 具有 良好 的 抑制 作用 。 反 馈 的 基本 类 型 包括 “状态 反馈 "和 * 输 出 反馈 ”, 
本 节 是 对 这 两 种 类 型 反馈 的 一 个 简要 的 讨论 。 主 要 内 容 包 括 状态 反馈 系统 和 输出 反馈 系 
统 的 构成 .描述 和 特性 。 


状态 反馈 


状态 反馈 是 以 系统 状态 为 反馈 变量 的 一 类 反馈 形式 。 这 一 部 分 中 ,针对 连续 时 间 线 
性 时 不 变 系统 的 受 控 对 象 ,就 状态 反馈 的 相关 问题 进行 简要 的 讨论 。 

《1) 状态 反馈 的 构成 

对 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系统 ,状态 反馈 的 构成 可 用 图 6. 1 所 示 的 方块 图 表示 。 
其 中 ,状态 + 通过 反馈 矩阵 KK 被 回 镇 到 系统 输入 端 ,w 为 系统 参考 输入。 考虑 到 反馈 年 阵 
KK 为 沉 阵 面 非 动态 系统 ,更 确切 地 应 称 这 类 状态 反馈 为 静态 状态 反馈 ， 


图 5.1 状态 反 情 


(2) 状态 反馈 系统 的 描述 
考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 友 ,状态 空间 描述 为 
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了 :一 Ar + Bu, XO = 0 (6 5) 
¥= Cx 
其 中 ,性 为 n 维 状 态 ,# 为 p 维 输入 ,y 为 a 维 输 出 ,4,8B 和 C 为 相应 维 数 常 阵 。 而 由 
图 6. 1 可知, 状态 反 司 下 过 控 系 统 的 输入 为 
下 一 一 总 Y 十 站 《6. 6) 
其 中 , 乒 为 p 六 反馈 算 阵 ,5p 为 p 维 参 考 输 入 。 将 式 16.6) 代 入 式 (6.5), 通 过 简单 推导 . 
可 以 导出 线性 时 不 变 状 态 反 馈 系 统 卫 ;的 状态 空间 描述 为 
Ei: X= tA— BR)x+By, xf0) 一 各 30 
平一 Cx 
圭 式 表明 ,引入 状态 反馈 的 结果 ,使 系统 短 阵 变 为 (4 -BK)。 在 系统 综合 中 .不 同 的 期 户 
性 能 指标 归 姑 为 综合 不 同 的 反馈 怎 阵 天。 进而 ,由 式 人 6.7)? 并 利用 传递 函数 矩阵 基本 关系 
式 , 可 以 得 到 线性 时 不 变 状态 反馈 系统 z., 的 传递 函数 矩阵 为 
Br (Cs) 一 习 ( 可 一 各 十 有 KE)-I 《6. 3) 
(3) 状态 反馈 系统 的 结构 特性 
对 nn 维 线性 时 不 变 状态 反馈 系统 3 ,结构 特性 可 由 其 系统 矩阵 的 特征 什 焉 征 , 有 有 
Ex 特征 值 = 二 At 一 BE)， 一 12 (6.9) 
其 中 ,A ，) 表 示 相 应 矩阵 的 特征 值 。 系统 综合 实质 上 就 是 通过 引入 适 当 状 态 反 馈 和 矩阵 下 
使 闭环 系统 ,特征 信 位 于 复 平面 上 期 望 位 置 ， 
(4) 状态 反馈 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 
对 线性 时 不 变 状 态 反馈 系统 Zw 的 能 控 性 和 能 观测 性 ,可 以 结 出 如 下 沽 个 结论 ， 
结论 4. 1[ 状 态 反 馈 系 统 能 控 性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状 态 反 馈 保 持 能 控 
性 。 即 ,线性 时 不 变 状 态 反 局 系统 (6. 7 为 完全 能 控 , 当 且 仅 当 线 性 时 椒 变 爱 控 系 统 (6. 5) 
为 完全 能 控 。 
证 对 受 控 系统 5, 和 状态 反馈 系统 并 ;分别 甫 其 能 控 人 性 判别 阵 为 
.= [B!:AB:...} A!B] (6. 10) 


6.7) 


和 

dro= [Bi (站 一 了 KE) 有 1 ( 间 一 有 了) 有] (6, 11) 
进 面 ,可 以 看 出 ,(4 瑟 一天) 吾 每 个 列 均 可 表 为 [B,AB8] 各 列 的 线性 组 合 , AB- K):B 每 个 
列 均 可 表 为 LB,AB,A:8] 各 列 的 线性 组 合 , 如 此 等 等 ， 基 此 可 知 ,Q.x 每 个 列 均 可 表 为 0， 
各 列 的 线性 组 合 。 从 而 ,成 立 ， 


Tank 人 ze < rankd. 《6. 12) 
别 一 方面 ,可 把 受 控 系统 在 形式 上 看 成 为 是 ,的 状态 反馈 系统 , 即 有 
x 一 4xr 十 Bu = [(A— BK)+ BK Bu 56. 13) 


基 此 , 间 理 上 成立， 
rankQ. < rankd).r (6. 14) 


hy hm ~ 一 -一 -一 一 - 
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于 是 ,由 式 i6.12}) 和 式 (5,14) ;FJ 以 导出 ， 
rankO.x 一 ranked. 6.15) 

这 就 表明 .3, 完全 能 控 等 价 于 3 完全 能 控 。 证 明 完 成 。 

结论 5.2 [状态 反馈 系统 能 观 浏 性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状 态 反馈 不 一 定 
保持 能 观测 性 。 即 ,线性 时 不 变 受 控 系 统 (6.5) 为 完全 能 观测 .不 保证 线性 时 不 变 状 态 反 
馈 系 统 (6.7) 也 为 完全 能 观测 。 

证 对 此 ,可 以 举 出 如 下 反例 予以 说 明 。 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 
统 垃 ， 


易 知 ,系统 能 观测 性 判别 阵 为 


全 1 1 
多 一 [a | | 
由 rank0, 一 2 一 n ,为 完全 能 观测 ， 引信 状态 反馈 ,并 取 反 局 矩阵 为 


K=|0 4] 
相应 状态 反馈 系统 的 状态 空间 描述 为 


， 1 2 0 
= (4— BK)x+Bo = | | | 
0 一 1 二 1 


一 [1 1]x 
可 以 导出 ,反馈 系统 能 观测 性 判别 阵 为 


Qox 一 [上 = | 上] 


由 ranker 二 1 过 n 一 2,3. 为 不 完全 能 观测 。 进而 ,着 取 反馈 矩阵 为 
KE= [0 5] 
则 通过 验证 可 知 三 为 完全 能 观测 这 就 表明 ,状态 反馈 不 一 定 保 持 能 观测 性 。 
注 使 状态 反馈 保持 能 观测 性 是 一 个 有 意义 的 问题 ， 研究 表明 ,为 此 要 求 受 控 系 统 
为 强 完 全 能 观测 、 相 关 讨 论 将 在 随后 相应 节 中 第 出 。 


输出 反馈 


输出 反馈 是 以 系统 输出 作为 反馈 变量 的 一 类 反馈 形式 。 这 一 部 分 中 ,针对 连续 时 间 
线性 时 不 变 受 控 系统 ,对 输出 反馈 的 相关 问题 进行 简要 讨论 。 

(1) 输出 反馈 的 构成 

对 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ,输出 反馈 的 构成 可 以 用 图 6. 2 所 示 方 块 图 表示 
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其 中 ,输出 y 通过 反馈 矩阵 F 回馈 到 系统 输入 端 ,v 为 系统 参考 输 人 。 进而 , 称 这 类 形式 
输出 反馈 为 静态 输出 反馈， 藻 系 统 反馈 回路 中 用 补 履 器 取代 知 阵 下 , 则 相应 地 称 为 动态 
输出 反馈 。 


图 6,2 输出 反馈 


(2) 输出 反馈 系统 的 描述 

对 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6. 5), 由 图 6. 2 可 知 ,输出 反馈 下 受 控 系 统 的 输 
人 为 

uFy++v (6. 18) 
其 中 , 玉 为 p xg 反馈 算 阵 ,vw 为 p 维 参 考 输 入 。 精 式 (6.16) 代 人 式 (6. 5), 通 过 简单 推导 ， 
可 以 导出 连续 时 间 线 性 时 不 变 输出 反馈 系统 5, 的 状态 空间 描述 为 
了: X= (和 一 BFCJr 一 Bo ， x(0) 一 工 ， ! 之 
了 一 Cx 

上 式 表明 , 引 人 输 出 反馈 的 结果 ,使 系统 矩阵 变 为 (4 一 BFC) . 基 此 ,并 利用 传递 函数 矩 
阵 基 本 关系 式 , 可 以 得 到 连续 时 间 线 性 时 不 变 输 出 反馈 系统 Zw 的 传递 明 数 短 阵 Ge(s) 为 


‘8, 17) 


Gr{s) = Ct A+BFC) 'B (6. 18) 
进而 ,考虑 到 受 控 系统 三, 的 传递 出 数 和 矩阵 为 
Gs) = COs — A (6. 19} 
那么 ,由 此 还 可 导出 输出 反馈 系统 古 ,的 传递 函数 矩阵 GE. (sy 和 5 问 的 关系 式 为 
Ges) 一 Goto LI FG C5) 1 《6. 20) 
或 
rs) = [ff Gs FG, (Cs) 《6. 21) 


(3) 输出 反馈 系统 的 结构 特性 
对 ”< 维 线性 时 不 变 输出 反馈 系统 5. ,结构 符 性 由 其 系统 甜 阵 的 特征 值 表征 ,有 
Zr 特征 值 二 C4 一 BFC)， i 一 1,2,.,n 《6. 22) 
其 中 ,A(，) 表 示 相 应 矩阵 的 特征 值 。 
从 上 面 分 析 可 以 看 出 ,不 管状 态 反馈 还 是 茶 出 反馈 ,都 可 改变 受 控 系 统 的 系统 矩阵 ， 
尽管 如 此 ,这 并 不 意味 着 两 者 具有 等 同 改变 系统 结构 特性 的 功能 。 比较 式 56.7) 和 
式 (6.17) 可 以 看 出 ,输出 上 反馈 可 达到 的 功能 必 可 利用 相应 状态 反馈 实现 ;而 南方 各 FC= 
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下 对 给 定 下 的 解 王 一般 相 存在 可 知 相 反 命 帧 通常 不 成 立 。 

(4) 输出 反馈 系 统 的 能 控 性 和 能 观测 性 

对 过 续 时 间 线 性 时 不 蛮 答 出 反馈 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 ,可 以 给 出 如 下 的 铺 论 ， 

结论 6.3[ 和 输出 反馈 系统 能 控 性 和 能 观测 性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 输 出 反 
局 可 保持 能 控 性 和 能 观测 性 。 即 ,线性 时 不 变 输出 反馈 系统 (6. 17) 为 完全 能 控 ( 完 全 能 观 
测 ), 当 自 仪 当 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6,5}) 为 完全 能 控 ( 完 全 能 观测 )， 

证 先 证 能 控 性 。 考 虑 到 对 任 一 输出 反馈 系统 都 可 对 应 地 构造 等 价 的 一 个 状态 反馈 
系统 .而 状态 反馈 保持 能 控 性 ,从 而 证 得 输入 反馈 可 保持 能 控 性 。 再 证 能 观测 性 ， 为 此 ， 
分 别 表 2 和 王 , 的 能 观测 性 判别 阵 为 


< 1] 
CA | 
| (6.23) 
ce 
和 
C 
CCA BFC) 
Our = (6.24) 
(A— BFC}" : 


可 以 看 出 ,C(4 一 BFC) 每 个 行 均 可 表 为 [CT ,4 TC7J" 各 行 的 线性 组 合 ,CCA 一 BFCY: 每 个 
行 均 可 表 为 [LC ,47CT ,4TD2C7] 各 行 的 线性 组 合 ,如 此 等 等 。 基 此 ,可 以 于 出 : 


rank@.r < ranko, 《6. 25) 
进而 ,把 5, 在 形式 上 看 成 为 是 3v 的 输出 上 反馈 系统 , 同 埋 可 有 
rankQ, < rankO,r (6.26) 


由 式 (6.25) 和 式 (6, 26) ,可 以 得 到 
Tankgr = rankO, 
这 就 表明 ,5,; 完 全 能 观测 等 价 于 ,完全 能 观测 。 证 明 完 成 。 


状态 反馈 和 输出 反馈 的 比较 


进一步 ,对 状态 反馈 和 输出 反馈 从 属性 、 功 能 和 改善 途径 等 方面 进行 简要 的 比较 

(1) 反馈 属性 上 。 由 状态 * 可 完全 地 表征 系统 结构 信息 所 决定 ,状态 反馈 为 系统 结 
构 信 息 的 完全 反馈 ;对 应 地 ,输出 反馈 则 是 系统 结构 信息 的 不 完全 反馈 ， 

《2) 反馈 功能 上 。 从 本 章 随 后 几 节 讨论 中 将 可 看 到 ,对 名 类 性 能 指标 时 间 域 系统 综 
合 丫 题 ,几乎 豪 无 例外 要 求 采用 状态 反 鲁 , 表 明 状 态 反馈 在 功能 上 要 远 优 于 输出 反馈 

(3) 改善 输出 反馈 功能 的 途径 。 研究 表明 ,使 输出 反馈 达到 状态 反馈 功能 的 一 个 次 
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径 是 采用 图 6.3 所 示 动 态 输出 反馈 方案 , 即 在 有 反馈 系统 中 单独 或 同时 引 人 串 联 补 偿 器 和 
并 联 补 偿 器 。 对 线性 时 不 变 受 控 系 统 ,补偿 器 也 为 线性 时 不 变 系 统 . 它 的 引入 提高 了 反馈 
系统 的 阶 次 。 


图 6.3 动态 输出 反 铺 


(4) 反馈 实现 上 。 由 系统 给 出 的 可 量 测 属 性 所 决定 ,输出 反馈 是 在 物理 上 可 构成 的 
相应 地 ,状态 反馈 则 是 在 物理 上 不 能 构成 的 。 基 此 ,就 反馈 的 物理 实现 而 言 ,输出 反馈 要 
优越 于 状态 反馈 ， 

(5) 解决 状态 反馈 物理 实现 的 途径 。 使 状态 反馈 物理 上 可 实现 的 一 个 途径 是 ,如 图 
6.4 所 示 引 人 附加 状态 观测 器 ,基于 状态 x 重 构 状态 构成 状态 反馈 。 对 线性 时 不 变 受 
控 系 统 , 状 态 观 测 器 也 为 线性 时 不 变 系统 , 它 的 引 人 同 样 提高 了 反馈 系统 的 阶 次 


图 6.4 利用 观测 器 实现 状态 反馈 


《6) 书展 状态 及 局 和 扩展 给 出 反馈 的 等 价 性 。 研究 表明 ,扩展 输出 反馈 系统 即 动态 
输出 反馈 系统 和 扩展 状态 反馈 系统 即 带 观测 器 状态 反馈 系统 实质 上 是 等 价 的 。 利用 简单 
转换 关系 ,可以 从 一 个 结构 转换 为 另 一 个 结构 ， 
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极点 配置 是 一 类 最 为 典型 和 最 为 简单 的 综合 问题 。 极点 配置 实质 上 是 对 经 典 控 制 理 
论 综合 方法 的 一 个 直接 推广 。 本 节 针 对 单 输 和 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 榨 系 统 , 基 于 状态 
及 馈 类 型 控制 ,系统 讨论 极点 配置 问题 的 综合 理论 和 综合 算法 ， 


MM mn 
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问题 的 提 法 


状态 芭 馈 极点 配置 的 含 浆 昆 , 以 一 组 期 望 概 点 为 性 能 指标 .对 线性 时 不 蛮 受 控 系 统 综 
人 台 一 个 状态 反馈 型 的 控制 ,使 综合 导出 的 控制 系统 特征 值 配 置 到 复 平 面 上 期 望 位 置 ， 为 
使 极点 配置 问题 形式 化 ,考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 , 状 态 方 程 为 
二 二 十 由 《6.27) 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,un 为 p 维 输 入 ,#4 和 B 为 已 知 相 应 维 数 常 阵 。 后 任意 指定 个 期 户 
闭环 极点 : 


iaAr ;A 站 } Cb. 28) 
它们 或 为 实数 ,或 为 共 加 复数。 进而 ,限定 控制 输 人 为 状态 反馈 ,有 有 
下 一-- 政 < 十 节 6, 29) 


其 中 ,下 为 pXn 上 反馈 矩阵 ,vw 为 p 维 参 考 输 入 。 基 此 ,状态 反馈 极点 配置 的 形式 化 提 法 就 
是 ,对 给 定 受 控 系统 (8. 27) ,确定 一 个 状态 反 钻 矩阵 状 , 使 所 导出 的 闭环 控制 系统 
x= (4— BE)r+ Ee (6.30) 
的 特征 值 满足 关系 式 ， 
ACA~ BR)=A, i= 1,2,,n {£6.31) 
其 中 ,a(t，) 表 示 所 示 矩 阵 的 特征 值 。 

为 解决 上 述 定 义 的 极点 配置 问题 ,需要 研究 两 个 不 同属 性 的 问题 ， -- 是 建立 * 极 点 可 
配置 条 件 ”, 即 受 控 系 统 (6. 27) 基 于 状态 反馈 (6. 29)? 可 性 意 配置 全 部 闭环 极点 所 应 满足 的 
条 件 . 对 应 问题 属于 综合 理论 的 范畴 。 二 是 建立 极点 配置 的 * 算 法 ”, 即 按 极点 配置 要 求 确 
定 状 态 反馈 增益 短 阵 下 的 算法 ,对 应 问题 属于 综合 方法 的 范畴 ， 


期 望 闭环 极点 组 


对 极点 配置 综合 问题 ,首要 前 提 是 合理 指定 期 望 闭 环 极点 组 ,对 此 有 如 下 几 点 说 明 ， 

(1) 期 望 闭 环 极点 组 的 性 能 指标 属性 

期 望 闭环 极点 组 作为 性 能 指标 具有 二 重 属性 。 从 控制 理论 角度 ,以 期 望 闭环 极点 组 
为 性 能 指标 ,可 以 严格 和 简洁 地 建立 相应 综合 理论 和 算法 。 而 从 控制 工程 角度 ,斯 望 闭 环 
极点 组 由 于 缺乏 直观 工程 意义 ,因而 不 为 控制 工程 界 所 认同 和 采用 。， 基 此 ,要 使 期 望 闭环 
航 扣 组 性 能 指标 同时 为 理论 界 和 工程 界 所 接受 ,一 件 重 要 的 工作 是 需要 在 直观 性 能 指标 
和 期 望 闭环 极点 组 之 间 建 立 起 对 应 的 联系 。 

(2) 控制 工程 中 基本 类 型 性 能 指标 

控制 工程 中 ,对 控制 系统 性 能 指标 所 法 的 基本 要 求 ,可 归结 为 形式 上 的 直观 性 和 内 汤 
上 的 工程 性 。 基 本 性 能 指标 类 型 有 时 间 域 性 能 指标 和 频率 域 性 能 指标 ， 
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时 间 域 性 能 指标 由 系统 单位 阶 牙 响 应 所 定义 ,主要 有 : 
超 调 量 z 王 响应 曲线 第 一 次 越过 稳 态 值 达 到 峰 点 时 趟 调 部 分 与 稳 和 态 值 之 比 
过 小 过 程 时 间 “二 响应 曲线 最 徐 进 入 稳 态 值 土 5( 或 士 2 中 ?范围 而 不 青 越 出 的 时 间 
上 升 时 间 一 响应 曲线 首次 从 稳 态 值 10 吧 过 尘 到 稳 态 值 90 上 所 需 时 间 
延迟 时 间 所 一 响应 曲线 首次 达到 稳 态 值 50 叫 所 需 时 间 
纤 什 时间 t= 二 响应 曲线 第 -次 达到 峰 点 时 间 
它们 的 直观 含 尽 如 图 6.5 所 示 。 


图 46.5 时 间 域 性 能 指标 示例 


秒 率 域 性 能 指标 由 系统 频率 响应 幅 频 竺 性 所 定义 ,主要 有 

谐振 峰值 .一 幅 频 特性 曲线 达到 峰 点 的 值 

谐振 角 频 率 一 幅 频 特性 曲线 峰值 点 对 应 角 频 率 值 

截止 角 频 率 w., 二 幅 频 特性 曲线 上 值 为 0. 707 处 对 应 角 频 率 什 
它们 的 直观 含义 如 图 8.6 所 示 。 


图 6.6 频率 域 性 能 指标 示例 


(3) 二 阶 系统 的 性 能 指标 关系 式 
考察 典型 二 阶 单 输入 单 输出 连续 时 间 线性 时 不 变 系统 ， 


tt Tn 


266 第 站 章 ”线性 反馈 系统 的 时 间 城 综合 


: 中 d 
T 十 25T y= + (6. 32) 
其 中 ,为 输出 ,a 为 输入 . 丁 为 时 间 常 数 ,$ 为 阻尼 系数 , 且 限 于 0 所 4 之 1 情形 。 相 应 地 ， 
系统 特征 方程 根 为 一 对 其 罗 复 数 ， 
jj VI (6. 33) 
其 中 , 称 m 一 17T 为 自然 角 频 率 。 


对 上 述 二 阶 系统 ,通过 相应 推导 ,可 以 导出 其 时 间 域 性 能 指标 和 系统 参数 的 显 式 
关系 : 


超 调 量 = ev (6. 34) 
过 渡 过 程 时 间 “+ 二 一 忆 -一 5 一 ,误差 范围 到 为 5% 稳 坊 值 “6. 35) 
4 二 一 中 人 一 ,误差 范围 取 为 2% 稳 态 值 (6. 36) 
上 升 时 间 5 ee 人 《6. 37) 
峰值 时 间 一 一 《6.38) 
VIF 
类 似 地 ,通过 对 应 推导 ,可 以 导出 其 频率 域 性 能 指标 和 系统 参数 的 显 式 关系 ， 
. 1 
谐 M. = 一 一 -一 一 (6. 39》 
振 峰 值 A : 
谐振 角 频 率 ”ow = wy] 二 28 (8. 40) 
截止 角 频 宰 ww 一 wvl1— 2 vat dt 2 (8. 41) 


基于 上 述 关系 式 , 可 以 曲线 形式 建立 各 个 性 能 指标 与 参数 了 ,上 间 的 对 应 关系 。 这 类 曲线 
可 在 几乎 任何 一 本 经 典 控制 理论 教材 中 找到 。 

(4) 基本 类 型 性 能 指标 和 期 望 闭环 极点 组 的 主导 极点 对 的 关系 

在 系统 综合 中 ,首先 从 控制 工程 角度 给 定期 望 基本 类 型 性 能 指标 ,如 时 间 域 性 能 指标 
的 超 调 量 .过 小 过 程 时 间 等 ,或 频率 域 性 能 指标 的 谐振 峰值 .截止 角 频 率 等 ,再 通过 查 趴 型 
一 阶 系统 曲线 表 定 出 对 应 参数 本 和 &, 并 基 此 构成 一 对 共 罗 复 数 根 


9 一半 土 j 永 V1 一 避 (6. 42) 
作为 期 望 闭 环 极点 组 的 主导 极点 对 ， 
(5) 期 望 闭环 极 点 组 的 确定 


对 继 连 续 时 间 线性 时 不 变 受 控 系 统 ,作为 综合 指标 的 个 期 望 闲 环 极点 可 按 如 下 
的 步骤 来 构成 。 首 先 ,指定 工程 型 性 能 指标 , 并 基 此 定 出 参数 TT 与 6 和 基于 (6. 42) 构 成 
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主导 极点 对 。 进 而 ,选取 其 余 (x 2) 个 期 望 闭环 极点 ,对 此 可 在 左 半 并 ; 平 徊 远离 主导 极 
点 对 区 域内 作 取 ,区 域 右 端 点 离 虚 轴 有 距离 至 少 等 于 主导 极点 对 离 虚 轴 中 离 的 4 一 6 和 倍 。 研 
究 表 明 , 按 此 原则 取 定 # 个 期 望 极点 ;综合 导出 的 控制 系统 性 能 几乎 完全 由 主导 极点 
对 决定 。 


极 后 配置 定理 


这 一 部 分 中 ,针对 单 输 和 人 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 , 给 出 某 于 状态 反馈 可 任意 配 
置 全 部 闭环 极点 的 条 件 即 极点 配置 定理 。 
结论 6.4 [极点 配置 定理 ] 对 单 恰 入 n 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 受 拧 系 统 ， 
x C= Ax bu (6, 43) 
系统 全 部 nr 个 极点 可 任意 配置 的 充分 必要 条 件 为 (4,48) 完 全 能 控 。 
证 必要 性 。 已 知 可 任意 配置 , 窝 证 (44, 如 完全 能 控 。 采 用 反 证 法 。 反 设 L4,b) 不 完 
全 能 控 , 则 通过 线性 非 奇 异 变 换 进 行 结 构 分 解 可 导出 ， 
= BE 一 | |. = 所 = || 【6. 44) 
0 A 0 
并 且 , 对 任 一 1Xn 状态 反馈 矩阵 太一 [和 K], 有 
4 一 着 ) 一 站 (4 一 天 天 一 A (A 一 pk) 
[i 4 一 下 "] 
0 有 
其 中 ,KE 一 kB 二 [KP kB ']=[k, j,i 一 1,2,…,n,A(。，) 代 表 所 示 和 矩阵 的 特征 
值 。 基 此 ,可 以 定 出 状态 反馈 系统 的 特征 值 集合 为 
人 (和 一 荐 ) 二 [CA 一 Bk) ACA.)} (6. 46) 
上 式 表 明 , 状 态 反 馈 不 能 改变 系统 不 能 控 部 分 特征 值 , 即 反 设 下 不 能 任意 配置 全 部 极点 。 
不 盾 于 已 知 , 反 设 不 成 立 , 即 C4,5) 完 全 能 控 。 必 要 性 得 证 ， 
充分 人 性。 已 知 (4, 完全 能 控 , 欲 证 可 任意 配置 。 采 用 构造 性 方法 ， 对 此 , 表 


(68. 45) 


det(sT — A} ~ os) 一 六 十 mo (6. 47) 
并 由 (44, 共 完全 能 控 , 可 通过 相应 线性 非 奇异 变换 ,将 (4, 妨 化 为 能 控 规 范 形 ， 
0 | 0 
一 : : .1 一 : 
点 一 卫 -14P 一 : ， b=P p= (6, 48) 
0 0 
一 a :a | 1 


再 由 任意 指定 的 = 个 期 望 闭环 极点 17 ,42 ,… ,4 } ,可 以 导出 ， 


oD) 1 a) = tol as a 《6. 49) 
f 一 上 


TA Tn i 
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基 此 ,构造 状态 反馈 矩阵 为 


下 二 让 二 [kos k, ,i 一 Las — Qo rn — gan {8.30) 
且 由 (6.48) 和 {6.50), 可 议 得 到 
-0 . 0 
He Li- : 
起 一 BK 一 l 一 | [eg — a ar) — a 1] 
0 0 
一 他" 一 Hl i 1 
| 0 
: : | | 
一 : 6.51) 
0 : 
一 ao :一 中 — ol 


于 是 ,得 到 
det 可 一 各 十 防 )》= detCs] 一 各 十 BK) 
二 5 二 aris 十 十 rs 十 a 二 a' {5) C6. 52} 

这 就 表明 ,对 任 给 期 望 闭环 极点 组 人; ,和 2 ,… ,A ) ,都 必 存 在 反馈 矩阵 =P 1 使 (6. 52) 
成 立 , 即 可 任意 配置 系统 全 部 闭环 极点 。 充 分 性 得 证 ， 证 明 完 成 。 

注 上 述 结论 给 出 的 条 件 是 相对 于 任意 配置 全 部 极点 而 言 的 。 在 具体 极点 配置 问题 
中 ,可 能 会 有 这 样 的 情况 , 即 尽管 系统 不 完全 能 控 即 不 满足 结论 条 件 , 但 若 系统 不 能 控 部 
分 特征 值 属于 期 望 闭环 特征 值 ,那么 仍 能 配置 系统 的 全 部 闭环 极点 ， 


极点 配置 算法 


下 面 , 基 于 上 述 结 论 十 上 明 中 推导 的 结果 ,给 出 极点 配置 中 确定 状态 反 饶 矩阵 的 算法 

算法 6.1[ 状 态 反馈 阵 算法 ] 给 定 ， 维 单 输 人 连续 时 间 线性 时 不 变 受 控 系 统 (4 ,5) 
和 一 组 任意 的 期 望 闭环 特征 秆 (A? Ay ,A } ,要 来 确定 1 Xn 状态 上 反 局 矩阵 冯 , 使 成 立 
A CA Bh) =A" ,= 12 ,nn 

Step 1; 判断 (2 能 控 性 。 佑 完全 能 控 , 进 人 下 一 步 ; 若 不 完全 能 控 , 转 到 Step 8。 

Step 2: 计算 矩阵 4 特征 和 多项式。 有 

det( 这 一 站 ) = oat) 一 部 十 lt 十 os 二 a 
Step 3: 计算 由 期 望 闭环 特征 秆 (47 ,A ，… ,A } 决 定 的 特征 多 项 式 。 有 


"(5s) 一 [lar) = 了 二 os 二 a st+ar 
Step 4: 计算 
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Step 5: 计算 能 控 规 范 形变 换算 阵 
1 


全 
P= i | , 


m a! 1 
Steb 5; 计算 0=P'， 

Step 7; 计算 一 友 ， 

Step 8; 停止 计算 . 

例 6.1 给 定单 输入 3 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 为 


0 i 
r= l 一 1 Or+ lol 
0 1 一 12 0 
表 指 定 一 组 期 望 闭环 航 点 为 
A 2 = VY = 一 1 一 j 
容易 判断 ,系统 完全 能 控 , 即 满足 可 配置 条 件 ， 下 面 , 计 算 满 足 极 点 配置 要 求 的 1X3 
状态 反馈 矩阵 色 。 
(iD 计算 系统 特征 多 项 式 : 
号 0 0 
det(sT— A) 一 det| 一 1 十 te te 
0 一 1 3 十 12 


(1》 计算 由 期 望 闭 环 航 点 组 决定 的 特征 多 项 式 ; 


了 
o (9) = [ol 一 jl 二 让 二 车 十 ds 二 6s 十 4 
=] 
(iii) 计算 


下 一 [ae 一 mm 0 一 al 一 上 一 [4 一 人， 一 14] 
tiv) 计算 


1 DO 0 1i 1] 0 0 2 18 1 
Po [AibAb,bllc 1 = - 1 ,| |。 1 一 1 | 
a ww 1 1 0 0 18 1 1 D0 0 


和 


人 rr 
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Cv) 定 出 满足 极点 配置 要 求 的 状态 反馈 和 矩阵， 
r 0 ] 

k= Kk -| 1 一 12|= [一 14,186, 一 1224] 
1 一 ]8 1441 


6.4 状态 反馈 极点 配置 : 多 输入 情形 


本 市 推广 讨论 多 输入 情形 的 状态 反馈 极点 配置 问题 。 相 比 于 单 输 人 情形 , 铬 恰 人 情 
形 的 极点 配置 在 研究 思路 和 计算 方法 上 都 要 复杂 一 些 。 考 虑 多 输入 连续 时 间 线 性 时 不 谈 
的 受 控 系 统 : 
T= Axr+ Bu (6. 33) 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,u 为 bp 维 输入 ,A 和 8B 为 已 知 相应 维 数 常 阵 。 下 面 , 首 先 引 人 系统 的 
循环 性 概念 ,在 此 基础 上 进而 给 出 极点 配置 定理 和 计算 状态 反馈 矩阵 算法 。 


系统 的 循环 性 


作为 研究 多 输入 情形 极点 配置 问题 的 准备 知识 ,本 部 分 中 先 就 系统 的 循环 性 及 其 属 
性 作 一 简要 的 讨论 ，。 

(1) 循环 和 矩阵 

定义 5.1 [循环 矩阵 ] 称 方 阵 4 为 循环 矩阵 , 当 甩 仅 当 其 特征 多 项 式 detC 一 4 等 
同 于 其 最 小 多 项 式 $s)， 

(2) 循环 系统 

定义 6.2 [循环 系统 ] 称 线性 时 不 变 系统 (6. 53) 为 循环 , 当 且 仅 当 其 系统 矩阵 点 为 
循环 矩阵 ， 

(3) 循环 系统 的 约 当 规范 形 

结论 6.5 [循环 系统 约 当 规范 形 ] 线性 时 不 变 系 统 (6. 53) 为 循环 , 当 且 仅 当 其 系统 
矩阵 4 的 约 当 规范 形 中 相应 于 每 个 不 同 特征 值 仅 有 一 个 约 当 块 . 

证 表 %, ,为 系统 矩阵 4 的 琴 两 相 异 特征 值 , 表 其 重 数 为 | 
可 导出 4 的 特征 多 项 式 为 


dettsT — A) = TT Gs a)” (6. 54) 
骨 表 四 的 约 当 规范 形 为 


6 4 状态 反馈 极点 配置 : 和 多 输入 情形 271 


[下 
A 本 (6. 55) 
J 
其 中 
1 | 
J 
J， = \6, 56) 
,| 
A 
A 1 
可 一 iB. 57 7) 
于 1 
A 
且 有 
Cm 十 eg 十 十 mm,, ) 二 Pn (‘6.58) 
现 令 
m, 二 max{ma ma sr } 6.59 
则 由 抵 阵 理论 知 ,第 阵 入 也 即 矩 阵 4 的 最 小 多 项 式 为 
$(5) 一 Ta (6. 60) 
从 而 ,由 式 46.54) 和 式 (6. 60) 并 据 循环 性 可 知 ,系统 为 循环 即 4 为 循环 矩阵 , 当 目 仅 当 
m, = m, (6. 61) 


即 和 的 约 当 规范 形 相 应 于 每 个 不 同 特征 值 仅 有 一 个 约 当 块 。 证 朗 完 成 。 

(4) 循环 系统 的 特征 值 属性 

结论 6.6 [循环 系统 特征 值 属 性 ] 对 线性 时 不 变 系统 (6. 53) ,车 系 统 矩 阵 A 的 ?个 
特征 值 为 两 两 相 异 , 则 系统 为 循环 ， 

证 对 息 的 个 特征 值 为 两 两 相 异 情形 ,其 约 当 规范 形 中 相应 于 每 个 不 同 特征 什 必 
仅 有 一 个 约 当 块 。 基 此 并 据 结 论 5.5 可 知 ,系统 为 循环 。 证 明 完成 。 

(5) 循环 系统 的 能 控 属性 

结论 5.7 [循环 系统 的 能 控 属性 ] 若 线性 时 不 变 系 统 (6. 53) 为 循环 即 4 为 循环 矩 
阵 , 则 至 少 存在 一 个 x 维 烈 向 量 5, 使 向 量 组 (5,45,…,A"-15} 张 满 整个 7 维 空 间 , 即 {4， 
上 为 完全 能 控 ， 

结论 6.8[ 循 环 系 统 的 能 控 属 性 ] 若 线 性 时 不 蛮 系 统 (6. 53) 为 循环 即 A 为 循环 抢 
阵 , 且 { 态 ,B} 为 完全 能 控 , 则 对 几乎 所 有 的 px1 实 向 量 p ,使 单 输入 和 矩阵 对 {14, 双 ) 为 完 
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全 能 控 。 
证 本 妨 用 一 个 重子 说 明 论 断 的 正确 性 。 弟 定 能 控 矩 阵 对 14 ,8}: 
r3 1 0， 1 0 4 
0 3 1 | 0 0 
A= 003 ， B=|? 
一 | 4 3 
[ 6 2 2 0| 
其 中 , 记 一 2, 示 加 标注 的 元 均 为 0, 怎 阵 4 为 循环 。 任 取 2 维 列 向 量 p =[o ,p17, 则 有 
| 
w= a") | 
多 


其 中 , * 为 讨论 中 没有 用 到 的 元 。 基 此 并 利用 能 控 性 约 当 规范 形 判 据 , 可 以 定 出 , 单 输 入 
御 阵 对 {4, Bp}) 完 全 能 控 的 充分 必要 条 件 为 
六 一 28 十 疡 和 关 0， 间 一 220 闫 0 

这 就 表明 ,对 除 “p, /pi 一 一 2,6 二 0” 外 所 有 p , 即 对 几乎 所 有 p ,和 ,8 为 完全 能 接 。 

《6) 非 循环 系统 的 循环 化 

结论 5.9[ 非 循环 系统 循环 化 ] 设 线性 时 不 蛮 系 统 (5. 53) 为 非 循环 即 各 为 非特 环 纯 
阵 ,14, 召 } 为 完全 能 控 , 则 对 几乎 所 有 pxn 实 常 阵 下 ,可 使 (4 一 呈 K) 为 循环 。 

证 令 下 的 元 为 RR ,i 一 1 ,2 ,pj 二 112,…… ,nn。 再 表 (4 一 呈 E) 特 征 客 项 式 为 


二 寺 (8. 62) 
其 中 ,ws,8 一 1,2,… ,nn 一 1 是 ,的 函数 。 进而 , 基 此 导出 ， 
3 = Da (6. 63) 
易 知 , 当 ats) 包 含 重 根 时 ,als) 种 da(:)/ds 为 非 互 质 , 即 有 
am A 人 | 1 0 .0 0 
0 {0 Ga OQ,_1 1 0 
四] 心 二 四 于 Co I ty Pe 1 
det | 人 Yh)=0 {6. 64} 
ai Da 提 0 0 0 
0 a or (Cn 一 JR n 总 “0 
0 0 0 a 


注意 到 下 中 共有 户 Xn 个 元 ,那么 当 任意 取 值 时 , {4 } 构 成 一 个 Xnn 实 向 量 空间 
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"2 ,满足 (6.64)7 的 解 1 ?只 是 .#5* "中 一 个 低 维 子 空 间 。 这 就 表明 ,对 几乎 所 有 天 ,o 吕 有 
YR 0 凤 ats} 二 0 所 有 根 为 两 琴 柑 异 。 从 市 ,对 几乎 所 有 的 天, (4 一 下 区 ) 为 循环 。 证 明 
完成 。 


极 扎 配置 定理 


在 系统 御 环 性 及 其 属性 的 基础 上 ,下 上 面 给 出 多 输入 情形 下 状态 反馈 可 任意 配置 全 部 
极点 的 条 件 即 极点 配置 定理 . 

结论 6.10 [极点 配置 定理 ] 对 多 输 和 人” 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 (6. 53) .系统 可 
通过 状态 反馈 任意 配置 全 部 ;个 极点 的 充分 必要 条 件 为 {A,8} 完 全 能 控 ， 

证 必要 性 证 明 同 于 单 输入 情形 。 现 证 充分 性 。 已 知 14, 吾 } 能 控 , 答 证 可 任意 配置 。 
首先 ,使 系统 和 矩阵 & 循环 化 ， 若 4 循 环 , 表 和 =4; 若 4 非特 环 , 引 人 -一 个 请 状态 反馈 
z 一 大 :x 一 5 然后 再 作 符 号 置换 & 一 二 .使 

x= (A BE r+Bu (6. 85) 
为 循环 , 即 4 一 (4 一 BE ) 为 循环 矩阵 进而 ,对 循环 (4&4,B) 引 入 状态 反馈 # 二 Kx 十 pg .日 
表 如 xz 矩阵 扩 =pk,p 和 kk 为 pX1 和 和 1x 向量. 再 选取 p 使 单 答 人 人知 阵 对 {下 , 序 } 保 持 
完全 能 控 。 基 此 ,可 以 导出 等 价 单 输入 闭环 系统 ， 


t= (A— BE}x = (A4— Boek)x— (A bx (6. 66) 
其 中 5 二 序 为 nxX1 矩阵， 并且, 成 立 ， 
det(s 开 一 站 -一 BK) = det(sT 一 不 十 茂 ) {6.67) 


Fy 


注 考虑 到 控制 工程 中 几乎 所 有 受 控 系统 都 为 能 控 , 因 此 结论 中 给 出 的 条 件 对 极 大 
多 数 受 控 系 统 并 不 构成 苛刻 限制 , 即 总 可 利用 状态 反馈 任意 配置 系统 全 部 特征 值 


极点 配置 算法 


对 多 输入 连续 时 间 线性 时 不 变 受 控 系统 ,可 以 采用 多 种 算法 用 以 确定 极点 配置 状态 
反馈 矩阵 下 ,下 而 只 介绍 其 中 3 种 常用 算法 ， 并 且 , 总 是 假定 受 控 系统 为 完全 能 控 ， 

算法 6. 2[ 状 态 反 馈 算 阵 算 法 ] 给 定 n 维 多 输 人 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 
(4, 有 8} 和 一 组 任意 期 望 闭环 特征 值 (At ,A ,A } ,和 要求 确定 一 个 二 xz 状态 反馈 矩阵 
KK, 使 成 立 2,(4 一 BK) 二 4 一 ] 2 

Step 1; 判断 4 的 循环 性 。 若 非 循环 ,选取 一 个 xz 实 常 阵 乒 使 太 二 (4 一 BK ) 为 
循环 ; 若 为 循环 , 表 直 一 4。 
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Step 2; 对 循环 和 4, 选取 一 个 px 1 实 常 向 量 p , 表 b=Bp ,使 14, 引 为 完全 能 控 

Step 3; 对 等 价 单 恰 人 系统 :和 ,8 ,利用 单 输入 情形 极点 配置 算法 6.1, 计 算 状 态 反 馈 
向 晤 大 。 

Step 4: 对 各 为 循环 ,所 求 状态 反馈 下 阵 兵 王 Pi 对 各 为 非 循环 ,所 求 状 态 反 香 矩阵 
为 KK 二 pp 让 十 KK 。 

Step 5: 停止 计算 。 

注 ”从 上 述 算法 可 以 看 出 ,由 天, 和 pp 不 惟一 性 和 下 px 十 KK, 或 天 一 op 可知 状 态 反 
馈 和 矩阵 天 结果 的 不 惟一 性 和 秩 1 性。 通常 ,总 是 着 望 KK 和 p 的 选取 使 K 的 各 个 元 为 尽 可 
能 小 。 

算法 6.3[ 上 状态 反馈 年 阵 算法 ] 给 定 ， 维 多 输 入 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 挖 系统 
! 和 ,如 和 一 组 任意 期 望 闭环 特征 值 1 ,2 ,…,24; ) ,要 求 确定 一 个 少 Xz 状态 反馈 矩阵 
KK ,使 成 立 《4 一 了 BE) 一 Mi 一 1,2， wa。 为 亲 述 上 简便 ,下 面 以 an 一 9 和 p 二 3 的 一 般 性 
例子 ,说 明 算 法 的 步骤。 

Step 1 : 将 能 控 符 阵 对 14, 卫 ,化 为 龙 伯 格 能 皖 规 范 形 . 对 所 讨论 例子 ,有 


i 0 1 0 0 0 0 0 0 0 | 
0 0 1 i: 0 0 . 5 0 0 0 
Qt 一 al 一 局 ， Ba; : Me 总; Ms Bs 
0 0 0 0D | 1 0 0 0 0 
4 一 9 149 一 遍 1 ps 应 3 | as a; Bs Ls 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 :0 0 0 0 ] 0 
0 0 ¢ 0 0 0 0 0 1 
Bl Bz bs Bs Ds cn 一 0 一 As 一 如 3 
0 0 0 
0 0 0 
1 YY OD 
0 0 0 
中 一 SB 一 ID0 1 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
dB 0 1 


Steb 2: 将 期 望 闭环 特征 值 组 , 按 龙 伯 格 能 挫 规 范 形 下 的 对 角 块 阵 个 数 和 维 数 ,分 组 
并 计算 每 组 对 应 多 项 式 。 对 所 讨论 例子 ,将 1 :A :分 为 3 组 ,计算 ， 
or (DD) sas A A 十 ez 有 十 af 十 ay 


一 -en nm 一 -一 
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a 
qa C5) oo= CsA is A ts A) A = 
Step 3; 对 龙 伯 格 能 控 规范 形 {4.B}, 按 如 下 形式 选取 疡 xz 状态 反 情 矩阵 下 ,对 所 讨 


论 例子 为 
[am 一 wo gm 一 QI a; : 
五 一 9 0 0, 
| 0 0 0 
Bre— Ylar— go) Bs — Yan— an) : Be 一 hee Br — WR Ha — Ya Ps — Ys | 
C0 — dy Ga 一 esl Ps Br | bs Ey | 
0 0 ao 一 Cn al 一 上 al Qi 一 Cs 0 一 as | 


Step 4; 计算 化 14,B1 为 龙 伯 格 能 控 规 范 形 {让 , 吾 ;的 变换 短 阵 S-。 

Step 5; 计算 所 求 状 态 反馈 矩阵 KK 一 Ks 上 

Step 6: 停止 计算 。 

注 1 容易 验证 上 述 算法 正确 性 。 在 算法 给 出 的 状态 反馈 矩阵 六 取 法 下 ,有 


0 l 0 
0 0 1 
TT 
ee 站 i 
4 一 五 = bl 鼎 : 应 3 — am 一 az 
本 1 -- 的 - 1 i 1 -- 
0 0 1 0 
0 0 0D 1 


总 . Be Bs : A Bs : 一 gag 一 的 一 6 一 入 
其 中 ,未 加 标注 元 均 为 0。 再 考虑 到 
A4— Bk = SAS' — SBRS ! = S(t(A — BE)S 1 
可 以 导出 ,闭环 系统 特征 值 集合 为 
人 (和 一 BK) 一 A(4 一 玻 ) 
一 人 
这 表明 ,算法 给 出 的 状态 反 合 利 阵 收 可 以 实 更 期 刻 机 点 配置 。 
注 2 上 述 算法 具有 两 个 优点 。 一 是 计算 过 程 规范 化 ,主要 计算 工作 为 计算 变换 阵 
S$” 和 导出 龙 伯 格 能 控 规 范 形 {4,8)。 二 是 状态 反馈 矩阵 KK 结果 的 元 比 之 算法 6. 2 结果 
要 小 得 名 , 龙 伯 烙 规 范 形 翅 中 对 角 线 块 阵 个 数 僵 多 和 每 个 块 阵 维 数 傅 小 ,K 结果 的 元 一 
般 也 意 小 。 
算法 6.4 [状态 反馈 矩阵 算法 ] 给 定 n 维 多 输 入 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系统 


Mme re me ee es wra4 -一 - -Ara 
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{有 ,8} 和 一 组 任意 期 望 闭环 特征 值 {27 ,对 ,… ,A ,并 引入 附加 限制 ; 


A AA 71= ,2 (6. 68} 
要 求 确 定 一 个 疡 Xi 状态 反馈 年 阵 天 ,使 成 立 (4 一 BID) 一 1 ,i 二 1 ,2 yn。 
Step 1; 和 任 选 一 个 mxn 实 常 阵 疼 ,使 满足 
下 于) 一 A » i 一 上 ,号 ， (6. 6b9) 


作 汶 参考 , 短 阵 FF 可 按 如 下 方式 选取 ,由 期 望 特征 值 组 fa? ,入 ,…,47} 导 出 相 应 特征 多 
项 式 : 


a (= [Gs a) = s+ ar sta (6. 70) 
ml 
基 此 ,并 引入 任意 mxn 非 奇 异 实 常 竹 吾 , 可 将 矩阵 严 取 为 ; 
0 1 0 
一 : 于 (8.71) 
“TR 0 1 
一 - co 一 [ri pe 一 dl 


step 2: 选取 一 个 产 X 关 实 常 阵 天 ,使 { 王 , 疙 } 为 能 观测 。 一 般 , 若 任意 地 选取 装 , 则 使 
和, 起} 能 观测 的 概率 几乎 等 于 1 

Step 3; 对 争 定 矩阵 A,B, 下 和 下 ,求解 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 方 程 

47 一 TF 一 焉 《6. 72) 

的 nxn 非 奇异 解 阵 了 。 已 经 证 明 , 若 和 4 和 下 不 具有 等 同 特征 值 , 则 对 任意 pxn 常 阵 民 ， 
rXPm 解 阵 了 存在 且 惟 一 。 进而 ,{4, 吾 ) 能 控 和 1 开 ; 天 ) 能 观测 ,对 多 输入 情形 是 解 阵子 为 非 
奇异 必要 条 件 ,对 单 输入 情形 是 解 阵 T 为 非 奇异 充分 必要 条 什 。 

Step 4: 判断 了 非 奇 异性 。 若 他 非 奇 异 , 进 大 下 一 步 ， 车 T 了 奇异 ,返回 Step 2, 即 重新 
选取 下 ,重复 以 上 计算 过 程 。 

Step 5: 计算 TT-!， 

Step 6: 计算 所 求 状 态 反 局 矩阵 兵 一 开 T-1 。 

Step 7: 停止 计算 。 

注 1 容易 验证 上 述 算法 的 正确 性 。 在 算法 中 纵 出 的 状态 反 司 矩 阵 下 取 法 下 ,有 : 


4 一 五 一 4 一 五 T = (4T- BRR)T-!- TFT (6. 73) 
基 此 ,并 考虑 到 矩阵 下 特征 值 为 1ir ,42 ,-… ,4 }, 可 以 导出 特征 值 集合 为 
A( 丰 一 HE ) 一 AF) = {a7 + 和 和 } (6. 了 4 


这 就 表明 ,算法 导出 的 状态 反馈 矩阵 天 可 以 实现 期 望 极 点 配置 。 
注 2 上 述 算法 具有 两 个 特点 。 一 是 相 比 于 算法 6.3 车 免 了 化 {4,8B} 为 古人 怕 格 能 控 
规范 形 { 起 ,BB} 的 过 程 ，。 一 是 主要 计算 步 又 为 求解 西 尔 维 斯 特 方程 非 奇 异 解 阵 T， 对 单 输 


入 情形 ,一 次 计算 就 可 求 得 非 奇 异 解 阵 T; 对 多 输入 情形 , 需 经 几 次 计算 才 可 求 得 非 奇 异 
的 解 阵 了 
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例 6.2 给 定 一 个 多 输 和 人 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 设 状态 方程 已 为 龙 伯 格 能 控 规 


范 形 ， 
0 10. 0 0 0 0 

001: 0 0 0 0 
=|3 10 1 2lxrll 2 

000 0 1 0 0 

4 3 1:—1 一 4 0 1 


再 指定 一 组 期 望 闭 环 特 征 值 : 
A 一 一 1， 和 一 一 2 士 j， 加 ;一 一 1 十 这 
要 求 综合 2X5 极点 配置 状态 反馈 矩阵 下 。 
方案 工 : 基于 算法 6. 3。 首 先 , 按 龙 伯 格 能 控 规 范 形 中 对 角 块 阵 数 为 2 和 块 阵 维 数 为 
3 和 2, 将 期 望 闭环 特征 值 相应 分 为 (47 ,好 ,加 } 和 {X47 ,2 两 组 ,并 导出 其 特征 多 项 式 ， 
【中 一 人 十 1305 十 2 一 站 人 十 2 十 和 一 于 十 58 十 9 十 了 
az (5) 一 《3 十 1 一 j2)15 十 1 十 这 ) 一 呈 十 2 5 
进而 , 据 反 馈 和 矩阵 算式 ,可 以 定 出 : 
sl 一 Go A on 一 ai Bs Cm Fhat 一 az》 PB;— aa 一 Gel》 
< | | 


bb 0 0 fap 一 dan 人 rt 一 Qel 


考虑 到 受 控 系 统 状态 方程 已 为 规范 形 ,上 述 结 果 即 为 所 求 状态 反馈 矩阵 ， 并且 ,容易 定 
出 , 综 会 导出 的 状态 反馈 闭环 系统 的 系统 矩阵 为 


0 1 0: 0 0 

0 0 1 0 0 
A~BK=|-5 -9% -5 0 0 
0 0 0 0 1 

4 3 1:—5 一 2 


面 其 特征 名 项 式 为 
| dettsH —A+ BR) = 一 (十 5 十 95 十 5)082 十 25 十 5 
这 就 表明 ,上 述 导 出 的 状态 反 愤 生 阵 兵 可 实现 期 望 极点 配置 。 


方案 工 :, 基于 直接 计算 法 ,实质 上 即 为 算法 6, 2。 首先 , 定 出 对 应 于 期 望 闭 环 特征 什 
组 的 特征 多 项 式 : 


a (d= [ar) = +7 | 24 十 489 | 55s | 25 
基 此 ,可 以 定 出 一 个 期 望 闭 环 系统 矩阵 为 


rr OT re 
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0 1 0 0 0] 
| 0 0 1 0 0 
A BK 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 | 
-25 一 55 一 48 24 一 了 | 
再 由 纵 定 四 ,B 和 上 述 丰 -~ BK, 可 以 得 到 
0 0 0 00 0 91 
0 0 0 an 0 0 
BK=,.3 ] 0 0 2I=|1 2x 
0 0 0 nn 0 季 
29 58 49 23 3 0 | 


基 此 ,可 以 定 出 极点 配置 状态 反馈 矩阵 天 为 
K-| —1l3 —98 一 46 | 
29 58 49 23 3 
最 后 ,比较 算法 6. 2 和 算法 6. 3 的 综合 结果 可 以 看 出 ,算法 6.3 导出 的 状态 反馈 矩阵 
下 结果 中 各 元 的 值 相 比 之 下 总 体 上 要 小 得 多 。 这 一 事实 对 于 反馈 的 工程 实现 无 疑 是 有 意 
义 的 。 


状态 反馈 对 系统 传递 郴 数 矩 阵 零点 的 影响 


作为 状态 反馈 极点 配置 的 推论 性 问题 ,本 部 分 讨论 状态 反馈 对 系统 传递 两 数 和 矩阵 罕 
点 的 影响 。 下 面 ,就 单 输入 单 输出 和 多 输入 多 输出 两 类 情形 ,对 此 问题 作出 具体 分 析 。 
(1) 单 输 人 单 输出 情形 
考虑 完全 能 控 单 输入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 
xX 二 六 x 十 Bu 
» = Cr 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,uw 为 标量 输入 ,y 为 标量 输出 ,4, 和 *e 为 相应 维 数 常 阵 。 进 而 , 表 系 
统 特征 多 项 式 为 


(8.75) 


ats} A det(sT — A} = a 1s"! 二 一 二 oso, 16. 76) 
再 定义 一 组 标量 系数 为 
访 一 后 
Bs = cAb ta ch 
B=ecA bacaAT hb ... -+acbh 
Bo = cA" Ba eA hach (6. 77) 


6.4 状态 反馈 极点 配置 ， 多 输入 情形 四 四 “9 


基 此 ,可 以 导出 系统 传递 函数 54s) 为 


-tl 和 时 中 二 - 
Rs) 二 el 和 让 二 一 的 1 十 人 二 总 5 十 元 《6. 78) 


sa 

结论 6. 11 [状态 反馈 对 零点 影响 ] 对 完全 能 控 ” 维 单 答 和 人 单 输出 连续 时 间 线 性 时 
不 变 系统 (6. 75) ,引信 状态 反馈 任意 配 慎 传递 咀 数 gf 全 部 2 个 极点 同时 ,一 般 厅 影响 
8(5) 的 零点 。 

证 将 线性 时 不 变 系 统 (6.75) 通 过 特定 线性 非 奇 异 变 换 化 为 能 控 声 范 形 ， 


一 点 二 -一 在 


一 (6. 79) 
yex 
其 中 
0 1 ] 
A—PpiAP=| | 
0 | | 1 | 
— Ca 一 an 
(6. 80) 
0 
pb < 一 Pi'iph 一 1 EF = [8B, a J 
1s 
并 且 , 可 有 
一 A 1 
£5) = ets | 和 A) 一 (Bb, S81) 
再 任 给 一 组 期 望 闭环 极点 1 ,42 ,… ,如 ) ,其 相应 特征 多 项 趟 为 
g (5) 一 和 0 二 人 十 十 (6. 82) 
于 是 ,由 极点 配属 算法 6. 1， 可 知 极点 配置 状态 反馈 矩阵 为 
Kk 一 RP-!, k= Ca — rn" "a 1 | (6. B83) 
进而 ,由 式 (6.80) 和 (6.83), 可 以 导出 ， 
四 | 1 
和 -下 = | : 
0 1 | 
a i:—ar 一 如 | 
0 (6. 8 ) 


TH 人 Ta i a _ i 
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基 此 .可 以 定 出 ,状态 反馈 闭环 系统 的 传递 师 数 gx (>) 为 
ERCS 一 Re 可 一半 十 请 ) 'b 
六 Bs 二 a (6 85) 
十 a 
比较 式 (6. 78) 和 式 (6.85) 可 以 看 出 ,状态 反馈 在 实现 极点 配置 同时 不 影响 传递 哨 数 的 零 
点 , 即 gats} 和 gtx) 其 有 各 同 零 点 。 证明 完 成 ， 
注 应 当 指 出 ,上 述 结论 给 出 的 是 一 般 性 事实 。 实际 上 ,了 世 可 出 弄 这 样 的 情况 ,状态 反 
喷 通 过 使 g(5) 某 些 援 点 配置 为 与 g() 零 点 相 重 合 构成 对 消 而 对 零点 产生 影响 。 并 丑 . 被 对 
消 掉 的 极点 就 成 为 不 能 观测 ,这 也 是 对 状态 反馈 不 一 定 保持 能 观测 性 的 一 个 直观 解释 。 
(2) 多 输 人 多 输出 情形 
考虑 完全 能 控 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 榨 末 统 : 
= 二 Bae, XE RA", WHE Ar 
J = Cr. pyER' 


= ets Arbpk) ib— 


‘6, BB) 


其 传递 数 矩阵 为 

CO) 一 CT 一 各) 有 (6. 87) 
通常 ,G(s} 的 零点 可 按 多 种 方式 定义 ,相关 讨论 将 在 第 9 章 中 给 出 ， 对 系统 的 状态 空间 措 
述 , 设 (4,8, 吕 ) 为 联合 能 控 和 能 观测 , 则 系统 零点 定义 为 使 


ank| 0 < H+ mintp.oq) (‘6.88) 
的 所 有 >* 值 . 

结论 6. 12 [状态 反馈 对 零点 影响 ] 对 完全 能 控 维 多 输 人 多 输出 连续 时 间 线 性 时 
个 变 系统 (6. 86) ,状态 反馈 在 配置 传递 函数 矩阵 G(s) 侈 部 个 极点 同时 一 般 不 影响 GC5) 
零点 。 

证 采用 复 频 率 域 方 法 可 以 较为 容易 地 证 明 本 结论 。 相 关 讨 论 在 第 13 章 给 出 ，。 

注 应 当 指 出 ,上 述 结论 并 不 意味 着 ,G(s) 每 个 元 传递 函数 的 分 子 多 项 式 不 受 状态 
皮 局 的 影响 。 对 此 ,可 以 举例 说 明 这 一 点 。 

例 6.3 考 姬 一 个 双 输 入 双 输 出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,状态 空间 描述 (4,8， 


人 ) 为 
1 0 0 ] 0 
下 臣 人 
0 0 3 1 1 


容易 定 出 ,系统 传递 画 数 矩 阵 G(s) 为 


总 一 


3s— 5 2 
Cs— 1)(s—3) 一 外 
2 I 
s—1 一 此 


Cs) 一 


E 5 粹 出 反馈 极点 配置 281 


G45) 的 极点 为 入 二 1 宙 二 2. 和 = 二 3。 引 大 状态 上 反馈, 取 状 态 反 馈 和 矩 阵 为 
-6 -15 15 
K-| | 
0 3 0 


相应 地 ,综合 导出 的 状态 反 侯 闭环 系统 的 系数 把 阵 为 


了 5 一 1 1 oo. 
7 13 | 1 ， 0 > 
a4 一 BKEK= 10 一 】 0:. B= | 一 | ， 1 0 
6 12 . 12 1 1 
闭环 系统 传递 函数 矩阵 Gk (3) 为 
3:—5 2 十 125 一 17 1 
(十 2 十 3 0 二 5 十 2)05 十 3) 
Ck Cs) 一 , 
2ts.- 3) 《FC 一 3)(s 十 3) | 


Ty 
比较 Crta) 和 Gos) 可 入 看 出 ,状态 反 钢 在 使 系统 极点 配置 到 
A 一 一 1， 妇 一 一 人 2， 4 一 一 3 
同时 ,对 大 部 分 元 传递 函数 的 分 子 多 项 式 产 生 影 响 。 
利用 上 述 例子 中 给 出 的 事实 ,并 注意 到 极点 配置 状态 反馈 矩阵 的 不 慌 一 件 , 可 以 导 巾 
如 下 两 个 推论 。 
推论 1 对 相同 极点 配置 的 两 个 不 同 状态 反馈 矩阵 KK 和 K, ,其 对 应 的 闭环 系统 伟 
递 函 数 垂 阵 CCsI 一 4 十 BK1) 'B 和 Clsl 一 4+BK,)-'B -一般 为 不 相同 ,从 而 系统 状态 响 
应 和 输出 响应 为 不 相同 。 
推论 2 在 极点 配置 综合 问题 中 ,一 个 状态 反馈 矩阵 被 称 为 是 较 好 的 ,如 果 其 元 反馈 
系数 总 体 较 小 和 相应 闭环 系统 的 响应 较 好 。 相 比 于 其 他 算法 ,基于 此 伯 格 能 控 规 范 形 的 
算 靶 8.3 导出 的 反馈 矩阵 下 是 上 述 意 义 下 的 较 好 结果 。 


6.5 输出 反馈 极点 配置 


答 出 反馈 是 以 输出 为 反馈 变量 的 一 类 系统 结构 信息 的 不 完全 反馈 输出 反馈 控制 系 
统 的 特点 是 易于 物理 构成 。 本 节 简 槛 讨论 输出 反馈 极点 配置 问题 ,着 重 阐 明 输 出 反馈 在 
极点 配置 上 的 局 限 性 ,并 要 介绍 这 一 领域 研究 中 的 相关 结果 
(1) 问题 的 提 法 
考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
一生 x 十 Bu 
y= Cr 
其 中 ,x 所 六 "为 状态 ,WE 弛 ?为 输入 ,yE 名" 为 输出 和 ,如 和 C 为 相应 维 数 常 隆 。 取 输入 为 


《6. 89) 


TT 
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输出 反馈 地 控制 律 : 
下 一 Fy+v (6, 90) 
其 中 ,下 为 pXg 反 局 答 阵 ,w 为 参考 输入 。 所 谓 输 出 反馈 极点 配置 就 是 ,对 任意 给 定期 望 
极点 组 : 
A AS aA} 《6. 91) 
确定 一 个 反馈 矩阵 下 ,使 导出 的 输出 上 反馈 闭环 系统 
x= (A BFC)r+ Be 


(6B, 92) 
yo Cx 
的 所 有 特征 值 实现 期 望 的 配置 . 即 有 
A 有 一 BFC) 二 4"， i 一 ly sn (6. 3) 


其 中 ,At，) 表 示 所 示 和 矩阵 的 特征 什 。 

(2) 输出 反馈 极点 配置 的 局 限 性 

对 输出 反馈 在 极点 配置 上 的 局 限 性 ,可 有 如 下 两 个 结论 . 

结论 6. 13 [输出 反馈 局 阳性 ] 对 完全 能 控 连 续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6. 89) , 采 
用 输出 反馈 (46. 90) 一 般 不 能 任意 配置 系统 全 部 极点 。 

证 由 状态 反馈 极点 配置 定理 知 , 对 完全 能 控 爱 控 系 统 (6. 89), 必 存在 Xn 状态 反 
馈 和 矩阵 下 ,使 可 任意 配置 系统 全 部 极点 。 进 而 ,由 输出 反馈 和 状态 反馈 的 关系 ,有 

FC—K (6. 94) 

二 式 共有 ppXn 个 方程 ,而 待定 阵 下 包含 pXgq 个 待定 量 。 并且, 一般 有 n>q, 妈 待定 量 个 
数 少 于 方程 个 数 。 由 代数 方程 组 理论 知 ,方程 (6. 94) 对 给 定 玉 一般 下 为 无 解 。 从 而 ,一 
般 不 存在 pxg 输出 反馈 矩阵 下 ,使 可 任意 配置 系统 全 部 极点 。 

结论 6. 14 [输出 反馈 局 限 性 ] 对 完全 能 控 n 维 单 输入 单 输出 连续 时 间 线性 时 不 变 
受 控 系统 : 


= x 二 br 
ye (6. 95) 
采用 输出 反馈 : 
uO vo— fy = wo fer 《6. 95) 
只 能 使 闭环 系统 极点 配置 到 根 轨 迹 上 ,而 不 能 配置 到 根 轨迹 以 外 位 置 上 。 
证 对 受 控 系 统 (6. 95) 和 和 输出 反馈 (6. 96) ,可 以 导出 闭环 系统 传递 函数 为 
gr(s) = cll — A+bfe) 《6. 97》 
而 闭环 系统 特征 多 项 式 为 
ots) 一 der 一 各 十 有 re) (8, 98) 
进而 ,由 
(HAFbfe) = (st— AI+ (CH — A)ibfe] (6. 99) 


并 利用 输出 反馈 系统 一 般 关 系 式 
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detrE 十 GCC 一 det[E + (0s}G;(s)}] {6, 100) 
浆 可 得 到 _ 
af 一 dettsT — Aydeti T+ (ts — A pc 
= dettsT — Aydet[1+ fects - A ‘bh 《6. 1C01} 
表 
det( 江 一 骨 ) 一 at 和 etsT 一 A bo Hs) ols) (6. 102) 
那么 ,可 把 式 (6. 101) 改 写 为 
arts) 一 如一 CB, 103) 
这 表明 ,输出 反馈 系统 极点 即 财 环 极点 为 方程 
fi 十 站 一 让 CB, 104) 
的 根 , 而 ais) 二 0 和 5) =0 的 根 分 别 为 受 控 系 统 传递 旺 数 
cs — A bh = Blsy /ets} (CP, 105) 


的 极点 和 零点, 即 开 环 极点 和 开 环 零点 。 基 此 并 据 经 典 控 制 理 论 中 根 轨迹 法 可 知 , 对 输出 
反馈 系统 ,闭环 极点 只 能 分 布 于 以 开 环 极点 为 "始点 ”和 以 开 环 零点 与 无 窃 远 零点 为 * 色 
点 ”, 当 输出 反馈 系数 f=0 一 吕 和 f= 二 0 一 一 o6 时 在 复 平面 上 导出 的 一 组 根 轨迹 线段 、 
而 不 能 位 于 根 贺 迹 以 外 位 置 上 。 证 明 完 成 。 

(3) 输出 反馈 极点 配置 的 基本 结论 

输出 反馈 极点 配置 曾 是 20 世纪 70 年 代 后 期 系统 控制 理论 中 的 一 个 热点 问题 。 下 
面 ,不 如 证 明 地 纵 出 有 关 文 献 中 提出 的 基本 结果 。 

结论 6, 15 [输出 反馈 极点 配置 ] 对 完全 能 控 和 完全 能 观测 n 维 连 续 时 间 线 性 时 不 
变 系统 46. 89) , 设 rankB 一 pp 和 rankC=g, 则 采用 输出 反馈 w= 一 Fy 十 v ,可 对 数目 为 

mininsp+aq”—1} 

的 用 环 系 统 极点 进行 “任意 接近 ”" 式 配置 ,即使 其 可 任意 地 接近 任 给 的 期 望 极点 位 置 ， 

(4) 扩大 输出 反馈 配置 功能 的 途径 

上 述 讨论 表明 ,对 线性 时 不 变 受 控 系 统 , 静 态 输出 反馈 在 极点 配置 上 具有 很 大 局 限 
性 。 扩大 配置 功能 的 一 个 途径 是 采用 动态 输出 反馈 , 即 在 采用 输出 反馈 同时 附加 引 人 补 
供 器 ， 可 以 证 明 , 通 过 合理 选取 补 伙 器 结构 和 特性 ,可 对 带 补 机 器 输出 反馈 系统 的 全 部 极 
点 进行 任意 配置 。 通常 ,采用 复 频 率 域 方法 ,能 以 更 为 直观 和 简便 方式 综合 输出 反馈 极点 
配置 的 补偿 器 。 相 关 讨 论 和 结果 将 在 第 13 章 中 给 出 ， 


6.6 状态 反馈 镇 定 


考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ., 状 态 方程 为 
x = Axr+Bu, xf0) x,, i 人 0 C6. 105) 


rr i A Ha 一 
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其 中 .6 六 为 状态 ,NE 风 为 得 人 ,本 和 召 为 相应 维 数 常 阵 . 
下 面 兽 要 给 地 状态 上 反馈 镇 定 问题 有 美 结 黑 ， 
L1) 问题 的 提 法 
所 谓 状 态 反 馈 镇 定 问 题 就 是 ,对 给 定 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6.106) .找到 -个 状态 反 
局 型 控制 律 : 
#5 二 --KxY 十 ， 器 为 参天 输 人 (Cb, 107) 
使 所 导出 的 状态 反馈 闭环 系统 
YY 一 (4 一 2 十 Bu (6. 108) 
为 浙 近 稳定 , 即 系统 闭环 特征 值 均 上 共有 人 负 实 部 ，。 
(2) 镇 定 问题 属性 
镇 定 问题 实质 上 属于 极点 区 域 配置 问题 。 对 于 镇 定 问 题 ,系统 闭环 极点 的 综合 日 标 ， 
并 不 要 求 配置 于 任意 指定 期 望 位 置 , 而 只 要 求 配置 于 复 平 面 的 左 半 间 平 面 上 基 此 属性 ， 
可 以 由 极点 配置 结果 直接 导出 镇 定 问 题 对 应 结论 。 
{3) 可 镇 定 条 侍 
结论 6. 16 [可 镇 定 充 要 条 件 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6.,106) 可 用 状态 反馈 
(6. 107) 镇 定 . 当 上 且 仅 当 系 统 不 能 控 部 分 为 浙 近 稳定 。 
证 前 已 证 明 ,不 完全 能 榨 (4, 召 ; 必 可 通过 特定 线性 非 奇 异 变 换 实 现 系 统 结构 分 解 ， 
一 本。 大): _ rh. 
4 一 PhP 一 10 了 | B-pB—. | (6. 109) 
并 且 , 对 任意 状态 反馈 阵 下 一 [KK ,Ks], 可 有 KK 二 KP :一 [并 ， ,天 ]， 基 此 , 叮 以 得 到 ， 
dettsI —A+ BR)= det(sT A+ 村 ) 
四 de 一 各 .十 吾 . 下, 》 一 和， 十 可 | 
0 Csf — 4.) 
= det(st — A, +B.K)dettsT — A.) (6, 110) 
再 由 14.,B.} 能 控 知 ,存在 下， 可 使 (4. 一 BR,) 特 征 值 均 具有 负 实 部 。 基 此 并 由 (6. 110) 
又 知 ,存在 及 使 (4 一 BK) 特 征 值 均 上 有 人 商 实 部 , 即 菜 统 (6. 106 7 可 由 状态 反馈 镇 定 , 当 旧 
仅 当 系统 不 能 控 部 分 4: 为 渐 近 稳定 即 其 特征 值 均 上 共有 负 实 部 。 证 明 完 成 ， 
结论 6. 17 [可 镇 定 充分 条 件 ] 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6, 106) 可 由 状态 反 合 
(5. 107) 镇 定 的 一 个 充分 条 件 是 系统 为 完全 能 控 , 
证 ”镇定 属 于 和 极点 区 域 配置 问题 。 完 爹 能 控 系 统 必 可 由 状态 反馈 任意 配置 全 部 极 
点 。 基 此 ,完全 能 控 系 统 也 必 可 由 状态 反馈 镇 定 。 证 明 完 成 。 
《4) 状态 反馈 策 定 的 算法 
算法 6.5[ 状 态 反馈 镇 定 算法 ] 给 定 ) 维 线性 时 不 变 受 控 系 统 {4,B} , 设 其 满足 可 
镇 定 条 件 , 要 求 综合 pxn 和 镇定 状态 反馈 矩阵 KK ， 
Step 1: 判断 (4 ,如 } 能 控 性 ， 从 不 完全 能 榨 , 进 人 下 一 步 ; 苦 完全 能 究 , 去 到 Step 5。 
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Step 2: 对 ! 丰 ,B} 构 造 按 能 控 性 分 解 变 换算 了 泗 P ! .计算 P=(P :) ! ,计算 ， 
A—PAP'—| | BpB- “| 
Lg A -0 
其 中 . 表 ddim 二 .一 dim 二 一 7 ， 

Step 3: 对 改 ., 束 上 任意 指定 ,个 实 部 为 负 期 望 困 环 特征 值 (47 ,机 ,… 入，, 按 多 
输入 情形 极点 配置 算法 ,计算 px nm 极点 配置 状态 反馈 矩阵 KK 。 

Step 4: 计算 pxn 镇 定 状 态 反 馈 矩 阵 攻 二 [KK, ,0JP, 并 去 到 Step 6。 

Step 5: 对 {44,B) ,任意 指定 个 实 部 为 负 期 涓 闭环 特 征 值 i47 ,4 ,… ,i , 按 多 输 
入 情形 极点 配置 算法 ,计算 上 xnr 镇 定 状态 反馈 矩阵 天 。 

Step 6; 计算 停止 。 

注 应 当 指出 ,从 单纯 镇 定 角 度 ,只 需 将 受 控 系统 位 于 右 半 闭 复 平面 极点 通过 状态 反 
镇 调整 到 左 半 开 复 平面 。 但 是 ,这 种 做 法 无 疑 会 使 计算 过 程 增 加 复杂 性 。 基 此 .上 述 算法 
是 从 极点 配置 角度 确定 镇 定 状 态 反 亿 矩阵 ,这 样 既 能 实 更 镇 定 日 标 又 可 有 利于 简化 计算 
过 程 。 


| 


6.7 状态 反馈 动态 解 耦 


解 看 控制 是 在 系统 控制 理论 中 得 到 广泛 研究 的 重要 问题 。 解 看 问题 不 仅 具 有 重要 理 
论 意义 ,而 且 具 有 广泛 应 用 背景 。 本 节 针 对 一 类 基本 和 典型 受 挖 系统, 系统 讨论 状态 反馈 
动态 解 碍 问题 的 理论 和 方法 。 主要 内 容 包 插 系 统 和 假定 .可 解 耦 性 条 件 , 以 及 动态 解 态 状 
态 反 馈 综合 算法 等 。 


系统 和 假定 
考察 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ,系统 模型 既 可 采用 状态 空间 描述 ， 
X= Ar++Bu 
y= Cx (6. 111》 
也 可 采用 传递 函数 条 了 泗 描述 ; 
Cs) = Cs — A)1B (6. 112) 


其 中 ,xE9" 为 状态 ,wnE 叶 ?为 输入 ,yE 色 "为 输出 ,A4,B 和 CC 为 相应 维 数 常 阵 .G(s) 为 
9Xp 严 真有 理 分 式 矩 阵 ， 

进而 引入 如 下 3 个 基本 假设 . 

(i) 爱 控 系统 为 方 系统 , 即 输入 变量 和 和 输出 变量 具有 相同 个 数 ,有 dimt#) = dimty) 即 
二 4。 相 应 地 ,传递 函数 矩阵 G(s) 为 方 有 理 分 式 矩 阵 ， 


1 TMT Mr eT eo ee a er ee 
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图 65.7 包含 输入 变换 的 状态 反馈 系统 


0) 控制 律 取 为 “状态 反馈 "结合 * 答 和 人 变换” 形式, 即 有 有 
uo=— Krx+Lyv 《6. 113) 
其 中 ,天 为 疡 X 状态 反 馈 矩 阵 汪 为 户 x 户 输入 变换 矩阵 ,为 参考 输 人 ， 相应 地 ,包含 输 
人 变换 的 状态 反馈 系统 的 组 成 结构 如 图 6.7 所 未 。 
(iii) 输入 变换 矩阵 工 为 非 奇 异 , 即 有 detL 关 0。 


问题 的 提 法 
考察 包含 输入 变换 的 状态 反馈 系统 ,容易 导出 ,系统 状态 空间 描述 为 
x¥— (~ BK)x | Blo 
CH. 114) 
¥= Cr 
系统 传递 函数 矩阵 为 
Gx Cs) = CGT -A+BK) ‘BL (6.115) 
下 面 ,就 动态 解 克 的 问题 提 法 及 其 相关 内 容 作 如 下 的 几 点 说 明 。 
(1) 问题 提 法 


对 于 多 输入 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6， 111), 所 谓 动态 解 三 控制 就 是 ， 
性 找 一 个 输入 变 撞 和 状态 反馈 答 阵 对 !LE .3*? ,KE 有 Hr*") ,使 所 导出 的 闭环 系统 传递 函 
数 窟 阵 Gi ( 习 为 非 奇 异 对 和 角 有 理 分 式 答 阵 , 即 


Eu ts} 
Gua (5) = Cis — 4+BE)'BL 一 | 。 《6. 116) 
Bop C5) 


其 中 , 百 。 (7 天 Di 一 1,2，…， 户 。 
(2) 动态 解 碍 的 实质 
动态 解 确 的 实质 ,是 在 整个 时 间 区 问 内 ,把 一 个 请 输入 户 输 出 三 合 系统 
5) = Gre C8) Ds) C6. 117) 
通过 引入 适当 {LE 弘 *** ,KKERrYx*) ,化 为 个 独立 的 单 输 入 单 输出 系统 ， 
0) = Fs) 了 一 12 让 《6. 118) 
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且 一 个 输出 x 电 且 仅 出 一 个 输入 wv, 所 控制 。 

(31 动态 解 看 问题 的 研究 命题 

对 于 动态 解 兢 控 制 的 综合 , 癌 样 面临 两 个 基本 问题 。 一 个 是 受 控 系统 的 可 动态 解 萌 
性 , 奴 建 立 使 受 控 系 统 可 通过 状态 反馈 和 输入 变换 实现 动态 解 耦 所 应 满足 的 条 件 , 属 于 综 
合理 论 的 范畴 。 一 个 是 毕 合 动态 解 灶 控 制 的 算法 , 即 建立 求解 算 阵 对 1 长 吕 生 ， 
下 中" 的 综合 算法 ;属于 综合 方法 的 范畴 .。 

(4) 动态 解 耦 控 制 的 意义 

在 工业 控制 中 ,特别 是 过 程控 制 中 , 解 笛 榨 制 有 着 重要 意义 和 广泛 应用。 通过 使 系统 
实现 动态 解 三 ,使 对 为 数 众多 的 被 拧 变 量 郁 可 独立 地 和 单独 地 进行 控制 .从 而 大 大 简化 多 
变量 系统 的 控制 过 程 。 


系统 的 结构 特征 量 


这 一 部 分 着 看 于 讨论 线性 时 不 变 爱 控 系 统 的 两 个 结构 特征 其 即 结构 特 性 指数 和 结构 
特性 向 量 ， 随后 的 讨论 中 将 可 看 到 ,在 系统 动态 解 耦 问题 的 研究 中 ,这 两 个 结构 特征 量具 
有 非常 基本 的 作用 。 

考虑 方 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 状态 空间 措 述 为 14E 3H ,BE Fb ,CE 17") ,并 
甫 输出 矩阵 亿 为 


C= | (6. 119) 


传递 函数 矩阵 描述 为 pxp 有 理 分 式 短 阵 G(s) ,并 表 G(s) 为 
gi1(s) 


Bs {3) 
Gs) = ， 《6 120) 

{5s) 
(5) = [gts) Bilts) 1 gp (s)] (6. 121) 
0 一 “gu (5) 分 母 多 项 式 次 数 " 一 “g,(s) 分 子 多 项 式 次 数 ” 6.122) 


下 面 ,给 出 结构 特性 指数 和 结构 特性 向 量 的 概念 和 属性 、 
(1) 结构 特性 指数 


线性 时 不 变 受 榨 系统 的 结构 特性 指数 , 既 可 基于 状态 空间 描述 14 ,B,C) 定义 ,也 可 其 
于 传递 函数 矩阵 描述 G(y) 定 义 。 


定义 6.3 [结构 特性 指数 ] 对 方 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系统 ,结构 特性 指数 基于 
状态 空间 措 述 的 定义 为 


Tm 
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当中 4 本 一 上， 一 0 一 而 cd 有 天 0 
1 AB 0 2 
基于 传递 函数 窍 阵 描述 的 定义 为 
太一 min{or os os}— 1 


其 中 ,i 二 1 .2,1 , 记 。 

下 面 , 以 结论 形式 给 出 结构 特性 指数 的 一 些 属 性 . 

结论 6,18 Ld, 取 值 范围 ] 结构 特性 指数 4, 为 非 负 整数 , 取 值 范围 为 
Od nl i= 1,2,.,p 


(6. 123) 


(6. 124) 


(86. 1237 


结论 6. 19 [d. 定义 等 价 性 ] 结构 特性 指数 , 的 两 种 定义 (6.123) 和 {6,124) 为 


等 价 。 


证 限于 证 明 由 (6. 123) 导 出 (6. 124;。 对 此 ,利用 GD) 一 CT 一 4) 1B, 呆 以 导 由 


Bs = ed -AB, 1=1,2,,p 
进而 ,利用 传递 函数 答 阵 的 实用 算式 ,有 


] 时 一 此 加 上 
CEcR， Bs" eR, Br" 二 十 crR,s Bs" 十 


.C1) 一 2 


oR, 2 Bs 二 eRBs 十 ce' RBl 
其 中 
ots) 一 dettsT oA 二 二 


及 = 
R,_ := A+o, I 
Ri =A ea, A+a. 1 
本 一 各 "+a A 二 al 
再 据 d, 定义 式 (6,123), 可 短 ， 
B=0, eAB—0, 1, cAliB=0, cA‘BO 
基 此 ,并 考虑 到 式 (6. 129), 可 以 导出 ， 
CR B=0, eR,Bo0, …， CR asB=0, eR,, Bz0 
于 是 ,由 式 56.131) 和 式 (6. 127) ,还 可 得 到 


(9) 一 区 [ecR Ba" 4! + ee RI Bs + eiRoB] 
基 此 .并 考虑 到 als) 的 次 数 为 n, 就 可 得 到 
d= {in— (xn—d—1)}—!] 
“gg; (Cs) 元 传递 函数 分 母 和 分 子 多 项 式 次 数 之 差 最 小 值 ”— 1 


minto yoz ya )} 一 1， I 二 1l,2,-,p 


| 


‘Gb. 126) 


(8, 127) 


(6. 128) 


《kb 129) 


(6, 130) 


《6- 131) 


(6. 132) 


16, 133} 
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从 而 证 得 .由 式 46. 123) 可 导出 式 (6. 124)。 类 似 地 可 证 ,由 起 (46. 1247 可 导出 式 (6. 123) 。 
证 明 完 成 。 

结论 6.20 [Ld 物理 含义 ] 直 规 上 ,结构 特 作 指数 妇 为 

4d 二 g'($) 元 传递 舱 数 最 小 相对 阶 一 1]， i 一 1,2,…, 思 {6.134) 

(2) 结构 特性 向 量 

对 线性 时 不 变 受 控 系 统 ,结构 特性 向 最 同样 既 可 基于 状态 空间 描述 ‘4,B,C; 定 义 ,也 
可 基于 传递 函数 矩阵 描述 Gs) 定义 ， 

定义 6.4 [结构 特性 向 量 ] 对 方 连续 时 间 线 人 性 时 不 变 受 控 系 统 ,结构 特性 癌 量 基于 
状态 空间 描述 的 定 习 为 


E, — cA*B (6. 135) 
基于 传递 函数 矩阵 描述 的 定义 为 
E 一 lims gC) (6. 136} 
其 中 ,一 1.2， 加 
下 面 ,给 出 结构 特性 向 量 的 两 个 属性 ，。 


结论 6.21 [E, 的 维 数 ] 结构 特性 向 量 EE, 为 1x 户 行 向 量 。 

结论 6.22 [E, 定义 等 价 性 ] 结构 特 件 向 量 EE 两 种 定义 (6. 135) 和 (8,136) 为 等 价 ， 

证 限于 证 明 由 (6. 136) 导 出 (5. 135)。 对 此 ,由 FE 定义 式 (6,136), 并 和 利用 结论 
6. 19 证 明 过 程 中 导出 的 (6. 132) 和 (6. 129) ,可 以 得 到 ， 


dd] 


E,~=— hm slg.(s) 


， 
一 lim eile, siBs" RB + RB]) 


1 《6. 137) 
二 lim PR Bs" 
= ciR, si1B 
一 C: 大 二 十 如 -1 a 'B 十 … 十 are 在 
进而 ,由 d, 定 尺 式 (6. 123) ,有 
cB—0, eAB=0, :, cd- 一 《6. 138) 
将 式 (6. 138) 代 人 式 (6. 137) ,就 可 得 到 
FE, = lim Siig 一 人 《5. 139) 


从 而 证 得 ,由 式 (6. 136) 可 导出 式 (6. 135) 类 似 地 可 证 ,由 式 (6.135) 可 导出 式 (6., 136)。 
证 明 完 成 。 

(3) 包含 输入 变换 状态 反馈 闭环 系统 的 结构 特征 量 

给 定 任意 矩阵 对 {LE 名 +**? ,KKE 及 2x") ,其 中 detL 关 0, 则 可 导出 包含 输入 变换 状态 反 
馈 系 统 的 传递 孙 数 矩阵 为 


Mr 
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Gi 二 CT 一生 二 BE) 1! 用 (C6, 140) 
进而 ,基于 结论 6. 19 证 明 中 的 类 似 推 时, 可 以 导出 Gi ty) 的 第 i 个 行 传递 函数 向 量 
gits) 为 


Kk, (0) = Le BLs" TreoR,.:.BL" ‘二 +-…+c RBL: +e'R,BL] 《6. 141) 
阅 好 
其 中 
ats) = dettsf— A BR) (6, 142) 
和 


R, 。， 一 (4 一 KR) 二 5 J 
= (4— BK): a, ,(4— BK)+a. .I 


~ 
| 


‘6. 143) 


R, = (4— BK) +a (A — BR)" + .+a] 
在 此 基础 上 ,可 以 给 出 闭环 系统 两 个 结构 特征 量 , 即 gu (5) 的 结构 特性 指数 d, 和 结 
构 特 性 向 量 EE, 为 
| 当 c (A — BE)'BL ~ 0, k= 1,2,% ,hn—1 


d, = 而 er (4 一 BEYBL G20 C6, 144) 
nl, 当 ce cA— BKE)BL =0, =],2,.…,.n 1 
和 
E, = ee (4— BKYBL 《6. 145) 
其 中 .i=1,2,-…, 思 。 


‘4》 开 环 系统 和 闭环 系统 的 结构 特征 量 的 关系 

对 受 控 系 统 即 开 环 系统 的 结构 特征 量 和 包含 输入 变换 状态 反馈 系统 即 闭环 系统 的 结 
构 特 征 量 ,两 者 之 间 的 关系 由 下 面 的 结论 给 出 

第 论 4. 33 [ 开 环 和 闭环 结构 特征 量 关系 ] 给 定 受 控 系 统 !4,B,C+ 和 和 包含 输入 变换 
状态 及 馈 系统 {4 一 BK,BL,CC) ,其 中 {LE Rr*? ,KE Rx") 为 任意 ,detL 尖 0， 表 4, 和 ad, 为 
开 环 系统 和 闭环 系统 结构 特性 指数 ,EE 和 EE， 为 开 环 系 统 和 闭环 系统 结构 特性 向 量 , 则 两 
者 具有 如 下 的 关系 ， 


d= ds = 12,,p (C6. 146) 
和 
E=EL, i=1,2,,p (6, 147) 
证 对 任意 iE[1,2,…,p], 基 于 dd, 的 定义 ,有 
cB—0, cAB=0, -.., eA-1B— 0, ciAB2E OD (8. 148) 


基 此 ,对 枉 意 LL 和 KK, 可 以 导出 . 
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ecBL 0 
ctA— BE)BL = (ec AR)YL- (BIKBL —1 
cA BR)BL = (eA-BYL (eBIKABL— (eAB}KBL+ 
(eBIKBKBL — 0 (6. 149) 
cA— BK) BL = (cA BL— cA :BRBL— 
IMU BIKCBKR) :BL = 0 
而 由 工 非 奇异 ,又 可 导出 ; 
cetA— BE BL eA-BL— (cA BIKBL (eB)KA“ 1!BL— 
(eBIKCBK). 1BL 
二 (cATH)L 0 C6. 150) 
从 而 ,由 式 (6,149) 和 和 式 (6. 150) ,并 据 d, 和 EE, 的 定义 , 即 吕 证 得 (6. 146) 和 (6. 147}。 证 
明 完 成 。 


可 解 硝 条 件 


在 系统 结构 特征 量 及 其 属性 基础 上 , 现 来 建立 方 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 统 基 于 
输入 变换 和 状态 反馈 的 可 动态 解 矶 条 件 。 并 且 , 为 了 随后 讨论 的 需要 , 先 米 引 人 和 人 积分 型 解 
破 系 统 概念 和 性 质 。 

结论 6. 24 [积分 型 解 克 系统 ] 给 定 上 万 线性 时 不 变 受 控 系 统 {AE.R"*"， 有 已 4"*r， 

CE " ,基于 结构 特性 向 量 组 成 px 条 阵 ， 


五) 
| 
p 


56. 151) 
基于 结构 特性 指数 组 成 px 掉 阵 ; 
C1 并 1 
F 一 : (6. 152) 
CA 
进而 , 令 玉 为 韭 奇异 即 detE 尖 0, 取 {LE NR? ,KE Rr" 为 
L=FE’', K=Ei'F (CE, 153) 
则 由 此 导出 的 包含 输入 变换 状态 反馈 系统 
I tA BE Fx BER- ov 
《6. 154) 


$= Cx 
为 积分 型 解 攀 系统 , 即 闭环 传递 函数 矩阵 具有 形式 ， 


Tr ep pb rp 
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一 1 一 


rr ts) = Ces -A+ BE FHBE!' 一 近 (6. 135) 


| 


证 利用 Ge 第 :个 行 传递 图 数 向 量 生 fs 的 关系 式 56. 141) ,有 


有 fi) 一 Le By"! TeR, Bt ee RB eR,.BiL (8, 156) 
hs 


其 中 ,ats) 关 系 式 如 (6. 142) 所 示 , {RR ,站 ,以 ，: } 关系 式 如 (6. 143) 所 示 。 进 而 ,由 开 环 
和 闭环 结构 特性 指数 相等 即 ,一 d, ,并 据 4 的 定义 ,可 以 得 到 
CBL=0, eltA—BROBL =0, i, cl(A—BE)Y BL -0 06.157) 
由 此 并 据 { 民 , 民 ，… ,Rs} 关系 式 (6.143) 可知, 对 g 和 ,5) 美 系 式 C6.156) ,有 
CBEL=0, ech, soBr 一 0，…，ec 玉 .BE 一 0 (6. 158 ) 
再 利用 (6. 157) 和 { 展 ,, 闻 ,…' ,及 s} 关 系 式 (6,143) ,还 可 导出 Bi Cs) 关系 趟 (6. 156) 的 剩 
下 其 他 各 项 为 
CR iBL =—e' (A— BK)“BL-+a, ec’ CA— BR) BL +a,_se'BL 
—e. (A— BR)“BL=E,=EL 
eR, 2 _sBL=c' (A— BR)’-'BL|a, ce (A— BK)“BL+ 
aa CBL 
=c' (4 BE BL+a,_ ce' (A— BE) BL, 
=—[cd" tA— BRK)JBL+a, ,EL 


， _ (6. 159 1 
=[erA“T le ABKIBL tae, ,EL 
=[F.—EE FIBL+a, EL 
=[F— 0,00 OEE IFIBL a, EL 
=EF,—F. BL+ia,_, EL 
=&,_1EL 
CR BL=a, .EL 
进一步 ,将 式 (6,157) 和 式 (6.159) 代 人 gh, (9) 的 关系 式 (6， 156) ,可 以 得 到 
， 1 - ~ - 
ge) = Ls ts a EL (6. 160) 
男 一 方面 , 据 凯 业 - 哈 密 尔 顿 定理 ,有 
(4— BE)"+a, (4 BR)! + -+ BK) 十 ao 了 一 让 (6.161) 


现 将 (6. 161) 等 式 两 边 莱 以 c (A 一 BR)4 ,那么 由 于 
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et 并 一 下 一 00 风 式 (6. 159) 的 推导 ) 
(和 -RE KE 一 一 0 


〔 节 ,162 ) 
一 BR "ctA— BR "A BR} -0 
一 ， _ 二 - 2 得 
而 4 本 一 吾 下 )7 天 和 ,可 得 i 0 cg 163) 
类 似 地 ,将 (8.161) 等 成 两 边 乘 以 ci (4 一 BK) !, 义 可 学 出 
oj 二 0 Cb. 164) 
按照 类 同步 又 ,还 可 顺序 证 得 : 
RB 一 有， au 一 是 【1651》 
于 是 ,将 646. 163) 一 (6.165) 代 人 as 表达 式 . 可 把 xts) 进 而 表 为 
a (6. 166) 


一 Et Ce | 十 ,15 Eo + S41) 
这 样 ,由 gk (5 的 关系 式 (6. 156) ,并 利用 式 (6. 158) (6. 159) 和 和 at 关系 式 46. 166) ,可 
以 导出 : 


gl) = ELf 2 | 


一 0， 0 1 0, '», DEF (or) 
= (9, “0, i， 0，…，0] (8, 167) 
其 中 ,i 一 1,2,…,p。 综 上 证 得 ,在 =E-'， 二 EF 选取 下 ,闭环 系统 传递 函数 算 阵 


Grr(s) 具 有 (6. 155) 所 示 形 式 , 即 包 含 输入 变换 状态 反馈 系统 为 积分 型 解 态 系统 。 证 明 
完成 ， 

注 1 物理 上 ,闭环 传递 函数 矩阵 Gu (具有 (6. 155) 形 式 意 上 昧 着 ,和 解 古 后 各 单 输入 
单 输 出 闭环 芭 统 传递 函数 为 (xt. 十 1) 重 积分 器 ,i 二 1,2,...,p。 这 是 称 这 类 解 丰 为 积分 型 
解 看 的 由 来 . 

注 2 积分 型 解 粳 系统 由 于 其 性 能 在 工程 上 是 不 能 被 接受 的 ,因而 本 身 并 没有 实际 
的 应 用 价值 。 积分 型 篇 看 系统 的 意义 主要 在 于 理论 分 析 上 的 应 用 , 髓 可 为 证 明 可 解 焰 条 
件 提供 简单 途径 ,也 构成 为 综合 具有 期 望 性 能 指标 解 克 控制 系统 的 必要 步 缀 。 

在 积分 型 解 厢 系统 的 基础 上 ,下 面 进 而 建立 系统 可 由 输入 变换 和 状态 反馈 实现 动态 
解 粳 的 条 件 。 

结论 6. 25 [可 解 耦 条件] 对 方 连 续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 {4EE 缠 "* ,BE 我"2， 
CE Nr, 按 (6.151) 定 义 pxp 结构 特性 和 矩阵 玉 , 则 存在 榆 入 变换 工 E 笑 六 "和 状态 反馈 
二 汪 “使 包含 给 人 变换 状态 反馈 系统 可 实现 动态 解 糊 的 充分 必要 条 件 是 瑟 为 非 奇异 
即 detEzx0, 

证 先 证 充分 性 。 已 知 五 非 奇 异 , 欲 证 存在 全, 天 可 使 闭环 系统 动态 解 看 对 此 ,由 
E 非 奇异 知 , 存在。 基 此 , 取 工 一 瑟 -1 ,KK 二 下 ,其 中 产 Xi 矩 阵 下 由 (6. 152) 定 广 。 


TT 
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据 结论 6.234 知 . 在 I:L.K}) 的 上 述 选 坛 下 ,包含 输入 变 挽 状态 反 僻 系统 为 可 分 型 解 克 系 统 。 
从 而 . 疗 在 :L. 下 ;可 使 闭环 系统 动态 解 灯 。 人 充 分 性 得 证 ， 

再 证 必要 性 . 已 知 存 在 iL,K} 吕 使 闭环 系统 动态 解 者 , 窝 证 EE 非 奇 异 。 由 存在 
和, 扩 ! 使 系统 {及 ,县 ,C}) 实 现 动态 解 焕 知 ;闭环 傅 递 隐 数 佐 阵 石 (小 具有 如 下 形式 ， 


li Cy} 
Gr Cs} 一 


| gaol) EO, Fol2p (6.168) 
四 Bpp CS) 


由 此 ,并 利用 E, 的 基于 传递 函数 惩 阵 的 定义 式 , 可 以 证 得 ， 


+ ’ 。 1 
lim st gi (sy lim sg. Cs) 
se 本 


一 一 (6. 169 1 


lim ss "! gyro Cs) lim s% -tgs (3) 


即 正 为 非 奇异 。 再 由 开 环 和 闭环 结构 特性 向 量 的 关系 忒 (6. 147) ,可 以 导出 ， 
E= FL, detLA0 (6. 170) 
眠 而 ,证 得 EE= 玫 ! 非 奇 异 。 必 要 性 得 证 证 明 完 成 ， 

注 1 结论 表明 , 受 控 系统 {4,B,C} 可 否 由 输入 变换 和 状态 反馈 实现 动态 解 古 , 仆 - 
决定 于 结构 特征 量 {d, ,i 二 1 ,2 志和 和 {Ei 二 1.2,… pj。 从 表面 上 看 ,系统 能 控 性 对 
此 是 无 关 紧 要 的 ， 但 从 使 解 而 后 各 单 输 人 单 输出 系统 具有 任意 期 望 动态 性 能 而 襄 , 受 控 
系统 为 完全 能 控 仍 然 是 不 可 缺少 的 一 个 条 件 。 

注 > 判断 受 控 系 统 {4, 下 ,C} 可 和 否 由 输入 变换 和 状态 反馈 实现 动态 解 矶 的 判别 矩阵 
EE, 始 可 基于 系统 传递 函数 逢 阵 来 构成 ,也 可 基于 系统 状态 空间 描述 来 枸 成 。 

注 3 对 不 能 实现 上 述 严格 意义 下 解 粳 即 一 个 输出 由 且 仅 由 一 个 输入 控制 的 情形 ， 
不 管 受 控 系统 为 方 或 非 方 ,通常 可 在 较 弱 条 件 下 实现 块 解 烛 ,也 即使 闭环 控制 系统 传递 承 
数 拖 阵 为 对 角 分 块 和 矩阵 。 物 理 直 观 上 , 块 解 耦 对 应 于 系统 一 组 输出 由 且 仪 由 一 组 输入 所 
控制 。 

注 4 从 更 一 般 的 意义 上 , 常 把 系统 解 看 问题 称 为 摩根 问 题 ” 今 , 对 非 线性 时 不 
变 受 控 系 统 ,摩根 问题 仍 是 没有 完全 解 磊 的 一 个 “公开 问题 ”， 


解 而 控制 综合 算法 


这 一 部 分 中 ,讨论 和 给 出 解 耦 控制 矩阵 对 { 志 ,后 的 综合 算法 。 
算法 6.6[ 动 态 解 午 控 制 算法 ] 给 定 = 维 方 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 
x = Ax+ Bn 
¥ 一 Cx 
其 中 ,dimy 一 dimu 一 p, {4,8} 为 完全 能 控 ， 要 求 综合 一 个 输入 变换 和 状态 反馈 矩阵 对 
{L ,KK} , 使 包含 输 人 变换 的 状态 反馈 系统 实现 动态 解 耦 ,并 使 解 耦 后 每 个 单 输 人 单 给 出 系 


《6. 171) 
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统 实 现 期 望 极点 配置 ， 
Step 1; 计算 受 控 系统 14,B8.C; 的 结构 特征 县: 
ds f= 1200p;y, (E =eA*B, 7= 12,,p) 
Stsp 2: 组 成 并 判断 下 列 判 斯 矩阵 二 的 非 奇 异性 ， 
E, 


兰 为 非 奇 肝 即 能 解 碍 , 进 人 下 一 步 ; 若 为 奇异 即 不 能 解 矶 ,去 到 Step 11. 
Step 3 :计算 和 矩阵 
[54 
E'. R= : | 
Co 总 sz 
Step 4: 取 预 输入 变换 工 和 预 状态 反馈 和 矩阵 关 为 
L=E"', K=E'"F 
导出 积分 型 解 耦 系统 ， 


其 中 


且 {4, 世 } 保 持 为 完全 能 控 ， 
Step 5: 判断 {4 ,CC} 能 观测 性 ， 知 为 不 完全 能 观测 ,计算 ， 
JE 
| ca 


rankQ, = rank 


瘦 呈 1 


进入 下 一 步 ; 车 为 完全 能 观测 ,直接 进入 下 -- 步 。 
Step 6: 引入 线性 非 奇 异 变 换 x 二 T !'x, 化 积分 型 解 克 系 统 { 瑟 , 百 ,C) 为 解 看 规范 形 ， 
A= TIAT. B=T-'B, CCT 

对 完全 能 观测 {4.C} , 解 看 规范 形 具有 形式 ， 


如 b, co 
. | B= | …， | 它 一 | …， | (6. 172) 
A， b, 人 


国 _ 卢 
其 中 ,和 本， 所 再 mx ‘BE HN", EE Rm ,i = ld ps Zim, 一 太 。 
对 不 完全 能 观测 14,C) , 解 糊 规 范 形 具 有 形式 ， 


入 一 


1 rr 
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点， 0 rp z 0 > 
成 二 i | “。 | 
1 BB 六， | ce 0) 
(6, 173》 
其 中 ,虚线 分 块 化 为 按 能 观测 性 结构 分 解 , 除 能 观测 部 分 外 的 各 个 块 阵 将 对 综合 结果 不 产 
生 影响 ,此 外 ,A, EE 交 mm EE Rm EC 所 涩 1 "Dm = m., 
进而 ,对 mm, 二 dt, 十 1 情形 ,有 
0 1 -0- 
A 一 0 | 1 一 0 一 [1 0 16, 171) 
0i0 2 0 1 
其 中 ,4, 第 4, 十 1 行 即 最 下 行 元 均 为 0 皮 映 积分 型 解 硬 系 统 特 点 ， 
对 m. 这 qd, 十 1 情形 ,有 
0 | : oO 
+ 
0 : . 0 
A = 0i0 wo ， b= con 
的 站 i Jm,— (d+1) ”|o 
二 : 
(d+ m+1) 0 
La 一 [1 0 … 0] 46. 175) 
其 中 ,用 * 表示 的 块 阵 将 对 综合 结果 不 产生 影响 。 
Step ?7; 由 已 知 ! 和 , 且 ,C 和 { 生 , 盏 , 忆 ) 定 出 变换 矩阵 了- 。 对 1 站, 声 ,为 能 
控 能 观测 情形 ,基于 关系 式 ， 
A= TIiAT, B= TF, CCT 
再 表 
Q. 一 {B,AB,.…,A4" 1B], 0.— [B,AB,...,A"iB] 
[a GC 
CA ~ CA 
二 ， ,= ， 
"1! CA 1 
利用 第 10 章 中 两 个 最 小 实现 间 变 换 关系 的 结论 ,可 以 导出 ， 
T= (O00) ‘Or0,, T= .0 0.07) ， 《6. 176} 
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Step 3. 对 解 焰 焕 范 形 14， 下.C 选取 px 状态 反馈 矩阵 KK 的 结构 。 相 应 于 解 峙 规 


范 形 (6.172), 取 兵 的 形成 为 


| 
K 
L 天， 
相应 于 和 解 耦 规范 形 (6. 173), 取 兵 的 腾 式 为 
EE 0 
K= | 
L 上 大， 站- 


其 中 .相应 于 式 (6. 174) 的 情形 ， 有 
| 太 ， [i sk) 1 
相应 于 式 (6,175) 的 情形 ,有 
= 一 | sk )) ny "Ra Oe | 


并 且 , 状 态 反馈 矩阵 政 的 这 种 选取 必 可 使 44 ,有 ,CI 实现 动态 解 碍 . 即 有 


[十 大) pb, 
Cd 一 和 十 鲜 ) 二 一 | 


0  ， | 
~- 一 一 : 1 
点 ,一 二 开 ,一 
0 
— kn 上 ,1 二 ] 
0 _ 
. 1s 
| ~ 0 
或 和 一 下 一 | 0 
人 


Step 9: 对 解 看 后 各 单 边 人 单 输出 系统 指定 期 望 极 点 组 : 
(Aj A es ANa+ttt, i= 1,2,",p 
按 单 输入 情形 极点 配置 算法 , 定 出 状态 反馈 矩阵 各 个 元 组 ， 


{ns Ri Re ki i 一 1 ,2 ,p 


BB, 177) 


‘6. 178) 


Ch. 179) 


(hb, 180) 


Step 10: 对 原 系 统 {4,8,C} , 定 出 满足 动态 解 而 和 期 望 极点 配置 的 一 个 输入 挛 撞 和 


状态 反馈 矩阵 对 1L,K}: 
KK=FE'F+-E RT, L=E-! 


‘6, 181) 
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Step 11: 停止 i 计算， 
例 6,4 给 定 一 个 双 输 人 双 输 出 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 : 


] 1 ] 1 0 0 

， 6 0 —3 1 1 , 
二 革 十 uu 
一 1】 1 1 2 Q 站 
La 一 2 2 0 0 1J 


2 0 -一 1 0 
了 一 [ 1 0 1 0， 
要 求 综合 满 足 解 看 和 期 望 极点 配置 的 一 个 输入 变换 和 状态 反馈 矩阵 对 { 工 ,K;。 


(1) 计算 受 控 系统 的 结构 特征 指数 {d. ‘dd } 和 结构 特征 向 量 i Ei :FEF,;} 
由 计算 结果 : 


0 
] 0 
oaB={[2 0 一 1 0] ) 0 = [0 0] 
0 1 
-1 1 1 mo 
， 6 0 —3 1||1 
oAB=[2 9 一 1 0] | ) | ?| | 一 [1 9] 
2 -2 -2 ollo 1 
0 0 
cB={[—1 0 1 o]| i 0] 
0 0 
0 1 
-1 1 109n0 
, 6 0 —3 1||1 0 
“B10 1 0 1 1 2 : ol=[? 1 
2 -2 -2 0lo | 


可 以 定 出 : 


(ii) 判断 可 解 烟 性 
组 成 判别 阵 


ru -mit 一 -rr 
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ti 导出 积分 型 解 艳 系统 


首先 .计算 定 出 ; 
1 03 
"To 1| 
CIA re 0 一 3 2 
r=) lL» -2 —2 | 
基 此 . 取 输 入 变换 和 矩阵 和 状态 上 反 乙 算 阵 为 
-1 0 
二 |。 1 1 
[6 0 _3 2 
KE F7l, > _» | 


-1 1 1 1 
0 00 -1 
和 一 上 BF IF 一 
-1 1 1 2 
| 00 a. 
站 
_ 1 0 
B=BE!'- 
0 0 
0 1! 
rr 20 _10 
CeCe | 
|_10 10 


Civ) 淹 断 (下, 忆 } 能 观测 性 
基于 上 述 得 到 的 系数 乍 阵 ,容易 判断 ! 和 ,为 完全 能 观测 ,具体 判别 过 程 巾 去 ， 
Cv) 导出 4 下,G 的 解 丰 规范 形 
由 让 一 ds 二 1 和 nn 二 #4, 可 以 导出 吉 十 rz 二 #4 种 贡 二 dj 十 l,m 一 dd; 十 1。 基 此 ,并 
考虑 到 {入 ,局 完全 能 观测 ,可 以 导出 解 硬 规范 形 具有 形式 ， 
1.0 


Ni | 


0 Di0 
0 030 
0 oi:0 


ine ee he wh Thre a Pte -Vi er eh re 
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3D0D0 
~ 1 000 
e-er=| | 
0 1 0 
且 出 己 知 能 控 能 观测 ! 间 ,有 .Cr 和 1 下, 人 可 以 定 出 变换 符 阵 为 
| 2 0 -1] "| 
| 一 1 1i ] 0 
一 1 9 1 9 
0 90 0 1J 
1 0 “1 0 
pio 
| 
1 2 0 
站 9 0 ] 


(vi) 对 解 起 规范 形 {4, 表 ,必定 出 状态 反馈 条 阵 及 的 结 
基于 上 述 导 出 的 {A,B,C} 结 构 , 取 2x4 反馈 阵 下 为 两 个 对 角 分 块 阵 ,结构 形式 为 
总 二 We | | 0 0 | 
0 0 ka ga 
vi 对 解 耦 后 单 输 人 单 输出 系统 的 期 望 极点 配置 
可 以 看 出 , 解 硬 后 单 输 和 人 单 输出 系统 均 为 2 维系 统 。 蚌 此 ,指定 项 组 期 望 前 环 极 点 ， 
1 一 一 2， 05 一 一 4 
An 一 一 2 十 j， A 一 一 2 一 j 
并 定 出 相应 的 两 个 期 望 特征 多 贰 式 为 
BT (sy = Cs ts 一 4) 一 十 6s 十 8 
az (5) = C2 一 (s+ 2+] 二 二 4x5 
再 注意 到 


故 按 极点 配置 算法 ,可 以 定 出 ， 
RIn ~ 8， El 一 6; 下 一 3， 上 起,] 一 44 
从 而 ,在 保持 动态 解 不 前 提 下 ,可 以 导出 满足 期 望 极 点 配置 的 状态 反馈 算 阵 ， 


2 - 6.0 0 
0 0:5 4 


CviiD 定 出 相对 于 原 系 统 14 ,下 ,C) 的 输入 变换 阵 工 和 状态 反 蚀 矩阵 天 
基于 上 述 导 出 的 结果 ,并 利用 公式 (6. 181) ,可 以 定 出 状态 反馈 矩阵 为 
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输入 变换 和 矩 阵 为 


LE ?| 
0 1 


Ci 是 出 包 售 输入 变换 的 状态 反馈 系统 的 状态 空间 描述 和 传递 函数 矩阵 
通过 计算 得 到 ,对 综合 导出 的 解 砖 控 制 系 统 ,状态 方程 和 输出 方程 为 


一 1 1 17 T 0 
一 10 一 上 2 1 1 0 
一 《上 各 一 下 和)Tx 十 县 Lm 一 _ | p+ ?| 
5 0-5-0 ll 
站 20 -10 
?一 一 1 1 | | 
传递 函数 矩阵 为 

[1 - 

Gx (ts) C= COT — A+ BEI-'HL 一 1 十 85 十 昌 
Fa 


0.8 状态 反馈 静态 解 看 


静态 解 罚 的 提出 基于 两 个 基本 原因 。 一 是 动态 解 耦 对 系统 模型 的 严重 依赖 性 ,任何 
模型 误差 和 和 参数 氢 动 都 将 破坏 系统 动态 解 克 ， 一 是 从 工程 角度 静态 解 而 已 可 满足 实际 需 
村 ,而 其 对 模型 误差 和 套数 摄 动 的 敏感 性 则 小 得 多 。 本 节 是 对 状态 反馈 静态 解 耦 问题 的 
简要 讨论 。 主要 内 容 包 括 疝 题 的 提 法 、 可 解 艳 条 件 .状态 反馈 静态 解 耦 算法 等 . 


问题 的 提 法 


考虑 多 输入 多 输出 连续 时 间 线性 时 不 变 受 榨 系 统 ， 
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x =Ax— Bu 

y= Cx 
其 中 .xE .7 为 状态 ,&E: 祝 为 输入 ,y 蕊 .让 为 输出 , 丰 ,B 和 CC 为 相应 维 数 常 阵 。 同 样 .对 其 
引信 三 个 基本 假设 :系统 输入 维 数 和 输出 维 数 相等 , 即 9 一 户 ;系统 输入 采用 "状态 反馈 " 吉 
“输入 变换 "形式 , 即 ud -Kx 十 Lv ,其 中 下 为 p xn 状态 反馈 矩阵 ,vw 为 参考 输入 ;pp 
输入 变换 阵 L 为 非 奇 异 , 即 detL 去 0， 

所 谓 静 态 解 耘 就 是 ,对 线性 时 不 变 受 榨 系 统 (6. 182) ,综合 - -个 输入 变换 和 状态 反馈 
矩阵 对 {LE ? ,KE WY*) 其 中 也 为 非 奇异 ,使 导出 的 包含 输入 变换 状态 反馈 系统 
r= (A4— BR}r+ Bev 


6. 182) 


C6. 183) 
了 一 Cx 
及 其 传递 函数 撼 阵 
Gr (sy = CC 一 A+ BK} 'BL 《6- 184) 
满足 如 十 两 个 属性 ， 
(9 闭环 控制 系统 .5.183) 为 新 近 稳 定 , 即 有 
Rei (A— BR} < 0, i 1,2,u,n (6. 185) 
其 中 ,4t，) 表 示 所 示 算 阵 的 特征 值 。 
(i) 团 环 传递 陷 数 和 矩阵 Cu 1) 当 s 二 0 时 为 非 奇 异 对 角 常 阵 , 即 有 
Fit (0) 
lim Gx (3) 一 Es (OO FEQ, T= ,2p (06,186) 
Bop 0) 


区 别 于 动态 解 辜 控 制 系统 ,静态 解 丰 控制 系统 具有 如 下 两 个 特点 。 
(1) 频率 城 特 点 。 芋 态 解 蜀 控制 系统 的 传递 函数 符 阵 Gx C3) , 当 二 0 时 为 耦合 非 对 
外 短 阵 , 当 :二 0 时 为 解 耦 对 角 和 矩阵 。 即 有 


人 Bip 39)T 


2 : | 时 站 
Bals) ee fs) 


Gk (3s = (6. 1873 


E10 
' 到 > 一 0 
Bm (0) 


+ (2) 时 间 域 特点 。 静 态 解 确 只 适用 于 p 维 参 考 输 入 vw 各 分 量 为 阶 蚂 信号 情况 , 即 


B10) 
V(t) = | : (6. 188) 
,1(e) 


其 中 ,1 由 是 以 f=0 为 作用 点 的 单位 阶 路 函数 ,{ ,i 二 1,2,…, 思 ) 为 常数 组 ， 闭环 控制 系 
统 相 对 于 阶 姥 参考 输入 的 输出 响应 “可 以 基于 拉 普 拉 斯 皮 变 换 导出 ,有 


ht taTeenmerm nirem ce ww 一 
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yO Gs) 


iB, | -， 
1 Blawg 
TS 站 
一 1d : : 一 > 一 5 (6b. 189) 
Epi:) i p(s) | I 
加 on 1 le ca 
在 系统 为 浙 近 稳定 前 提 下 , 基 此 并 利用 拉 普 拉 斯 变 模 终 值 定理 ,可 以 得 到 静态 解 粳 系 统 的 


a 


b, 


l A | 
lim y(1= lim sGru 6) | | 一 = [lim Gu (3)] | 
A “7 (6. 190) 
[F100) 总 Bi (D2 A 
= | : | 一 : 
| Ew {0) | [8, 5 (0)B, | 


这 意味 着 ,静态 解 艳 系统 相对 于 阶 唉 参考 输入 的 输出 响应 (四 , 稳 态 过 程 中 可 实现 一 个 
输出 分 量 由 且 仅 由 同 序号 输入 分 量 所 控制 ,过 渡 过 程 中 则 为 一 个 输出 分 量 同时 由 各 个 输 
人 人 分量 所 控制 。 即 有 
a UU Dy, 所 控制 ， 过 渡 过 程 中 
yt) {6.191) 
由 且 仅 由 wv 所 控制 ， 稳 态 过 程 中 


可 解 大 条 件 


这 一 部 分 中 ,针对 线性 时 木 变 受 控 系统 ,给 出 系统 可 静态 解 痢 条 件 , 即 由 输入 变换 和 
状态 反馈 可 实现 静态 解 耦 应 满足 的 条 件 。 

结论 6. 26 [可 前 态 解 耦 条 件 ] 存在 输入 变换 和 状态 反馈 和 矩阵 对 {LE 放 sx?， 
KE "} ,其 中 工 为 非 奇 异 即 detL 尖 0, 可 使 方 4 维 连续 时 同 线 性 时 不 变 受 控 系 统 
(6. 1822 实 现 静 态 解 糊 , 当 旦 仅 当 ， 

(i) 受 控 系统 可 由 状态 反馈 镇 定 

(ji) 受 控 系统 系数 矩阵 满足 如 下 秩 关 系 式 ; 


rank = 贡 p 厂 
证 为 使 证 明 思 路 更 为 清晰 ,分 成 三 步 进 J 证明。 


I mt tn 


首先 ,证 明 黎 关系 式 : 


1 人 - ， 
cnk| [= rank| (EE. 193) 
0 CA BK;'B 


对 此 ,基于 :起 一 BK)' 存 在 ,可 有 由 


"i 作 ] 
Lo CiA— BE) 'B 


- 0 1rA—B {A—BK) ' (A-—BK) 'B 
一 | " 站 | | (6. 194 
-CA—BK)-!: J, c oll 0 —I, J 
和 
—BK B A BIri, 0 
| ]- | 二 | (6. 195) 
- 克 0 LHC .一 下 1,. 


即 可 导出 式 566. 193}。 合 题 得 证 ， 

其 次 ,证 明 充 分 性。 为 此 ,由 受 控 系统 可 由 状态 反馈 镇 定 串 知 , 必 存 在 状态 反馈 阵 
KE " ,使 ReA( 和 一 BK)<0,i 一 1,2,…,n, 妈 状态 反馈 系统 为 浙 近 稳定 、 并 且 , 基 此 可 知 . 
(4 一 BK) 为 非 奇 异 , 即 (4 一 BK) 存在。 由 此 ,并 出 物美 系 式 (6. 192) 和 (6. 193) ,可 以 导出， 


rankC(A— BK} 'B— yp 《6. 196) 
即 pxXp 答 阵 C(4 一 BK)-'B 为 非 奇 异 。 基 此 , 取 输 入 变换 阵 为 
L=— CA- BE) :BID 《6. 107) 
其 中 疡 X 声 矩阵 万 取 为 
11 
B= | d, 0, 7=1,2,,p (6. 198) 
上 dd 


于 是 ,在 {K,L 的 上 述 取 法 下 ,在 闭环 控制 系统 为 浙 近 稳定 同时 ,成 立 ， 
lim Gx (3) 一 lim CsT —A+ BK) :BL 
=— LC(4— EK) BI— [CA BR) 'BI B= Db (8.199) 
即 im Gi (s) 为 非 奇异 对 角 阵 。 据 静 态 解 夺 定义 知 , 在 满足 结论 的 两 个 条 件 下 ,系统 可 出 
{ 瑟 ,天 实现 静态 解 耘 。 充 分 性 得 证 。 

最 后 ;证 明 必 要 件 ， 对 此 ,已 知 系统 可 静态 解 看 ,由 此 所 定义 知 存 在 {K,L; 使 闭环 榨 
制 系统 为 渐 近 稳定 , 且 Cu (0) 一 一 CC4- BK)-: BT 为 非 奇异 对 角 和 矩阵 。 其 中 ,闭环 系统 
渐 近 稳定 "意味 着 爱 控 系 统 可 由 状态 反馈 镇 定 , 即 结论 第 一 个 条 件 成 立 。 由 “Gu (0) 非 奇 
异 ”, 并 考虑 工 非 奇异 ,有 

Gai(0) 非 奇 异 全 C4 一 BK) 'B 非 奇异 (6. 200) 
而 闭环 系统 渐 近 稳定 意味 着 (4 一 BK)!' 存 在 ,由 此 并 利用 式 (C6. 193) ,可 以 进而 学 出 : 
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点 8B 
人 (站 一 有 :下 非 育 且 3 mank| 人 0 |= 1p 


5 结论 第 .二 个 荣 件 成 立 《和 21 
必 昌 性 得 让 。 相 明 完 成 


肯 态 解 耦 控制 综合 算法 


下 面 .给 出 综合 {LE 2 和 47) 恒 导 出 的 包 依 输 和 人 变换 状态 反馈 系统 实现 静态 
鲜 友 的 算法 . 

算法 6.7 [静态 解 录 综 合算 法 ] 给 定 坟 4 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 爱 挖 系 统 (6. 182)、 
要 求 综合 使 财 环 榨 制 系统 实现 静态 解 硝 的 矩阵 对 ! 工 , 芭 } 。 

Step 1: 判断 受 控 系统 44, 吨 的 能 镇 定性 ， 若 为 能 镇 定 , 进 人 下 一 步 ; 若 为 不 能 镇 定 ， 
去 到 Srep 7。 

Step 32: 判断 受 控 系 统 的 秩 关 系 式 (6. 192)。 若 为 满足 ,进入 下 一 步 ; 苦 为 不 满 旺 . 夺 
到 Step 7， 

Step 3; 综合 PXn 和 镇定 状态 反馈 阵 KK。 按 镇 定 或 更 一 般 地 按 极点 配 壬 加 求 ,在 左 半 
开 s 平 面 上 任意 指定 个 期 望 极点 .并 按 包 输入 情形 极点 配置 算法 计算 KK， 

Step 4: 对 静态 解 看 后 各 单 输入 单 输出 控制 系统 按期 望 玛 求 指定 稳 态 增益 即 8. 的 
值 ,i 一 1,2,…, 户 ,组 成 了 = diagldi ,0 )，。 

Step 5; 计算 CCA 一 BK) '8 .i 计算 道 [C4 一 BK) 1B81 1!， 

Step 6: 计算 L= 一 LC(4 一 BR)-'B] ‘DD， 引 {LL, 必 : 即 为 综合 导出 的 输入 空 换 秃 状态 
反馈 矩阵 ,并 有 Gurt0) 一 五 。 

3tep 7: 停止 计算 。 


6.9 跟 中 控制 和 搞 动 抑制 


恨 踩 控制 和 扰动 抑制 是 广泛 存在 于 工程 实际 中 的 一 类 基本 控制 问题 。 雷 达 天 线 跟踪 
运动 体 和 导弹 鱼雷 飞 向 目标 等 就 是 这 类 控制 问题 的 典型 例子 。 跟 踪 控 制 和 扰动 抑制 统称 
为 跟踪 问题 ,其 主要 目标 是 抑制 外 部 扰动 对 系统 性 能 影响 和 使 系统 输出 尤 静 差 地 跟踪 外 
部 参考 输入。 本 节 内 容 包括 问题 的 提 法 .扰动 和 参考 输入 的 信和 叶 模 型 .控制 系统 的 组 成 结 
构 , 以 及 综合 方法 等 。 


问题 的 提 法 


考察 同时 作用 控制 输入 和 外 部 扰动 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ,状态 空间 描述 为 


re 
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x 一 Ar+ Ba Bw 

y=Cx— Du Dw 
其 中 ,x 为 n 维 状态 ,wn 为 p 维 控制 .3 为 gq 维 输出 ,w 为 4 维 确定 性 扰动 。 假定 {有 4,B! 为 完 
全 能 柱 ,{ 和 4,C} 为 完全 能 观测 。 上 骨 令 受 控 系 统 输 出 y(t} 跟 味 外 部 参考 输入 y(t) ,跟踪 误 
差 表 为 


‘6. 202) 


ett) — pC) — y(t) (6. 203) 
基于 上 述 讨 论 , 吕 以 给 出 昭 踪 问题 受 控 系 统 的 结构 框图 ,如 图 6.8 所 示 。 


图 5.8 跟 耻 问 题 受信 系统 的 结构 框图 


对 于 上 跟踪 问题 ,问题 的 提 法 可 以 区 分 为 如 下 三 种 情形 ， 
《iD 渐 近 跟踪 。 对 图 6. 8 所 示 受 控 系 统 , 若 对 任意 非 零 参 者 输 人 《站 天 是 和 零 扰 动 
wt 让) 三 0, 疗 让 控制 输入 ;成立 ; 
lim FPL) 二 lim yn Cr) C6. 204} 
即 
lim [4 limL ys C2) 一 ft] 一 站 (Bb. 205) 
则 称 系统 输出 实现 对 参考 输 和 人 的 浙 近 跟踪 ， 数学 上 ,“ 浙 近 " 含 义 是 指 :->o6 的 情形 ;物理 
上 ,“ 渐 近 ” 合 义 则 指 系统 结 束 过 渡 过 程 达到 稳 态 的 情形 。 
《io 扰动 抑制 对 图 6.8 所 示 受 控 系 统 , 车 对 任意 非 零 扰动 wit) 关 0 和 零 参 考 输 人 
《由 二 0, 存在 控制 输入 ,成 立 ， 
lim yu(t) 一 月 《1.2067 
则 称 系统 输出 实现 对 扰动 的 换 制 ， 
tu 无 蔚 差 跟踪 。 对 图 6. 8 所 示 受 控 系 统 , 若 对 任意 非 零 参 考 输 人 《00 天 和 任意 
非 零 扰动 wi) 隆 0, 存在 控制 输入 ;成立 ， 
lim yt 一 lim yo Ct) (6. 207) 
即 
lim EC) = liml yo 2) — y(t)1=0 CH. 208) 


PE a 


6.9 跟踪 控制 和 扰动 抑制 307 


出 称 系统 输出 实现 对 参 号 输入 的 无 静 盐 跟踪 . 即 门 时 实现 渐 近 跟踪 和 扰动 抑制 。 


参考 输入 和 扰动 的 信号 模 型 


本 部 分 讨论 参考 输入 利 扰 动 信号 的 建 模 问题 ， 为 合计 论 简 明 起 见 ,不 妨 把 所 讨论 问 
题 归 纳 为 如 下 几 个 方面 。 

(1} 建立 信和 号 模型 的 必要 性 

从 本 节 随 后 讨论 中 可 以 看 到 ,使 线性 时 不 变 受 控 系 统 的 输出 实现 渐 近 跟踪 和 扰动 换 
制 , 是 以 控制 器 中 " 植 人 ?参考 输入 和 扰动 信号 的 模型 为 机 理 的 。 因 此 ,对 参考 和 输 人 和 和 扰动 
信和 号 建立 相应 的 模型 是 求解 亲近 跟踪 和 扰动 拖 制 问题 的 前 提 , 

[2)》 信号 的 特性 和 模型 

对 于 一 般 信号 而 言 , 纵 定 信和 号 和 (的 特性 可 按 其 属性 区 分 为 "结构 特性 ”和 "* 非 结构 
特性 "两 个 部 分 ， 

在 时 间 域 中 ,信号 wm (的 两 类 特性 具有 如 下 对 应 关系 ， 

0 结构 特性 一 yo lr) 消 数 结构 
yo lt) 非 结 构 特 性 = yo (1) 的 数量 参量 

例如 ,对 阶 茎 信号 及 100 ,结构 特性 为 " 阶 茎 函数 1(2)”, 非 和 结构 特性 为 * 阶 尹 幅 值 成”"。 对 
正弦 信号 yo sin (et 一 9) ,结构 特性 为 “正弦 函数 sinwz”, 非 结构 特性 为 “ 幅 值 ynm 和 
相位 9”， 

在 频率 域 中 ,通过 对 信号 y,() 取 拉 普 拉 斯 变换 ,可 以 得 到 信号 变换 函数 的 -- 般 形式 ， 


ns) 
dtsy 


基 此 可 知 ,信和 号 (的 两 类 特性 具有 如 下 对 应 关系 
of60 结构 特性 二 (3) 分 母 多 项 式 d(5) 
yo lt) 非 结 构 特 性 = (3) 分 子 多 项 式 ms) 
例如 ,对 阶 有 贱 信 号 访 1(1) ,其 变换 函数 为 启 /s, 结 构 特 性 为 *, 非 结构 特性 为 久 ， 对 正 防 伟 
号 yonSin(wmi 十 四 ,其 变换 函数 为 (Bs 十 如 Js 十 wi) ,结构 特性 为 (2 十 wi ), 非 结构 特性 为 
(Bs 二 局) 
对 于 跟踪 问题 的 求解 ,主要 采用 信号 结构 特性 模型 。 给 定 信 和 号 mi (609， 表 其 频率 域 结 
构 特 性 为 4(5), 则 信号 结构 特性 模型 就 为 基 此 导出 的 一 个 线性 时 不 变 自 治 系 统 ， 
T= ID) 一 冲 
Yo lt) = cox 


YY, Cn) = 


‘6, 2097) 


(6, 210) 


其 中 
dimx 二 cs) 阶 深 二 
4 的 最 小 多 项 式 = ds) 


oe tem pe em Ee rr re = 
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ec 一 1XPa 问 量 
Xx(0) 二 x, 为 未 知 向 量 
例如 ,对 正六 信号 ysintei 二 六 . 笑 率 域 结构 特性 为 (5 一 wr). 基 此 导出 的 信号 结构 特性 
模型 为 


yo 一 [1 0 jx 
(3) 参考 输入 的 结 枸 特性 模型 
对 图 6.8 所 示 受 控 系 统 , 表 4 维 参 考 输 入 (7) 为 


"yo tty 
加 二 | : (16.211)» 
yn tf) 
其 变换 函数 到 (sy 相应 她 为 
_ ls] 
Fa) dn ts) | 
Y, (i) = | ; |= | : (6. 212) 
Yostn) | ' 71 (8) | 
dCs) 
再 表 
ds5) 一 1) 最 小 公 倍 趟 《6. 213) 
?2 一 多 项 式 d,(s) 的 次 数 
则 可 基 此 导出 ,参考 输入 六 (59 的 结构 特性 模型 为 
Xr 二 六 ,I 
(6. 214) 


yoft = Cr, 
其 中 ,A4, 是 满足 “最 小 多 项 式 二 4,(s)” 的 任 一 n, Xn 阵 ,C 是 满足 输出 为 y, (+) 的 任 
一 9Xn, 阵 。 
(4) 扰动 信号 的 结构 特性 模型 
对 图 6.8 所 示 受 控 系 统 , 表 9 维 扰动 信号 w(2) 为 


wo 1) 
Wit) 一 《DZ157 
rw 7) 
其 变换 函数 多 Cs) 相 应 地 为 
re (3) 
1 3) dd (sy 
Wis) = 了 |- : (8. 216) 
Ws) Nr 5) 
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再 表 
dd 最 小 公 倍 式 《6. 217) 
nu 一 移 项 式 dd 《sw) 的 次 数 
基 此 可 以 导出 ,扰动 信号 wij) 的 结构 特性 模型 为 


有 一 六 (6. 2.8) 
wery 一 Ck 
其 中 ,A 是 满足 "最 小 名 项 式 一 dts)" 的 任 一 Xn 阵 :C 是 满足 输 呈 为 wt?) 的 任 一 


4Xn. 阵 。 

45) 参考 输入 和 扰动 信号 的 共同 不 稳定 模型 

为 对 图 6.8 所 示 受 控 系 统 综合 满足 尖 近 跟踪 和 扰动 抑制 的 控制 器 ,控制 器 中 需要 植 
人 的 信号 模型 实际 上 只 是 参考 输入 yi) 和 扰动 信号 wt) 的 共同 不 稳定 模型 。 对 此 ,不 
芒 分 成 为 如 下 几 点 进行 讨论 。 

WD po《 刀 和 wt 的 渐 近 影响 如 前 所 述 , 对 于 新 近 跟 踪 和 扰动 抑制 ,需要 关注 的 只 是 
系统 输出 yj) 在 to 的 行为 。 而 对 系统 稳 态 能 够 产生 影响 的 信号, 划 只 是 (和 wt) 
中 (co 时 不 趋 于 零 的 部 分 。 这 就 表明 ,在 对 六 (6 和 w(i 进 行 建 模 时 .只 需 考 虑 信 
导 mw (区 入 的 源 近 影响 。 

4 (和 (的 分 解 。 基 于 上 述 分 析 , 可 杷 参考 输入 mo 和 换 动 信 身 wt 分别 
分 解 为 "稳定 部 分 ”和 "不 稳定 部 分 两 个 部 分 , 即 有 

Pott) = palt) + yo (2) (8. 219) 
和 

We) = Wt) + ww, Ce) (Dh. 220) 
其 中 ,yo( 引 和 w() 当 troo 时 条 于 零 妈 为 稳定 部 分 ,yp (0) 和 和 wi) 当 六 =*co 时 不 趋 于 零 即 
为 不 稿 定 部 分 。 

Ca yo (和 w( 四 模型 的 最 小 多 项 式 的 分 解 。 对 应 于 mt 和 w( 昌 的 分 解 ,其 结构 特 
性 模型 的 最 小 多 项 式 也 可 进行 相应 的 分 解 ,有 


点 , 最 小 多 项 式 = dd,(s) 一 Bs 
4. 最 小 多 项 式 一 ds) 二 (5) (5) 


其 中 ,$C5) 一 0 和 有 5) 一 0 的 根 为 稳定 部 均 位 于 左 半 开平 而 ,由 (一 0 和 8 Cs 一 0 的 
根 为 不 稳定 即 均 位 于 右 半 闭 "平面 。 
(iv) 参考 输入 和 扰动 信号 的 共同 不 稳定 模型 、 表 
$s) == 加 (3) 和 和 (5) 最 小 公 倍 式 一 中 上 or: 十. oso (C6,221) 
基 此 ,组 成 模型 的 系数 矩阵 ， 


上 一 《6. 222 ) 


中 
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T 
4 | (6, 223) 
“" | rn 
_ |: (6. 224) 
i | 让 
1 
| 
B= . | 【22 


并 令 ,跟踪 误差 etf) 为 模型 给 入 .yy (9 为 借 型 输出 , 见 可 导出 参考 输 人 和 扰动 信号 共同 不 
稳定 模型 为 


[6,226) 


无 静 差 跟踪 控制 系统 


这 一 部 分 中 ,针对 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6. 202) ,基于 参考 输入 和 扰动 信号 
共同 不 稳定 模型 ,讨论 无 静 差 跟踪 控 制 系统 的 构成 和 综合 。 

(1) 无 静 差 跟 昧 控制 系统 的 构成 

无 静 差 限 踪 控制 系统 组 成 结构 的 -- 般 形式 如 图 6.9 所 示 。 控 制 器 由 “ 何 服 补偿 器 ”和 
“镇 侠 补偿 器 "所 组 成 。 僻 服 补偿 器 为 一 个 线性 时 不 变 系 统 , 其 功能 是 为 控制 系统 实现 渐 
近 跟 踪 和 殷 动 抑制 提供 机 理 保 证 。 镇 定 补偿 器 为 - -个 静态 状态 反馈 ,其 功能 是 司 榨 制 系 


人 己 昭 补 佳 中 


图 6.9 无 静养 跟踪 控制 系统 组 成 结构 的 -- 般 形式 


进一步 ,对 于 图 6. 8 所 示 连 续 时 间 线 任 时 不 变 受 控 系 统 , 将 伺服 补偿 器 取 为 “参考 输 
入 和 拒 动 信号 共同 不 稳定 模型 3.” 和 * 人 比例 型 控制 律 即 矩 阵 天 “的 串联 ,也 即 在 补偿 器 中 
茜 和 人 号 和 的 共同 不 稳定 模型 ,有 
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(6, 227) 
和 | 一 - KX. 


将 镇 定 补 供 器 职 为 受 注 系统 的 状态 反馈 ,有 有 : 
u = Kx CH. 228) 


基 此 .可 以 更 为 具体 的 形式 ,给 出 连续 时 间 线性 时 不 变 无 静 差 跟踪 尺 制 系统 的 结构 组 成 ， 


如 图 6.18 所 示 。 
让 
r=ArtBut+e,w om ten 


池 6.10 无 静 益 眼 踪 控 制 系统 的 结构 图 


(2) 无 静 差 跟踪 控制 系统 的 状态 空间 描述 

对 图 6. 10 所 示 无 静 差 跟踪 控制 系统 , 设 爱 控 系统 荆 ， 为 完全 能 控 , 其 状态 空间 描述 为 
x 二 并 YY Bu 二 Bw 
y=Cxr+Dai+ Dw 


(6, 220) 


和 

ef) = 一 区 6, 230} 
进而 ,想象 地 * 断 开 ”x, 的 作用 点 ,可 以 得 到 按 5 一 5 顺序 组 成 的 串联 系统 +t。 基于 三 
和 ZZ. 的 状态 空间 描述 ,可 以 导出 串联 系统 5; 的 状态 空间 描述 为 


[4 0x] 7 8 六 了 ro0 

:| [| ac a + | gph tl so + 《6. 2317 
再 由 图 6.10 所 示 无 静 差 跟 踪 控制 系统 的 结构 知 , 上 式 中 控制 输入 & 即 为 串联 系统 了 的 
状态 反馈 ,有 


一 
u= |[—K Kl | (6, 232) 
Bb 


基于 上 述 分 析 , 可 以 得 出 结论 ,图 6. 10 无 苦 差 根 踪 控制 系统 的 状态 方程 即 为 由 式 (6. 231) 
和 式 (6. 232) 组 成 的 联 立 方程 ， 

‘3) 串联 系统 zr 的 能 控 性 

进而 ,讨论 串联 系统 37 的 能 控 性 ， 随后 可 以 看 到 , 祥 ; 的 能 控 性 对 于 控制 系统 的 渐 近 
跟踪 和 扰动 抑制 具有 重要 意义 。 

结论 6.27 [Et 完全 能 控 条 件 ] 对 由 式 (56. 231) 给 出 的 串联 系统 ,系统 为 完全 能 


Tm me Te 
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控 的 一 个 充分 条 件 为 
(1) 受 控 系统 的 输 人 维 茹 大 于 等 于 输出 维 数 , 即 dimta) 守 dimt{y): 
(ii) 对 参 普 和 葡 入 和 挑动 信和 导 共 阿森 稳定 代数 方程 85) 一 93 的 每 个 根 夺 ,成立 : 
A -A B81 


ranik :OQ 十 中 1 一 1 2 [HB. 233} 
- -CC Di 
证 ”上册 能 控 性 PBH 秩 判 据 知 , 欲 证 半 ， 为 完全 能 控 ,归结 为 证 册 ， 
| sy 1 心 8H | 
Rn nk Be _BD 
(6, 2347) 
-和 B 0 
一 rank| | ver 
BC — BD :I-. A 
首先 ,证 对 机 了) 一 站 根 以 四 所 丰 、， rankWts) 二 十 gf。 对 此 ,由 (最 ) 为 完全 能 控 ,有 
rankLsT- A HB cn, VY, Et 【6. 235) 
再 由 参考 答 人 和 扰动 信号 共同 不 稳定 模型 的 系数 第 阵 种 结构 ,有 
rankCsT oo— AY a, Yh oe 根 以 外 所 有 有， 【日 , 236) 
从 上 噶 , 利 用 式 (6. 235)? 和 式 56.2367. 即 下 证 香 ， 
ranky() 一 下 十 昌 ， 5) 一 站 根 以 外 所 有 、， [6, 237) 
进而 ,证 对 中 := 二 0 根 ,rankY Cs) 一 十 oi。 为 此 ,将 Y(t) 直 为 
三 好 一 肯 0 BB 了 
VO) = | 
BC 一 4 BD 
-有 A 0 8- (6. 238) 
1 0 D ， 
~ | | -CC 0 D 
0 一 下 (了 一 点) 
T， 0 
且 由 A,,B.) 为 完全 能 控 形 式 , 可 以 导出 ， 
ki 9 " | i 
一 ， YY, .239 
™ lo _B CO A "19 S 1 
再 由 给 定 条 件 (iD 和 (iiy, 又 可 得 到 ， 
这 一 此 0 Hl 
mm -< 0 吕 | 一 2 十 十 型 ， Ys) =0 根 【240 1) 
0 一 于 0 


于 是 ,利用 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 不 等 式 , 即 对 任意 XB 站 阵 P 各 Bx 矩阵 Q, 必 成 立 
关系 式 : 
rankP + rankQ —- P< rankPO < minfrank P.,rankO)} 《6. 241) 
相对 于 所 研究 问题 ,对 应 地 有 
为 十 型 一 人 十 名) 六 (十 他 十 四 一 (十 村 十 0) 之 rankVv (Cs) 


‘0. 242) 
< minta 十 时: 十 本 十 可 一 开 十 开 ， 并 站 二 0 根 
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基 上 此 .证 得 : 
rinkwts) = pg = 要 (6, 243) 
最 后 . 联 侣 式 (6,237) 和 式 (6.213). 即 证 得 ， 
rankY (ts) — nt nai, 和 6, 244) 


也 即 让 得 ; 为 完全 能 控 。 泪 明 完 成 ， 

(4) 控制 系统 的 无 静 莽 跟踪 条 件 

基于 串联 系统 3r 的 能 控 性 , 现 来 给 出 图 6, 10 所 示 控 制 系统 可 实 设 无 静 革 跟踪 的 
条 性 。 

结论 6. 28 [无 静 差 跟踪 条 件 ] 对 图 6.10 所 示 控 制 系统 .存在 状态 反馈 (6. 232) ,使 
可 实现 无 静 差 跟踪 和 的 一 个 充分 条 件 为 ; 

(1) 受 控 系统 的 输入 维 数 大 于 等 于 输出 维 数 . 即 dim(n) 守 dim( y); 

(ii) 对 参考 输入 和 护 动 信 圭 共同 不 稳定 代数 方程 8) ==0 的 每 个 根 闵 ,成立 ， 


4 了 一 上 盘 8B 
cank| 上 = Hd T= lt (6. 245) 
— DD 


证 由 结论 6.27 知 , 若 条 件 (i) 和 (i 满足 , 则 图 6.10 所 示 控 制 系统 中 串联 系统 Er 
为 完全 能 控 。 这 进而 意味 着 ,存在 状态 反馈 (6. 232) ,使 图 6. 10 所 示 控 制 系统 为 浙 近 向 
定 , 即 当 :oo 时 变量 e() 一 0。 从 而 , 基 此 可 知 , 对 任意 非 零 参 考 输 入 《7 坟 0 和 任意 恬 
零 扰动 w(7) 关 0, 有 

lim el(1) = limLy tn -y=0 (C6, 2467 

也 序 系统 可 实现 无 静 差 跟踪 。 证 明 完 成 。 

《5) 无 静 差 跟 蚊 的 综合 算法 

基于 上 述 的 讨论 ,下 面 归 纳 给 出 无 静 差 跟踪 控制 的 综合 算法 。 

算法 6. 8 [无 静 差 跟踪 控制 综合 算法 ] 给 定 同 时 督 在 参考 输入 和 和 扰动 信号 的 线 件 时 
不 变 受 控 系 统 (6. 202) ,要 求 综合 可 使 系统 实现 无 静 差 跟踪 的 镇 定 补偿 器 和 伺服 补偿 器 

Step 1; 判断 是 否 dim(w) 守 dim(y)。 藻 是 ,进入 下 一 - 步 ; 背 否 , 去 到 Step 11。 

Step 2: 判断 {和 ,BB} 是 否 完 全 能 控 。 若 为 完全 能 控 , 进 入 下 - - 步 ; 阁 为 不 完全 能 控 , 夫 
到 Step 11， 

Step 3; 定 出 yo (2 和 w( 四 的 不 稳定 部 分 即 当 上 ce 时 不 盐 于 零 部 分 yy, (1) 和 w,(1)， 
对 知 (D 和 岂 (9 定 出 频率 域 结 构 特 性 史 () 和 g (Cs) ,计算 

此 5 = 和 (Gs) 和 网 (s) 最 小 公 倍 式 一 十 2s 十 二 Bs 十 如 
Step 4: 计算 不 3) =0 的 根 。 判 断 对 区 二 0 每 个 根 1, ,是 否 成 立 ， 
rank| "A > j= nt og, F120 

车 成 并 ,进入 下 一 步 ; 若 不 成 立 , 去 到 Step 11。 

Step 5: 冠 出 分 块 系数 从 阵 ， 


i 
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| i 人 
: 于 : 
Fr - ; | ， 有 = 

际 f 0 | 
| | | 

定 出 做 考 输 人 pC 和 和 抗 动 信号 wt) 二 间 不 稳定 槛 型 的 系数 年 阵 : 

I | B | 

I Bb 

Step 6: 组 成 tn 一 gi} 维 串联 系统 字 | 的 状态 方程 ， 


x1] 7 4 0 Fx" 3 ] ~” BB. 0] 
= [BC a |i -BD . BD. 上 LB? 

Step 7: 对 串联 系统 51 , 控 期 望 动态 性 能 指定 tn 十 g) 个 期 望 图 环 极点 1 .2 
dA} ,基于 ww 一 Kixr xr 一 [x ,x jj' .采用 极点 配置 算法 定 出 pntg) 维 Kl， 

Step 8: 将 下, 按 如 下 形式 分 块 化 ; 


KI 一 [一 K K. ] 
pn 


pt 


Step 9: 定 出 镇 定 补偿 器 ， 


Step 10; 定 出 倍 眼 补偿 器 : 
X 一 志 站 十 Be 


u = Kx. 
Step 11， 停 正 计算 。 
例 4.s 给 定 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 榨 系 统 ， 
" ] 9 0] | 0 站 
. ‘0 0 一 l1 0 ] 41 
二 一 六 区 十 Bu 十 了 re 一 YX 十 wt | " 
0 0 1 | 0 0 
i 0 ll 0 —1 | 


yy 一 (一 [10 0 Ox 

其 中 ,n 二 4,p 二 1,9 一 1。 给 定 参 考 输入 ww (和 拒 动 ww(1) 为 阶 跃 油 数 。 要 求 综 合 使 系统 
实现 无 静 差 跟踪 的 镇 定 补偿 器 和 伺服 补偿 器 。 

4 判断 受 控 系 统 的 能 控 性 和 输入 输出 维 数 关系 。 容易 判断 , 受 控 系 统 为 完全 能 控 ， 
且 由 dimtw) 一 dim(yy) 一 1 知 满足 输入 输出 维 数 美 系 式 dim() dimt( y) 。 

0) 学 出 yo 四 和 zwt} 的 共同 不 稳定 多 项 式 并 *) 。 由 《站 和 wt) 为 阶 芭 汕 数 , 口 其 
在 :roe 时 不 趋 于 零 ,有 和 (53) 二 :和 $(5) 一 5， 而 其 最 小 公 售 式 此 站 = 

Ci) 判断 可 位 现 无 静 上 莽 跟踪 的 秩 闫 系 式 。 对 几 s) = 二 0 根 4 一 0, 有 


rr 


5 9 跟踪 控制 和 搞 动 殷 制 


i 0 ] 0 0 0| 
_ 日 0 1 国 ] | 
起 17 . 
rank , | 一 rank | 0 0 D -1 0|=5= n+ 
| ‘1 0 --11 oe -ll 
1 0 0 © 0 
到 虹 秩 关系 式 满足 . 
tiv) 导出 yt 和 和 (站 的 相同 不 柳 定 模型 ; 
Te 一 nc 一 [Le 
其 中 ,二 wt) 一 v(t?)， 
tv) 组 成 5 维 串 联系 统 | 的 状态 方程 ， 
-xX]_ A 0]r*] | bn ro 
了 = 网 号 
| 0 1 性 站 0 | | 0 | 0 
0 .0-1 0 90 1 1 | 0 
= 00 01 ol oa+ lale+ ol 
090 1 9 0 |-i 16 | 0 
10 000| | 0| 1 


(vi) 对 串联 系统 Er 按 极 点 配置 综合 状态 反馈 矩阵 KW 。 按 期 望 动态 性 能 变 求 .指定 


5 个 期 望 闲 环 极点 ，: 
AY 一 一 下 人 一 -- 1， A 一 一 1 土 j， A 
下 出 对 应 的 期 望 特征 多 项 式 ， 


2 十 十 1 一 六 和 十 1 十 站 位 十 2 


二 5 十 6 十 15w: 十 2057 十 14s 一 4 
邱 取 控制 律 为 状态 反馈 : 


w= [kk | 


导出 相对 于 Zr 的 团 环 短 阵 ， 


9 1 总 
此 一 走 ， 一 点 一 | 一 
人 : : 
去 -| | 0 0 0 
Che 和 A 
| 二; 11 十 到 
一 】 0 [My 


定 出 其 特征 多 项 式 : 


= 一 2 


ats) —dettsl —A) = 5 十 (kk )s! 十 《并 一 下 一 于 7 十 


(Rk, 一 108> 2 -一 10&s 一 10 


rr re 
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由 使 gf? 科 La fs 各 个 对 应 系数 相等 ,可 以 定 出 ; 


大 ， 一 一 避 . 1 、 天 TT 1, 4， Fk, 和 .4 
Ek 一 一 27.4， k,—-- 8.04 
从 而 ,得 到 状态 反馈 的 分 抉 生 阵 为 
= 0 
一 
{vii) 定 出 镇 定 补 傍 器 ， 
ur kx =| -1.1, “站 一 27.4. 8, 04ix 


(viii) 定 出 何 服 补 从 器: 
六 [ol 二 [ie 一 
ul = Rr = 0 

(6) 内 模 原 理 

进 一 些 ,引信 内 模 和 内 模特 理 的 概念 ,以 使 对 无 静 差 跟踪 控制 在 物理 机 理 上 有 .个 更 
为 直观 的 了 解 。 

(DD 内 模 。 由 图 6. 10 所 示 线 性 时 不 谈 无 静 差 跟踪 控制 系统 的 组 成 结构 叮 以 看 出 ,这 
种 控制 方案 的 特点 是 ,在 伺服 补偿 器 中 * 植 人 ”参考 输入 w ci) 和 扰动 信 号 kt 的 共同 不 
稳定 模型 ,通常 称 这 个 置 于 系统 内 部 的 外 部 信号 模型 为 * 内 模 ”， 

(2 内 模 原理 。 对 基于 这 种 控制 方案 的 线性 时 不 变 无 静 闪 跟 移 控制 系统 ,在 系统 为 
产 近 稳定 前 提 下 ,系统 可 实现 渐 近 跟踪 和 扰动 抑制 的 基本 原因 就 齐 于 内 模 以 及 由 内 模 产 
生 的 补偿 作用 。 通 常 , 称 基于 y(t) 和 w(t) 共 同 不 稳定 模型 即 内 模 实 现 无 静养 跟踪 的 控 
制 机 理 为 内 草原 理 。 

(ii? 内 模 原 理 的 实质 。 实 质 上 ,内 模 和 内 模 原 理 本 身 并 不 嘴 一 个 新 的 概念 .而 是 对 
经 典 控 制 理论 中 一 阶 无 静 差 控制 和 二 阶 无 静 差 控制 的 推广 和 一 般 化 。 在 -- 阶 和 二 阶 无 静 
过 控制 系统 中 ,要 求 系统 包含 一 阶 和 二 阶 积分 环节 ,等 价 地 可 把 它们 看 成 是 植 人 于 系统 的 
阶 苔 画 数 型 和 和 斜坡 晒 数 型 参考 输入 信号 模型 即 内 模 。 正 是 由 于 采用 内 模 原 理 的 控制 方 
案 ` 使 得 一 阶 和 二 阶 无 静 差 控制 系统 可 以 分 别 实现 对 阶 路 函数 型 和 斜坡 函数 型 的 参考 输 
入 的 无 静 莽 跟踪 。 

(iV) 内 模 原理 的 特点 。 相 比 于 经 典 控制 理论 中 的 一 阶 和 二 阶 无 静 差 控制 ,内 模 原 理 
从 更 为 一 般 的 意义 上 ( 即 对 任意 类 型 的 函数 ?和 重 为 一 般 的 角度 ( 即 同时 对 参考 输入 或 和 
搞 动 信号 ) ,给 出 了 充 静 差 跟 踪 问 题 包 括 渐 近 跟踪 和 扰动 抑制 的 控制 方案 。 因 此 ,内 模 后 
时 所 揭示 的 是 无 静 差 限 踪 控制 系统 结构 组 成 上 的 一 般 规律 ,而 一 阶 和 二 阶 无 静 差 以 制 给 
出 的 只 是 内 模 原理 的 一 个 局 部 应 用 ， 

‘73 无 静 差 跟踪 控制 系统 的 鲁 棒 性 

控制 系统 的 便 律 性 是 指 系统 稳定 性 或 性 能 相对 于 系统 参数 氢 动 的 不 敏感 属性 。 系 统 
的 得 模 柱 僵 好 ,可 保持 稳定 性 或 性 能 的 参数 允许 摄 动 范围 全 大 ， 在 控制 理论 中 ,控制 器 的 
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综合 总 是 相对 于 系 综 标 称 模 弄 得 到 的 , 击 建 模 谋 基 和 参数 据 动 父 显 不 可 避免 的 .因此 全 棒 
性 已 成 为 往 量 控制 系统 性 能 的 一 个 午 宅 指标 . 

基于 内 模 原 还 的 无 静 基 跟踪 控制 系统 方案 的 重 归 优点 足 , 对 除 内 模 以 外 的 受 控 系统 
和 补偿 器 的 参数 室 动 具有 很 得 的 不 敏感 性 。 当 受 控 系 统 和 补偿 器 的 参数 产生 搬 动 时 , 哪 
怕 参 数 气动 范围 为 柑 当 大 ,只 要 闭环 控制 系统 保持 为 渐 近 稳定 , 则 系统 必 作 只 有 无 静 益 跟 
距 属 性 。 内 模 控 制 的 无 静 基 跟踪 特性 及 其 很 强 的 鲁 棒 性 ,是 其 在 过 程 以 制 领域 得 到 广泛 
庶 用 的 一 个 重要 原因 ， 

苦于 内 模 原理 的 无 静 差 跟踪 控制 系统 对 内 模 参 数 的 变化 不 具有 和 鲁 棒 性 。 事实 上 ,内 
异 控 制 的 实质 ,就 是 依靠 参考 输入 yy (和 扰动 信号 w( 国 的 共同 不 稳定 代数 方程 此 一 10 
根 与 m (1 和 wt 四 的 不 稳定 振 型 实现 精确 的 对 消 . 而 来 达到 渐 近 跟踪 和 扰动 抑制 的 日 标 。 
内 模 参 数 的 任何 摄 动 ,都 将 直接 破坏 这 种 精确 的 对 消 , 从 而 破坏 渐 近 跟踪 和 扰动 抑制 的 机 
理 。 但 是 ,尽管 如 此 ,对 大 多 数 人 实际 工程 问题 ,由 于 yt) 和 wl) 为 有 界 , 即 使 不) 的 系数 
六 生变 动 , 基 于 内 模 原 理 的 无 静 差 跟踪 控制 系统 的 输出 y(4) 仍 能 以 有 限 稳 念 误差 跟 跳 参 
考 输入 yp (1)。 研 究 表 明 , 如 果 在 元 静 差 女 踪 控制 系统 中 不 采用 内 模 原 理 控 制 方案 ,那么 
同样 参数 握 动 下 的 控制 效果 将 会 更 差 。 

基于 上 述 分 析 , 可 以 归纳 给 出 如 下 两 个 结论 ， 

结论 6.29 [内 模 控制 鲁 棒 性 ] 图 6.10 所 示 茜 于 内 模 原 经 的 线性 时 不 变 无 静 差 跟踪 
控制 系统 对 除 内 模 以 外 的 系统 参数 握 动 具有 很 强 的 鲁 棱 性 ， 

结论 6. 30 [内 模 控 制 属性 ] 对 图 6. 10 所 示 基 于 内 模 原 理 的 线性 时 不 变 无 静 差 跟踪 
控制 系统 ,内 模 参 数 的 任何 摄 动 都 将 导致 失去 无 静 盖 跟踪 局 性 ， 但 尽管 如 此 ,在 此 情形 
下 ,内 模 原 理 控 制 方案 的 控制 效果 伟 然 优 于 其 他 类 型 的 控制 方案 。 


6. 10 线性 二 次 型 最 优 控制 ;有 限时 间 情 形 


线性 二 次 型 最 优 控制 属于 线性 系统 综合 理论 中 最 具 重要 性 和 最 具 典 型 性 的 一 类 优化 
型 综合 问题 。 优 化 型 综合 问题 的 特点 是 需要 通过 对 指定 性 能 指标 函数 取 极 大 或 极 小 而 来 
手 出 系统 的 控制 律 。 本 节 讨 论 有 限时 间 情 形 的 线性 二 次 型 最 优 控制 问题 。 主 要 内 容 包 托 
问题 的 提 法 和 类 型 .最 优 解 及 其 相关 属性 等 。 


LQ 问题 


LQ 问题 是 对 线性 二 次 型 (linear quadratic) 最 优 控 制 问题 的 简称 。L 是 指 受 控 系 统 
限定 为 线性 系统 ,Q 是 指 性 能 指标 函数 限定 为 二 次 型 函数 的 积分 。 


了 
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下 面 . 给 出 线性 一 次 型 最 优 控制 问题 的 提 法 。 给 定 连 续 时 间 线 性 时 恋 沦 控 系 统 ， 
各 (天 十 县 人 有， 人] (6, 247) 
其 中 ,x 为 二 维 状 态 .4 为 满 忠 解 存在 惧 一 性 条 件 移 pp 维 容许 控制 ,A&At 和 Bt 为 满足 解 
存在 惟一 性 条 件 的 相应 维 数 短 陡 。 给 定 相 对 于 状态 和 控制 的 二 次 型 性 能 指标 函数 ， 
Jiut"})) 一 xiSx, 上 1 Cx COOQOO x + a Re uy dt {6.248) 


其 中 ,加 权 阵 $=$7 守 0 即 为 nxn 下 半 定 对 称 阵 ,060 一 CD 守 0 芭 为 nn 上 上 半 定 对 区 
降 ,RR(D) 二 民 ()>0 即 为 pxp 在 定 对 称 阵 。 那么, 所谓 LQ 最 优 控 制 问题 就 是 ,好 找 一 
个 容许 控制 "(Ed 1 ,使 汕 着 由 初 态 x, 出 发 的 相应 状态 轴线 x(0) ,性 能 指标 是 数 皮 
为 极 小 值 即 成 立 关 系 式 ， 
J £00) — min J (ul)) {6. 249) 

进而 ,对 于 上 述 LQ 问题 需要 作 妍 下 一 些 说 明 。， 

(1) 性 能 指标 郊 数 的 属性 

从 数学 上 看 ,性 能 指标 函数 /ut )) 是 以 丽 数 w(t。 ) 为 宗 基 的 一 个 标量 陋 数 ， 对 不 
同 控制 函数 wt ，},Jal，)) 取 为 不 同 标量 值 ,所 以 Jw( - )) 为 消 数 ul 、… ) 的 晒 数 即 证 
明 。 这 是 因为 .尽管 J(ak。)) 直 观 上 由 控制 # 和 和 状态 x 同时 决定 ,但 由 状态 方 穆 可 知 状 
态 < 叉 由 控制 上 所 决定 ,因此 Ja )) 实 质 上 由 且 只 由 控制 a 所 决定 

从 物理 上 看 ,x 的 二 次 型 晃 数 积分 代表 “运动 能 量 ",n 的 “次 型 函数 积分 代表 “控制 
能 量 ”. 因 此 性 能 指标 汪 数 J (u(t，)) 属 于 能 量 类 型 的 性 能 指标 ， 

2) 加 权 阵 的 选取 

对 于 LQ 问题 ,综合 中 面临 的 一 个 基本 问题 是 ， 如 何 合 理 选 取 性 能 指标 防 数 
Jtut*，)) 中 的 加 权 阵 5,0,R， 尽管 对 应 不 同 加 权 和 矩阵 ,都 可 使 性 能 指标 法 到 最 优 :但 是 
加 羽 第 阵 的 不 同 选 取 , 将 使 最 优 控制 系统 共有 很 不 相同 动态 性 能 。 加 权 阵 5.Q.R 和 系统 
动态 性 能 间 的 关系 是 一 个 复杂 的 问题 , 虽 已 有 文献 进行 过 研究 ,但 至 今 扇 少 一 般 的 和 有 效 
的 指导 原则 ,通常 上 只 能 由 设计 者 根据 经 验 进 行 选取 。 

(3) 容许 控制 的 特点 

在 LQ 问题 中 ,所 谓 容 许 控制 胡 指 满足 状态 方程 解 存在 惟一 性 条 件 的 所 有 类 型 的 
控制 ,而 对 控制 & 的 取 值 范围 没有 加 以 任何 限制 。 基 此 原因 ,在 LQ 问题 的 讨论 中 ,通常 
总 是 认为 控制 志 取 值 于 综 即 有 iaE 宗 。 

(4) 最 优 控制 和 最 优 轨 线 

对 于 LQ 问题 ,通常 称 使 性 能 指标 函数 Jfat ， ) 取 极 小 的 控制 即 由 (5. 249》7 导 出 的 
控制 a"(，) 为 最 优 控制 ,系统 状态 方程 以 u* ) 为 输入 导出 的 解 x* (， ) 为 最 优 轨 线 ， 
对 应 的 性 能 值 六 一 Ja (，…)) 为 展 优 性 能 ， 

(5) 和 极 值 化 的 类 型 

对 于 LQ 问题 ,基于 把 二 次 型 性 能 指标 看 成 为 能 量 类 型 性 能 指标 ,习惯 地 采用 极 小 化 
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类 型 优化 形式 工程 上 . 究 况 采用 极 小 化 还 且 极 大 化 ,取决 二 性 能 指标 的 物 盏 内 滔 。 帮 性 
能 指标 含义 为 收益 、 利 润 等 ,自然 应 当 采用 概 大 化 类 型 优化 形式 ; 若 性 能 指标 合 久 为 能 耗 、 
虑 费 等 .部 么 就 应 采用 极 小 化 类 而 优 化 形式 ， 并 且 . 任 何 极 太 化 件 能 指标 必 果 转化 为 极 小 
化 性 能 指标 。 基 此 原因 ,本 节 限 寺 讨 论 概 小 化 类 型 的 1LQ 问题 ， 

66) 最 优 控制 问题 的 数学 实质 

数学 上 .LQ 藤 优 控制 问题 归结 为 性 能 指标 泛 函 的 有 约束 极 值 闽 题 。 即 对 给 定 的 一 
个 性 能 指标 泛 函 (6. 248) ,在 系统 状态 方程 (6. 247) 约 束 下 ,通过 相对 于 容许 控制 & 求 
J ul，)) 的 极 值 以 确定 最 优 控制 a"(，)。 道 常 , 变 分 法 是 求解 这 类 形式 泛 星 级 值 间 是 的 
基本 上 工具- 

(7) 最 优 控制 问题 校本 时 刻 的 分 类 

在 LQ 问题 中 , 按 运 动 过 程 的 未 时刻 情 形 , 可 分 类 为 * 有 限时 间 LQ 问题 "各 "无 限时 
间 LQ 问题 "*。 对 有 限时 间 LQ 问 晤 ,未 时 刻 1, 为 有 限 值 且 为 因 定 ;对 万 限 时 间 LQ 问题 
末 时 刻 为 1, 二 ~ 两 类 LQ 问题 在 问题 求解 和 最 优 控制 属性 上 都 会 有 所 区 别 ， 木 节 讨论 
有 限时 间 LQ 问题, 无限 时间 LQ 问题 则 在 下 节 中 讨论 ， 

(8) 调节 问题 和 跟踪 问题 

从 控制 工程 角度 ,可 把 1.Q 最 优 控制 问题 分 类 为 * 最 优 消 首 问题 "和 "最 优 眼 路 问题 *。 
最 优 调 节 问 题 的 目标 是 综合 最 优 控制 a (。) ,在 保证 性 能 指标 证 画 /ut 少 取 为 极 小 
的 同时 ,使 系统 状态 由 初始 状态 x 虹 动 到 零 平衡 状态 x =0， 最 优 眼 踪 问 题 的 日 坏 是 综 
合 最 优 控制 a"(，) ,在 保证 改 能 指标 泛 吨 J(u( 。)) 取 为 极 小 的 同时 ,使 系统 输出 y( 中 
踪 已 知 或 末 知 参考 输入 y.(1)。 跟 踪 问 题 实质 上- 是 调 第 问题 的 推 放 ,并 可 转化 为 等 价 湖 节 
问题 进行 研究 。 基 此 原因 ,下 面 重点 讨论 LQ 调节 问题 . 


有 限时 间 LQ 问题 的 最 优 解 


首 完 ,讨论 有 限时 间 时 变 LQ 问题 的 最 优 解 。 兰 虑 时 变 LQ 调节 问题 ， 
t=AC(Dxr+ Bu 二 (机 )》 一 工 ， i€E [tint, ] 《6. 250) 


1 ~ .1 . 
Ttut* Dx (Sr + I VODA Hu DRO ld tH. 251) 


其 中 ,x 为 维 状 态 ,n 为 p 维 输入 ,A(1) 利 Bti) 为 相应 维 数 系数 矩阵 ,5 二 $7 守 0 和 
0) 二 人 (1) 之 0 为 2Xz 正 半 定 和 矩阵, 民 ( 站 一 有 TCD>0 为 户 X 户 于 定 和 矩阵 。 可 以 看 出 ,时 
变革 LQ 问题 的 特点 是 受 控 系统 系数 矩阵 和 性 能 指标 积分 中 加 权 盾 阵 为 时 变 年 阵 、 

有 限时 间 时 变 LQ 问题 的 最 优 解 #" (，),x*(。) 和 J* 三 Jn*《，)) 由 如 下 结论 
络 出 。 
结论 6. 31 有 限时 间 时 变 LQ 问题 最 优 解 ] 对 有 限时 间 时 变 LQ 调节 问题 (66. 250) 
和 (6.251), 设 未 时 刻 1 为 固定 ,组 成 对 应 矩阵 黎 卡 提 (Riceati) 微 分 方程 ， 
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-Pi =pPOOA TATOPODO TT OU) POOBOR ‘BpPir) 
Plr y=S, EN | 
解 阵 PC 为 nxn 下 半 定 对 称 短 阵 ， 则 "C7 为 最 优 控制 的 充分 必要 条 件 是 具有 形式 : 


ut Kx tt), KO RIB Pp (6, 253) 
最 优 轨 线 x ，} 为 下 述 状 态 上 方程 的 和解 : 
x (C1 = x + Big (tf),. x (tx (C6, 25.1) 
最 优 性 能 镇 1 = 人 ia CC*)) 为 
了 ”一 二 光 Pl)x,, YYx DO (8, 235) 


证 先 证 公 要 性 。 已 知 w"(，) 为 最 优 控制 ,说 证 ww (一 一 RR 100B'(AD)PiYyx' (1) 
即 (6. 253) 成 立 。 

首先 ,将 条 件 极 值 问题 (8. 250) 和 (6.251) 化 为 无 条 件 极 值 问 题 。 为 此 .引入 拉 格 疗 晶 
(Lagrange) 张 于 nX1 向 量 晃 数 4(1) ,通过 将 性 能 指标 注 函 (6.251) 表 为 


Jiute))} 一 Fx! Ct) Se) 十 


[tows rR Aart Bliyn 一 :ya (6. 256) 
就 得 到 性 能 指标 证 酷 相 对 于 xf ) 的 到 条 件 极 值 问 题 ， 
其 次 ,求解 无 条 件 极 值 问题 (6. 256) 。 为 此 ,通过 引信 哈密 尔 屯 (Hamilton 函数 
百 (xse 0 一 FQ RW) 下 MrCACDY 二 了 (8 (9.257) 
把 式 (6. 256) 进 而 表 为 
J (ut))= 方 TS dt) + | CHG dD — 2d; 


1 j 
一 Ernst + | Ge -- (Far)+a EE 
= FGF AE AT ree) + 


| [HG tn + ihr CH. 258 ) 


为 找 出 J ，)) 取 极 小 4*(，}) 应 满足 条 件 , 需 要 先 找 出 由 ut ， 的 变 分 Bu(，) 引 起 的 
Jut，)) 的 变 分 (u(t，))。 其 中 ,Bw(，) 为 酒 数 ult，) 的 增 量 函数 ,8J (ut ，)) 定 义 为 
增 量 

A = Tue) + But) — Tn.)) (6. 259) 
的 主 部。 注意 到 末 时 刻 tr 为 男 定 ,并 出 状态 方程 和 吨 ,Su( 。 ) 只 连锁 引起 6x(. } 和 6x1)。 
由 此 ,为 确定 J(u(， )) 应 同时 考虑 Su4(，)， 8x(，) 和 6x (tr) 的 影响 。 基 此 ,有 
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‘ 9 [3 可 加 
GJ (ute))— | XI ri,) jE Fer (Ct) A 由 dxt{t,) 


| Hr dn) | xr i] Bx 十 Hx. ul. | ub 
y 他 守 | 


(6. 260) 


将 上 式 化 简 . 可 以 导出 : 
， "iT ; 7] 了 HH 
oa = [Sx Cy) —A G01 rc) | | 当 + 计 x — 证 


而 据 变 分 法 知 , jw'(*…)) 取 极 小 必要 茶 件 为 S10u' 一 0 月 此 ,并 关 虑 到 人 5 ，) 
SxC， 和 Sxtiy}) 的 任意 性 ,由 式 t6. 2617 可 进而 导出 ， 


T ， 
| id (6. 261) 


A nA, (6. 252) 
dx 
AD) — Sxtr,) (6. 253) 
Ce 一 下 C0. 2864 
可 各 
髓 之 , 推 证 第 阵 黎 卡 提 微分 方程 。 为 此 ,利用 式 (6. 264) 和 式 (6. 257) ,有 
0= 2 一 3 | QDxt a TR 7 十 ATCAUDx 十 BCDa ) | 
Em 2 J (6.265) 


一 县 (站 于 的 
基 此 ,并 考虑 到 R(t) 为 可 道 , 得 到 
uo) =— RNB A (6. 2667 
利用 式 (6. 266) ,并 由 状态 方程 (6, 250) 和 和 () 关系 式 (6. 262) 与 (6. 263) ,可 导出 如 下 陆 
点 边 值 问题 ， 


X= AtD)x’ - BOOR (BTNYA, x {1:) — x, (6. 2657) 
A ATDA QDx', A{1) = Sr Cr,) (6. 268) 

注意 到 上 述 方程 和 端点 条 件 均 为 线性 ,这 意味 着 入 (1) 和 (7 为 线性 关系 ,可 以 表 为 
A 一 下 Ce (2) 《6, 269) 


并 且 , 由 式 人 6. 269) 和 式 (6. 267) ,还 可 得 到 ， 
A = Px (0) 4 PLC) 


= POx' 0) + POOACOX' (1) - P(NBCOIR-'B! (POx (EY) 6,270) 
由 式 (6. 269) 和 式 (6. 268) ,又 可 得 到 |; 


= 一 AICODP(Dc CG) — Q(x 0 (6. 271) 
于 是 ,利用 式 46. 270) 和 式 (6.271) 相 等 ,并 考虑 到 xz (1} 关 0， 可 以 导出 PC 和 应 满足 方程 为 
PO) =POOACD + ATIP +O0) — PO BC)R- BT) PY) (6. 272) 


而 利用 式 (6. 269) 在 :一 5 结 浊 和 式 (6. 268) 中 端点 条 件 .可 以 导出 P(D 应 满足 端点 条 件 为 
Pt) 一 号 (6. 273) 


mn 
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可 以 看 出 , 式 46.272) 和 式 46.2737 即 为 折 要 推导 的 更 阵 佬 二 提 濑 分 方程 . 
最 后 .证 明 最 优 控制 号 5， 的 半 系 式 66. 2537。， 为 此 ,将 下 和 好 的 线性 关系 臣 
【8.2693 代 人 式 56.2667,， 即 本 证 得， 
uy -一 一 下 110) 县 TI) yx (i 


从 和 而 ,必要 性 担 证 ， 
最 优 控制 。 
首先 .引入 如 下 恒等式 ， 
Bx PU x) — A CPx 1 一 一 | TEx! Pen xd 


进而 .利用 状态 方程 66. 250} 和 乱 阵 获 卡 提 微 分 方程 (6.252) .可 把 上 武进 而 改写 为 
BxT 2 PO) xr,) 一 FT C0) PC zt 


一 | [A PE TF Pt) + PEDAC) x 
mB NP yr x Pe) Ba di 
一 3| (x Ox x PNBOR NB OP + 
u BinPp x x PaoyBiyn;d (8. 273} 
髓 对 上 式 作 “ 配 备 方 ”处 理 , 又 呈 得 到 ，; 


Bx PU XC) 一 Ch PE jxtr,) 


一 了 | i— ODx ulRiu 


[ut RNB IPA] ROTa i R CBT OP Yr]: dt (6, 275) 
基 此 .并 注意 到 PG) 一 8, 可 以 导出 ， 


J ents)) Fx QS, ) 十 了 | [x OD tu Ru]d 


rs _ 
一 Se 【有 了 | [ 十 天 上 可: 《ti 有 PE 并 下 (7 二 


[ae 十 民 DB VP Yr]dt Cb. 277) 
由 上 式 可 知 , 性 能 指标 j at 。 DE SR ‘GBI Px: 2) 时 取 为 极 小 , 吧 有 
J" 到 in (CC-)) 一 BTCe PC xs) 一 >» zi PU, )x, [i 278) 


从 而 ,证 得 #"(，。) 为 最 优 控制 。 充 分 性 得 证 。 证 明 完 成 ， 
下 面 ,对 有 限时 间 时 变 LQ 问题 ,进一步 指出 最 优 控制 和 最 优 调 和 系统 的 一 些 基本 属性 。 
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413 最 优 控 制 的 惟一 性 

结论 6. 32 ,最 优 控制 存在 惟 - -性 1 给 定 有 限时 间 时 变 TLQ 调节 问题 46. 250) 和 
tm, 2317) ,最 优 控 和 制 必 存 在 此 惟一 . 即 为 wt 二 一 RR BTCOPiryr 1) 

(2) 最 优 控制 的 状态 反馈 属性 

结论 6.33 [最 优 控制 反馈 属性 ] 对 有 限时 间 时 变 T.Q 调节 向 题 (6. 250) 和 (6. 251)， 
最 优 控制 # {，) 具 有 状态 反馈 形式 .状态 反馈 敌阵 为 

Kt RIANB' TP) (5. 279) 

‘3) 最 优 调节 系统 的 状态 空间 描述 

结论 6,34 [状态 空间 描述 ] 对 有 限时 间 时 变 LQ 调节 问题 (6. 250) 和 和 (6. 251)》 .最 优 
凋 节 系统 的 状态 空间 撒 述 为 

x = TAN— BOR DIB OPO , x mx, EL (5. 280) 
系统 的 结构 框图 如 图 6. 11 所 示 。 


图 6.11 有 限时 间 时 变 最 优 调节 系统 的 结构 框图 


进而 ,讨论 有 限时 间 时 不 变 LQ 问题 的 最 优 解 。 考 虑 诗 不 变 LQ 调节 问题 ， 
T= AxXBu, X=, /各 [人 有。 281) 


了 Ca = Fx VS ) 十 z| [x'Qx + wT Ru |d (6. 282) 


其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,u 为 p 维 输入 ,A 和 号 为 相应 维 数 系数 年 阵 , 加 权 甜 阵 5 二 ST 泣 0， 
如 一 中 守 0,R=R'>0。 时 椒 变 LQ 门 题 的 特点 是 , 受 控 系 统 系数 矩阵 和 性 能 指标 加 权 算 
阵 均 为 时 不 变 常 阵 。 
有 限时 间 时 不 变 LQ 问题 的 最 优 解 we (x (.) 和 J 一 Je 由 如 下 结论 
结论 6.35 [有 限 寺 间 时 不 变 LQ 问题 最 优 解 ] 对 有 限时 间 时 不 变 上 LQ 调节 问题 
(6, 281} 和 (6, 282) ,组 成 对 应 和 矩阵 黎 卡 提 微 分 方程 ， 
一 下 (站 = P(A ATP) +0O— PBR LB PL) 


Pli)=S, 1tE€E [i,t] 《6. 283) 
解 阵 P(t) 为 nXn 正 半 定 对 称 矩 阵 。 则 i ( 。 } 为 最 优 控 制 的 充分 必要 条 件 蚌 具有 形式 ， 
UD) = RCNx ty, 乒 = R'B'P() (6. 281) 


最 优 雪线 x*(。 ) 为 下 述 状 态 方 程 的 解 ， 
XD) = Axr (+Bu' (0 x (C0) = (6. 285) 


Mee I pr 
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最 优 性 能 重大 = 为 
了 -一 到 PC Yxr0 46. 286) 


对 于 有 限时 间 时 不 变 LQ 问题 .最 优 控制 和 最 优 油 往 系统 其 有 如 下 的 一 些 基 本 属性 。 
(1) 最 优 控制 的 惟一 性 
结论 6.361 最 优 控制 存 笛 惟 一 尾 ] 给 定 有 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 (6, 281) 和 
46. 282). 最 优 控制 必 存 在 且 惟 一 , 即 为 wf) 一 一 RR 'B1Ptryr' (1)， 
(2) 最 优 控制 的 状态 反馈 属性 
结论 6.37 上 最 优 控制 状态 芭 馈 属性 j 对 有 限时 间 时 不 变 IQ 调节 装 题 (56. 281) 和 
i6. 282) ,最 优 深 制 具 有 状态 反馈 形式 ,状态 反馈 窍 阵 为 
KEK — RIB' Pi) (6, 257) 
《3》 最 优 调节 系统 的 状态 空间 描述 
结论 6.38 [状态 空间 描述 ] 对 有 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 (6.2817 和 (6. 282) .最 
优 调节 系统 不 再 保持 为 时 不 变 , 状 态 空间 描述 为 
x =[A— BR'BPOON, rh) oi. {1€ ft (6. 288) 
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无 限时 间 LQ 问题 是 指 末 时 刻 ty 二 0 的 一 类 LQ 问题 。 有 限时 间 LQ 问题 和 无 限时 
间 LQ 问题 的 直观 区 别 在 于 ,前 者 只 是 考虑 系统 在 过 渡 过 程 中 的 最 优 运 行 ,后 者 则 还 需 考 
虑 系统 趋 于 平衡 状态 时 的 渐 近 行为 。 在 控制 工程 中 ,无 限时 间 LQ 问题 通常 更 有 意义 和 
更 为 实用 。 


无 限时 间 LQ 问题 的 最 优 解 


基于 工程 背景 和 理论 研究 的 实际 ,对 无 限时 间 LQ 问题 需要 引入 一 些 附加 限定 。 一 

是 , 受 控 系统 限定 为 线性 时 不 变 系 统 。 二 是 ,由 调节 问题 平衡 状态 为 x. 二 0 和 最 优 控 制 系 

统 前 提 为 渐 近 稳定 所 决定 ,性 能 指标 泛 函 中 无 需 再 考虑 相对 于 未 状态 的 二 次 项 。 三 是 ,对 

受 控 系统 结构 特性 和 性 能 指标 加 权 和 矩阵 需要 另 加 假定 ， 基 此 ,考虑 无 限时 间 时 不 变 LQ 
问题 为 ， 

X=Ar++Bu, x(0) = x, 1€ [0,00) 《6. 289) 


Ju)) 一 | + uTRuydt (6. 290) 
其 中 ,x 为 n 维 状 态 ,w 为 p 维 输入 ;及 和 月 为 相应 维 数 系 数 证 阵 ， { 和 ,号 } 为 完全 能 控 ,对 加 
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权 阵 有 
R- R' ~ 
000 完全 能 观测 * 

这 里 ,8 = 和 GD 为 外 的 特征 值 对 外 矩阵 ,GE 是 具有 正 交 矩阵 形式 的 变换 阵 ， 
下 面 .给 出 无 限 必 问 时 不 变 LQ 问题 的 最 优 解 以 此 相关 的 .… 些 结论. 
(1) 息 阵 获 卡 提 方 程 解 阵 的 特 竹 
对 匹 眼 时 间 时 不 灾 LQ 问题 (6. 289) 一 56. 290) ,基于 上 一 节 中 的 分 析 可 知 , 对 应 的 筷 
阵 黎 卡 提 微 分 方程 具有 形式 : 
— Pt) = PC0A 十 上 IPPC 十 了 一 PCBR BP) 
有 (一 和 和 0 人， 人 
现 表 nXn 解 阵 为 PtD 二 P(t,6,107 ,以 直 疯 反正 对 未 时 刻 1， 和 端点 条 件 Pltti) 二 0 的 依 旷 
关系 ,是 显然 有 ED .0,41) 二 PO) 一 0， 灶 解 阵 PD 二 PCO,0,1i) ,下 面 不 加 证 明 上 邮 纵 出 
万 的 一 些 基本 属性 。 
性 质 1: 解 阵 PC 一 PCi,0,7,) 在 + 一 0 时 结果 PC0)=P00,0.1,) 对 一 切 4 妾 0 有 上 
界 。 即 对 任 一 x 隆 0. 都 对 应 存在 不 依赖 于 1 的 一 个 正 实数 m40,x6) ,使 对 一 所 4 0 
或 立 ， 


(5, 291) 


HPO ONIN, Em KY) oon (BbB. 292) 
性 质 2: 对 任意 上 >0, 解 阵 Pt 一 P(1,0.1,) 当 未 时刻 1 一 的 极限 必 存 在 , 邮 
中 一 ， 


性 质 3: 解 阵 PC 一 PO,0,4,) 当 未 时 刻 1 -cc 的 极限 PC 和 0,==) 为 不 依 顿 于 :的 - 
个 常 阵 , 即 
Pt,co) = ~ (86, 294) 
性 质 4: 常 阵 PC,0,00) 二 P 为 下 列 无 限时 间 时 不 变 LQ 问题 的 矩阵 歼 卡 担 代数 方程 
的 解 阵 : 
P4 十 4IP 十 人 一 PEBR-IBTP 0 (6. 295) 
性 质 5: 答 阵 黎 卡 提 代 数 方 程 (6. 295) ,在 “R=RT>0,0 一 O70” 或 *R 二 RI 下 0 
0=0"20 有 (和 02 } 完 全 能 观测 "条件 下 , 必 丰 惟一 正定 对 称 解 阵 P。 
{2) 无 限时 间 时 不 变 LQ 问题 的 最 优 解 
结论 6. 39 [无 限时 间 [LQ 问题 最 优 解 】 给 定 无 限时 间 时 不 变 TO 调节 问题 (6. 289) 
和 (6,. 290)，, 组 成 对 应 的 矩阵 黎 卡 提 人 代数 方程 (6. 295) , 解 阵 P 为 n Xn 不定 对 称 阵 。 则 
u"(，) 为 最 优 控 制 的 充分 必要 和 条件 是 具有 形式 . 


4H" (2) = Kx), KK’ ~ RI'B'P (6, 296 ) 
最 优 轨 线 x i. ) 为 下 述 状态 方程 的 解 ， 
xi) = Axr' (1 + Bu (0), x (0) = x, (6. 297 ) 


最 优 性 能 值 上 二 ju" (。)) 为 


me rn ee ME 8 
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Dr Vx Ch, 298) 
3) 最 优 控 制 的 状态 反馈 民 性 
结论 6.40 .最 优 控 制 状 访 及 钳 届 性 」] 对 无 限时 避暑 术 变 LQ 调节 问题 (56. 289) 和 
(5.250) ,最 优 控制 上 其 有 状态 反馈 的 红 式 .状态 反 司 矩阵 为 
Rk" =R:Br ch, 2007 
(4) 最 优 调 节 系 统 的 状态 空间 描述 
结论 6. 41 工 状态 空间 描述 ] 对 无 限时 间 寺 不 变 LQ 调节 问题 46. 2893 和 (6.2901 ,最 
优 油 节 系统 保持 为 时 不 变 . 状 态 空 间 措 述 为 
x = [A— BR 8BIPr x (tr, 7 CH, 3CU) 


稳定 性 和 指数 稳定 性 


无 万 时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 让 于 需要 考 虞 ~c 的 系统 运动 行为 ,最 优 调 节 系 统 将 
会 面临 稳定 人 性 问题 ， 下 面 ,就 渐 近 稳定 性 和 指数 稳定 性 两 类 情形 , 纵 出 枯 应 的 结论 

(1 最 访 调 和 节 系 统 的 浙 近 稳定 性 

结论 6. 32 [最 优 调 节 系 统 渐 近 稳定 性 ] 对 无 限时 间 时 太 蛮 LQ 调节 问题 (6. 289) 
和 (6. 290) ,其 中 *R 半 9,Q>>0" 或 "RR 守 0,O=0 是 14,0G :完全 能 观测 ”， 则 最 优 调 节 杀 统 
《6. 300) 必 为 大 范围 淋 近 稳 定 ， 

证 就 两 种 情形 分 别 进 行 证 明 ， 

首先 ,对 “及 0,@>>0" 情 形 证 明 结 论 ， 对 此 .由 矩阵 黎 卡 握 代 数 方程 (6. 295) 解 阵 卫 
为 正定 , 取 候 选 李 亚 普 诺 夫 函数 V(x 一 xiPr, 生 知 VCr) >0， 基 此 ,并 利用 矩阵 黎 卡 提 
代数 方程 (6.295), 可 以 导出 Vix) 沿 系统 轨 线 对 1 的 导数 为 


Vix) = Te ~x Pr x' Pr 


= x (AP— PBR IB'P)x + x'(PA— PBR ‘BTP)x 
= XLPA -ATP.- PBR-B'TP) PBR 'B'P]x 
=~ Xx (0+ PER 'B'P)x 《6. 301) 
且 由 R>0 和 8>0, 可 知 VCx) 为 负 定 。 此 外 , 当 x 环 co 时 显然 有 Vix) 一 oe。 太 而 . 据 
李 亚 普 诸 夫 主 稳定 性 定理 知 , 最 优 调节 系统 (6. 300) 为 大 范围 渐 近 稳定 。 结 论 得 证 . 
其 次 ,对 “中 >0,0 之 0 日 {4 ,QQ *} 能 观测 ”情形 证 明 结论 ， 对 此 ,由 矩阵 歼 卡 提 代 数 方 
程 (6.295) 解 阵 PP 为 正定 , 取 候 选 本 亚 普 诺 夫 函 数 VCx) 二 xTPx, 日 知 V(x) >0。 基 此 ,出 
上 土 述 推导 结果 t6, 301) ,有 


Vr) 一 一 xT( 人 十 PEBR-: BTP)r (6, 302 ) 
及 由 及 0 和 人 0, 可 知 VX) 为 负 半 定 。 下 面 ， 只 需 证 明 对 一 切 加 天 0 为 初始 状态 的 所 
有 运动 解 (9 有 YUc) 天 0 为 此 ,采用 反 证 法 , 反 没 存在 一 个 x, 闫 0 为 厅 始 状态 的 运动 解 


i 
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xf 站 有 YI 一 0。 由 此 ,证 利 才 (302) 可 以 学 出 : 


站 人 Et 一 站 DR 一 《6. 303) 
六 县 .上 二 式 中 证 一 个 恒等式 将 昧 闪 ，; 
VE=R'B Pr RR Pet) ut) Ru (1) (6. 30.1) 
即 有 OO=0: 上 式 中 前 一 个 怕 等 式 皮 页: 
和 = 人 《6. 303) 


即 有 寻 妈 人 二 由。 这 表明 .对 靖 门 三 0 情形 的 非 零 x 站 有 "第 出 "WW -x(7) 二 0. 不 证 于 已 
知 { 丰 .如 ;为 十 全 能 观测 。 从 而 - 反 设 不 成 立 , 妈 对 一 切 子 灿 为 初始 状态 的 运动 解 xC2) 
有 区 x 关 0。 此 外 , 易 知 上 x 一 < 时 和 有 Vix) 。 据 过 炎 普 诺 二 主 稳 定性 定理 知 , 最 优 
调节 系统 (6. 300) 为 大 范围 渐 近 稳定 ， 证 明 完 

t2) 最 优 调节 系统 的 指数 稳定 性 

在 无 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 性 能 指标 中 同时 引入 对 运动 和 控制 的 指定 指数 豪 减 
度 , 可 归结 为 使 最 忧 湖 节 系统 共有 期 望 的 指数 稳定 性 。 对 此 悄 撒 .和 后 题 的 措 述 具有 形式 ， 

=AxtBa, xt07 一 mW， 站 


J nuts)) er te 《6 AUG) 


lim x )e 一 里 ， ea 


其 中 .x 为 n 维 状 态 ;为 上 维 输入 . 丰 利 吕 为 相应 维 数 系数 站 阵 ,有 4.B) 为 完全 能 控 , 对 加 
权 阵 有 "只 守 0, 人 2 之 0" 或 *R>0.8 宇 0 1 和. 名: 完全 能 观测 ”,a 为 指定 衰减 上 有限。 和 当 观 
上 ,a 表示 在 综合 得 到 的 最 优 调节 系统 中 状态 x (每 -分 量 .x,(2) 部 必 快 于 x,t0)e = 或 
等 价 地 闭环 系统 矩阵 所 有 特征 全 的 实 部 均 小 于 - a。 

结论 6. 433 [最 优 润 节 系统 指数 稳定 性 - 对 指定 指数 衰减 度 的 巨 限时 间 时 不 变 LQ 
调节 问题 (8. 306), 组 成 相应 年 阵 黎 卡 担 代数 方程 ， 


了 (4 二 al (4 aD P+o— PBRBP-- 0 (8. 307) 

解 阵 P 为 n xn 正定 逢 阵 。 进 而 , 取 最 优 控制 na 《，) 为 
WD = -Kxr'(), K* = RiB'P 《6. 308) 

基 优 调节 系统 为 

x C=- BR'BPx,. x (0) = x,, iD (6. 309) 

则 最 优 调节 系统 C6, 309) 以 a 为 衰减 上 限 指数 稳定 , 即 
lim xpoe = 0 (6, 310) 

证 对 指定 指数 衰减 度 的 光 限 时 间 时 不 变 1.Q 调节 问题 (6. 306) , 表 

To Xe RE We” (6.311) 
和 一 各 十 ef， 所 一 吾 (6, 312) 


基 此 ,并 利用 (6. 306) 中 的 状态 方程 和 性 能 指标 起, 下 可 以 导出 等 价 的 无 限时 间 时 不 变 LQ 
调节 问题 为 


rr ee 
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x x re + ere” 
一 Axe” 二 xe + Bue” 
= {A collrxe -+ Bue 
Ar- Bu (6. 313) 


了 了- [ ex Or nu Ren)dr 
一 | [xe”)y 人 Cresy + Cae YT Rue™) |dt 
= | CTQx + Ryd (6. 314) 
习 若 {入 ,B) 为 完全 能 榨 ,(4,B) 也 为 完全 能 控 ， 对 标准 形式 无 限时 间 时 不 变 LQ 调 入 问题 
(6. 3137 和 (6. 314) ,前 书证 明 , 最 优 控制 具有 形式 ， 
u’ C7) 一 一 尼 (8TPX (1) 《6G. 313) 
其 中 ,xn 正定 对 称 符 阵 王 为 如 下 矩阵 黎 卡 提 代 数 方程 的 解 阵 ， 
PA+AIP+O— PBR 'B'P 
= PA4+oaDD+ (AtoD PO-.PBR BP 0 C6, 316) 
利用 x 二 xe” ,Ww 二 we” ,还 可 导出 指定 指数 衰减 度 的 万 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 (6. 306) 
的 晨 优 控制 为 


u(r ——R'B'Px:{) (6. 317) 
相应 的 最 优 调节 系统 如 (6. 309) 所 示 。 状 虚 到 最 优 闭 环 系统 
x = (A BR BTPX* 《6. 318) 


为 大 范围 渐 近 稳定 ,从 而 由 lim #1 一 0 并 利用 x 一 xe” , 即 可 证 得 lim x(1)e* 一 9， 证明 
完成 ， 


最 优 调 节 系 统 的 频率 域 条 件 
这 一 部 分 中 ,针对 无 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 ,讨论 最 优 调节 系统 
x = (A—BR BPr, x (0) =m,, i 站 0 《6. 319) 


的 频率 域 条 件 。 频率 域 条 件 的 建立 , 既 为 综合 最 优 调 节 系 统 提供 了 另 一 途径 ,也 为 分 析 最 
优 调节 系统 鲁 棒 性 提供 了 基础 。 

(1) 多 输入 最 优 调节 系统 的 频率 域 条 件 

结论 6. 44 [最 优 调节 系统 频率 域 条 件 ] 对 多 输入 无 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 ,最 
优 调节 系统 (8. 319) 满 足 如 下 频率 域 条 件 ， 

LITR KR Cjol—A) 'BR ?J IFR :KK QJwl 一 点) 'BR ' :| 守 I (6. 320) 
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其 中 .等 号 内 对 有 限 个 名 值 成 ， 
证 对 多 输入 无 限时 癌 时 不 变 LQ 调节 问题 , 表 


~— HH, Gl) — HOGI—A)'B, Kk"—R'B'P (6, 321) 
则 由 更 阵 歼 卡 提 代数 方程 
PA+A'PiO-PBR 'B'P-0 《6. 322) 
可 以 导出 : 
一 (一 PT 一 和) 一生 一 天 IIRR 一 0 (6, 323) 


上 式 中 , 左 来 一 RB (一 :一 41) 右 乘 ( 相 一 4 !'BR .上 崩 在 导出 结果 等 式 两 端 加 
以 单位 矩阵 了 ,得 到 
+R BRB PT AYIBR' RIIBYG yA PBR 1I:- 
RB HA) HIHGT -A) BR'?+ 
R BEC- s—A) RIRK' (CTA) BR 1 (82324) 
进一步 .通过 整理 和 化 简 , 可 把 上 式 政 写 为 
[TR KR’ (一 可 一 各 ) LEBR IST[IIFRIIK CT A)-.BR 1 
= IF-R GC — OG(R': (6. 325) 
并 月, 对 景 优 调节 系统 ， 
K&" 一 息 } 'B = 二 断 开 反馈 端 后 开 环 传递 函数 第 隆 
[十 长" (一 4) 1 下 一 由 参考 输入 到 误差 信号 传递 函数 和 矩阵 
现 取 :一 jo,w 为 角 频 率 , 则 可 将 (6. 325) 进 而 圾 为 ， 
[T+R KC jol 一 站) BR 1:] [I-R: K'Cal—- A) BR!:| 


| = T+R GNG, GR (6. 326 ) 
由 Gi 一 jw) 为 G.Gw) 共 示 转 置 和 阵 知 ,G7( 一 jw)G, (jw}) 为 正 半 定 矩阵 , 即 有 
Gr (— jo Gjw) 0 (6. 327) 
将 上 式 去 乘 只 “和 右 秉 民 ': ,又 有 
R GIG UR :0 (6. 328) 


其 中 ,对 式 (6. 327) 和 式 人 6， 328) ,等 号 只 对 有 限 个 必 值 成 立 ， 具 而 ;由 让 (06. 326) 和 式 
(6. 328), 即 可 导出 式 (6. 320)。 证 明 完成 ， 

(2) 单 输入 最 优 调节 系统 的 频率 域 条 件 

结论 6. 45 [最 优 调 节 系 统 频率 域 条 件 ] 对 单 输 入 无 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 ,最 
优 调节 系统 (6. 319? 清 足 如 下 频率 域 条 件 ， 

| 1 十 页"《jaf 一 种 ) 一 五 | 之 了 (6, 329) 

其 中 ,等 号 只 对 有 限 个 名 值 成 立 。 

证 ”对 单 输入 情形 ,在 关系 式 (6. 320) 中 以 标量 和 1 代替 矩阵 妨 和 工 ,以 向 量 天 ' 和 
5b 代替 矩阵 K' 和 B， 基 此 ,注意 到 色 " (sJ 一 A).'b 为 传递 函数 同时 , 即 可 由 式 (6 320) 导 
出 式 (6. 329)。 证 明 完 成 ， 
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(3) 频率 域 条 件 的 几何 解释 
限于 讨论 单 输入 最 优 调 节 系 统 。 对 此 ,基于 报 优 调节 系统 状态 方程 xY 一 (4 一 由 7， 
可 以 学 出 图 6. 12 所 于 闭环 系统 的 结构 图 。 再 表 
8 一直 《一 种 ) C6, 330) 
且 出 闭环 系统 结构 图 可 以 看 出 ,gt*} 即 为 最 优 调节 系 统 断 开 反 馈 端 后 的 开 环 传递 函数 。 
令 :一 jw,w 为 前 频率 ,可 以 得 到 相 点 开 环 频率 响 庶 gi (jw) 为 
Hm) 一 天 jo A 二 6. 331》 
进而 ,利用 所 99) 关系 不 (6.331) ,可 将 单 输入 最 优 调节 系统 的 频率 域 条 件 (6. 329) 


表 为 ， 

[1 一 tw) 11 (6. 332) 

其 中 ,等 号 只 对 有 限 个 处 值 成 立 。 现 如 图 6. 13 所 示 那 样 ,在 复 平 面 上 画 出 出 w= 变化 到 

oo 一 ce 时 开 坏 频率 响应 g, (joy 曲线 ,并 表 坐 标 原 点 和 (一 1.j0) 点 为 口 和 只 ol 曲 线 上 
对 应 于 任意 一 个 由 值 的 点 为 M, 基 此 可 以 导出 2 和 十 it 的 几何 表示 为 

go (jw) = OM (6. 333) 

1 + gr Cv) = NO + OM = NM (6. 334) 


图 6.12 单 输 人 最 优 调节 系统 的 结构 图 图 6.13 g( 克 和 1 有 (jy 的 几何 表示 


再 之 ,如 图 6. 14 所 址 那样 ,在 复 平 面 上 画 出 以 (一 1,j0) 点 为 圆心 的 一 个 单位 贺 
局 om。 那么 ,基于 1 十 gotjw) 的 向 量 关 系 (6. 334) 可 知 ,频率 域 条 件 |1-Heskja) | 宇 1 在 儿 
何 上 的 含义 就 是 ,最 优 调节 系统 开 环 频率 响应 gg G6w) 由 w 二 0 变化 到 w 一 汪 的 曲线 必定 不 
进 人 单位 圆 Fi 内, 且 gi 《jw) 曲 线 和 单位 加 荆 ， 只 有 有 限 个 相 切 点 。 

综 上 讨论 ,可 以 归纳 为 如 下 结论 。 

结论 6. 46 [频率 域 条 件 的 几何 表示 ] 对 单 输入 万 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 ,最 优 
调节 系统 的 频率 域 条 件 在 几何 上 表示 为 , 开 环 频率 响应 《jw) 一 下 《jar 一 各) ! 台 在 复 平 
面 上 由 =0 变化 到 w= 二 x 的 曲线 必 不 进入 单位 加 -i 内, 且 go (jw) 曲线 和 单位 辆 


6.11 线性 二 次 型 最 优 控 制 :元 限 时 间 情 形 331 


I lr 只 有 有 限 个 相 切 点 。 


B= jot 


d= 


图 f.14 单 输入 最 优 调 节 系 统 频 率 域 条 忻 的 几何 表示 


最 优 调节 系统 的 鲁 棒 性 


和 鲁 棒 性 是 控制 系统 能 够 正常 运行 的 必 备 条 件 。 鲁 棒 性 是 系统 参数 产生 摄 动 时 闭环 调 
闻 系 统 仍 能 保持 渐 近 稳定 或 综合 性 能 的 一 种 属性 。 徐 制 系统 的 允许 参数 据 动 范围 人 钝 大 相 
应 地 人 鲁 棱 性 就 愈 好 。 对 于 稳定 性 便 棒 性 ,作为 效 量 鲁 棱 性 程度 的 指标 类 型 之 ,有 相逢 裕 
度 与 增益 裕 度 和 对 非 线 性 的 容 限 。 

(1) 鹿角 衬 度 和 增益 裕 度 的 定义 

经 典 控制 理论 中 , 相 角 裕 度 和 增益 裕 度 被 广泛 采用 作为 控制 系统 稳定 裕 度 的 -- 种 定 
量 表征 。 考 虚 图 6. 15 所 示 一 个 稳定 的 单 输入 单 输出 反馈 控制 系统 ,其 中 g, (5) 为 开 环 传 
递 函 数 。 进而 如 贸 6.16 所 示 , 在 复 平面 上 画 负 以 坐标 原点 为 圆心 的 -- 个 单位 圆 5 利 开 
环 频率 响应 gntjw) 由 w=0 变化 到 w 一 s 的 曲线 。 再 表 坐 标 原 点 为 0.go tjw) 曲 线 与 负 实 


人 


图 6.15 单 输 入 单 输 出 上 反馈 控制 系统 图 6. 16 相 角 裕 度 与 增益 裕 诬 的 定义 说 明 
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轴 和 单位 阅 工 , 的 交点 分 别 为 NN 和 襄 。 革 此 .对 昔 输 入 单 输电 上 反 韦 控制 系统 ,给 出 相 角 补 
宰 和 增 次 裕 度 的 定义 为 
增益 裕 度 二 1 gj 一 1.1( 认 1 当 Naw Co 180" (6,335) 
相 角 裕 度 一 0 一 OM 与 负 实 回 亚 角 ， 当 | gCw) 1! 一 1 46. 336) 
(2) 好 优 再 节 系 统 的 由 角 裕 度 和 增 共 请 度 
结论 6.47 - 相 骨 裕 度 和 增益 裕 度 ] 对 单 输 入 无 限时 间 时 不 变 工 Q 调 委 问题 ,最 优 调 
节 系 统 上 共有 :(i) 至 少 土 60" 相 角 祖 度 ; Gi (C12 ,<w) 增 益 裕 度 。 
证 如 图 6.17 所 示 , 在 复 平 面 上 分 别 画 出 以 坐标 藉 点 为 阅 心 的 单位 团 了 和 以 
《一 140) 点 为 圆心 的 单位 圆 有 ww， 。 表 单位 因 并 , 和 单位 加 了 ,0 的 交点 为 MM 和 M,， 
单位 圆 T，1,, 和 偶 实 轴 的 交点 为 QD 和 了 号 ， 基 此 ,利用 几何 关系 ,容易 定 出 ， 


OM 与 负 实 轴 类 角 一 + 60-， 0 与 负 实 轴 炎 角 一 60: (6. 3371 
向 量 O0 模 | 001- 0、 向 量 (P 异 | 了 -， (6. 338) 


而 由 单 输 和 人 最 优 调 节 系 统 频率 域 条 任 的 几何 袁 导 知 , 频 率 别 厅 jo) 一 Ka 一 站) :b 
由 w=0 变化 到 = 的 曲线 必 不 会 进入 单位 圆 荆 ,, 内 . 甩 g,djw) 曲 线 和 并 .mm 只 有 有 
眼 个 相 切 点 。 按 相 角 裕 度 定 义 ,考虑 最 差 极端 情况 , 设 上 (joy 明 线 和 天 -40 在 点 MM 或 
M; 四 切 , 相 应 地 最 优 系 统 有 至 少 土 60" 相 角 裕 度 。 按 增益 衫 度 定义 ,考虑 最 极端 情况 , 设 
gn《jw) 曲线 和 各 工 1.w; 在 点 O 〇 和 PP 相册 ,相应 地 最 优 系统 有 (1.2,1 9) 即 (1..2,=2) 增 益 裕 
度 。 证 明 完成 。 


图 6.17 对 单 输入 最 优 油 节 系 统 相 角 裕 度 与 增益 客 度 的 证 明 


结论 5. 48 [机 角 补 度 和 增益 裕 度 ] 对 多 和 输 人 无限 时间 时 不 变 1LQ 调 告 问题 . 取 相 对 
于 控制 输入 的 加 权 和 矩阵 只 一 qiagtpeooj 200 一 12.…, 则 最 优 调 节 系统 的 每 个 
反馈 控制 回路 均 具 有 :{i) 至 少 土 60° 相 骨 裕 度 ;ii) (1/2.c0) 增 益 衬 度 ， 

(3) 最 优 调节 系统 对 非 线 性 的 容 限 

在 王 棱 性 分 析 中 ,状态 反馈 矩阵 产 牛 非 线性 摄 动 的 最 优 调 和 系统 ,可 以 等 价 地 看 成 为 
如 图 6. 18 所 示 那 样 , 在 标 称 最 优 沽 节 系 统 皮 省 通道 中 引信 附 加 非 线性 环节 种 (ec )》， 
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z 一 天 x。 从 物理 上 看 ,这 类 捕 盐 反映 最 优 状 态 反 馈 短 阵 存 工程 构成 中 的 睫 线 性 偏差 。 
基 此 .对 状态 反馈 矩阵 产后 非 线性 摄 动 的 最 优 调 节 系 统 , 可 才 状 态 方程 为 

X= Ar— H(to) 

so= kx, kK” ~R'B'PF 
其 中 ,和 皇后 3。 对 非 线性 容 限 的 问题 担 法 是 ,建立 非 线性 摄 动 
多 (0) 应 满足 的 条 件 , 使 对 满足 条 件 任意 名 (o) 摄 动 最 优 调节 系统 (6. 339) 为 渐 近 稳定 。 


6. 339) 


图 6.18 反馈 征 阵 产生 非 线性 摄 动 的 最 沉 调 节 系 统 


结论 6. 49 [对 非 线 性 的 容 限 ] 对 多 输 和 人 无 限时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 ,给 定 反馈 通 
道中 包含 非 线 性 环节 鲁 Ce ,o 一 KX 的 最 优 调 节 系 统 (6. 339) , 刚 对 满足 扇形 杀 柏 
kig'Reo RB) hoglg, Yo 
lj Rk Re by 
的 任意 名 (0) , 摄 动 最 优 调节 系统 (6. 339) 可 保持 大 范围 浙 近 稳定 。 
证 仪 就 Q>0 情形 进行 证 明 , 且 限于 证 明 (5. 340) 左 不 等 式 。 对 此 ,由 无 限时 间 时 
不 变 1Q 调 入 问题 的 矩阵 黎 卡 提 代 数 方 程 解 阵 P 福 0, 可 有 取 收 选 李 亚 普 诺 夫 函数 为 
Vx) = x'Pr 《6. 341) 
旦 知 V(x) >0。 进 而 , 设 多 一 1/2 十 e, 其 中 e 为 正 无 穷 小 数 ， 基 此 ,可 以 导出 V(x) 沿 系统 
运动 轨 线 对 时 间 上 的 导数 为 
Vx}= XT Px + x' Pr 
= x (AP+PA)r— xPB® (Kx) BKY) BT Pr (6. 342) 
再 利用 竹 阵 黎 卡 提 代 数 方程 
PAATP+-O-— PHBR BP 0 《68. 343) 
和 己 形 条 件 (6. 340) ,并 注意 到 K" 一 R 187P, 述 可 把 (6 342) 表 为 
VOIX)=— x Qr + x PBR 'B'Pr — (KW)TRG (KA) (KEWRKY) 


‘6, 340) 


SE— xOx x PBR igPpxr 一 2 十 ECKYD)TRCKY) 

=— XQx— 2exr'PBR :BTPx 

—— XQ +2ePBR BPYY 《6. 344) 
有 由 8>0 和 e>0 知 ,V{xr) 为 负 定 ， 此 外 , 当 上 x 一 时 有 V(x) 一 oo，。 从 而 , 据 李 亚 苏 
诺 夫 主 稳定 性 定理 知 , 摄 动 最 优 调 节 系 统 (6. 339) 为 大 范围 汤 近 稳定 。 证 明 完 成 。 
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《4 角形 条 件 的 才 何 解释 
结论 6.50 [山形 条 件 几 何 解 释 ] 对 单 答 人 无 限时 间 时 不 变 ].Q 调节 问题 ,引入 于 最 
优 调节 系统 反馈 通道 中 的 向 电 非 线性 摄 动 别 (0) 化 为 标 若非 线性 摄 动 站 0) ,日 6 二 Kk" x 也 
为 标量 。 相 应 地 , 非 线性 罕 限 的 庸 形 条 件 (6. 340) 化 为 形式 ， 
Ri Bo) Sho, 1/2 < hk ke oo 《6. 345) 
大 形 条 件 (6. 345) 的 几何 训 征 如 图 6. 19 所 示 , 即 是 以 具 c) 为 维 轴 和 为 横 轴 平面 上 由 吉 
线 &,g 和 sc 围 成 的 扇形 区 域 。 这 正 是 把 条 件 (6. 340) 称 为 扇形 条 件 的 依据 。 


图 6. 19 非 线性 摄 动 六 0) 的 肩 形容 许 区 域 


最 优 跟踪 问题 


最 优 虹 踪 问题 是 对 最 优 凋 节 问 题 的 .个 自然 的 推广 ， 市 部 分 是 对 最 优 跟 踪 问 题 的 一 
个 简要 的 讨论 ,并 将 问题 和 结果 归纳 成 为 如 下 几 个 方面 。 
(1) 最 优 跟踪 问题 的 提 法 


考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 
TCO—Ax+Bau, xD)》 x,, := 
《0. 346 7 
y= Cx 
设 系统 输出 y 跟踪 参考 输入 了 ,y 为 如 下 稳定 连续 时 间 线 件 时 不 变 系 统 的 输出 ， 
z= Fr, 20) = 2 C6 347) 


y= H 
其 中 ,xE RY IHE RPI yE RY1 ,Em 'yY 扎 久 1 。 假定 (4,8) 为 完全 能 控 ， (六, 启 ) 为 
完全 能 观测 ,CE 3e*" 为 满 秩 阵 ,(F, 有 H) 为 完全 能 观测 
进而 ,引入 一 个 二 次 型 性 能 指标 ， 


Js =| [To 一 Preco 一 玉 上 Rad 【6. 348) 


其 中 ,加权 矩阵 全 议 呈 为 正 半 定 对 称 阵 ,RE 2 为 正定 对 称 阵 ， 
所 请 最 优 跟 踪 问 题 就 是 ,对 受 控 系统 (6&. 346) 和 参考 输入 模型 (6. 347} ,由 相对 于 
《5. 348) 所 示 的 性 能 指标 ,寻找 一 个 控制 w'( 。 ;使 输出 y 跟踪 参考 输入 3》 同时 ,有 


Tn 一 
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jn) min Siut*)) (6. 349) 
ut Fe"! 


(2) 等 价 调节 问题 及 共 映 优 解 
求解 最 优 跟 味 问 题 的 简便 途径 是 直接 伴 鉴 利用 最 优 调 和 问题 结果 。 基 本 思路 尾 , 首 
先 将 跟踪 问题 46. 346) 一 (6. 348) 化 为 等 价 员 他 问 题 ,进而 对 等 价 调 节 癌 题 直 接 利用 最 优 
调节 问题 有 关 结 果 , 最 后 基 此 导出 相对 十 跟踪 问题 的 对 应 结论 ， 
首先 .导出 跟踪 问题 的 等 价 调节 问题 ,对 此 ,定义 如 下 增 广 状 态 和 增 广 短 阵 ， 
z= ||. A= “ 9], B81 (6. 350) 
工 加 1 -和 
对 应 地 ,定义 等 价 调节 问题 性 能 指标 中 的 加 权 和 矩阵 : 


2-| C& 一 人 | R—R (6. 351) 
一 五 IOC H'OQH 
基 此 ,容易 证 明 , 给 定 跟 踪 问 题 的 等 价 调节 问题 为 

T= Ar+Bu, x0 x, 1t0 

J (ule)) -| (人 ru Ruyd (6. 352) 


其 中 ,由 (和 ,号 ) 能 控 和 参考 输入 模型 为 稳定 可 知 (, 号 ) 为 能 稳 , 由 (4,C 和 5 有) 的 能 观 
测 以 及 之 0 可 保证 Q 为 正 半 定 ,而 真 = 只 按 假定 为 实 定 。 

进而 ,求解 最 优等 价 调节 问题 。 对 此 ,直接 运用 最 优 调节 问题 基本 结论 可 知 ,对 无 限 
时 间 时 不 变 LQ 调节 问题 (6. 352) ,最 优 控 制 na (. ) 为 


u(t =— Kix’'(), KK = RB'P (6. 353) 
最 优 轨 线 * (，) 为 如 下 闭环 状态 方程 的 解 ， 
xXx’ — (A— BR-'B'P)x*, x'(0) 二 xX 《6. 354) 
最 优 性 能 值 三 为 
了 =xiPxrs, Yr 0 《6. 355) 
其 中 ,P 为 如 下 和 矩阵 黎 卡 提 代 数 方 程 的 惟一 正定 对 称 解 阵 . 
PA ATP+O— FBR-EP- 0 《6. 356) 


3) 跟踪 问题 的 最 优 解 

结论 6.51 [跟踪 问题 最 优 解 ] 对 由 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (6, 346) ~ 
C6. 347) 和 一 次 型 性 能 指标 (6. 348) 组 成 的 跟踪 问题 ,将 等 价 最 优 调节 问题 的 矩阵 黎 卡 提 
代数 方程 解 阵 PP 作 分 块 化 表示 


_ P Pp 
P= | p | 《6. 357) 

其 中 ,PE 训 "*",Pis€ 8" PoE33r 分别 为 如 下 矩阵 黎 卡 提 代 数 方程 的 解 陈 ， 
PaA+tA'PTCOQC— PBR 'BTP oY (6. 358) 


PF 4A'P.:— COH 一 了 BR BI'P,=0 《6. 359) 


rr. 
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PF+FIP.,-.. HIOQH -PR IIP 一 ‘6, 360) 
则 最 优 跟 中 控制 nu* 5， ?为 
u(t) —— Kx— Kz, Kr —R 'B'P. KK; —R'B'P,, (8. 361) 
车 优 性 能 和 值 为 
J ” 一 和 十 zt Po i 2x Pp. Eh {6, 362) 


证 考虑 到 最 优 跟 彤 问题 与 等 价 最 优 注 节 问 是 在 控制 和 性 能 上 的 等 价 性 ,有 
划一 一 上 只 :天 六 > 


aa 


Pi, BP..JLr 
一 一 下 :如 Pxr—RiB'P,.z 
一 一 自居 :zx (6. 363) 
和 和 
J’ = xiPxrn 


P Prxo 
| pj | 
= Ki Px zt Pesz, + 2x0 Pisz, (6. 364) 
而 等 价 最 优 调节 系统 为 渐 近 稳定 意味 着 ,最 优 跟踪 系统 也 为 渐 近 稳定 。 从 而 ,有 女 踪 误 关 亲 
基 必 渐 近 趋 于 零 。 证 明 完 成 ， 
(4) 最 优 跟踪 系统 的 结构 图 
基于 跟踪 辣 题 最 优 佣 的 结论 ,可 容易 地 导出 最 优 眼 踪 系 统 的 结构 图 ,如 图 6. 20 所 示 ，。 


图 5.20 最 凯 跟踪 系统 的 结构 图 


惩 阵 黎 卡 提 方 程 的 求解 


不 管 有 限时 间 LQ 调节 问题 还 是 无 限时 间 LQ 调节 问题 ,面临 的 一 个 共同 向 题 是 求 
解 矩 阵 黎 卡 提 方 程 。 对 于 一 般 情形 ,不 管 算 阵 获 卡 担 微分 方程 还 是 矩阵 获 卡 提 代 数 方 程 ， 
部 不 可 能 找到 基于 受 控 系 统 系数 矩 阵 和 性 能 指标 加 权 和 矩阵 的 解 阵 显 式 表达 式 。 在 过 去 
由 二 年 中 ,基于 理论 上 和 应 用 上 的 需要 ,求解 卸 阵 黎 卡 提 微 分 或 代数 方程 的 算法 受到 广泛 
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研究 。 在 已 经 提出 的 十 邢 种 数值 算法 中 ,比较 重要 的 有 直接 数值 解法 . 舒 尔 (Schur) 向 量 
法 ,特征 问 革 法 ,符号 函数 法 等 。 但 基 , 求 解 实践 表明 ,各 种 算法 通常 只 能 有 效 地 求解 对 应 
… 类 丁 阵 黎 卡 提 方 各 。 基 于 MATIAB 的 求解 矩阵 获 卡 提 微 分 或 代数 方程 的 软件 也 已 可 
供 利用 。 限 于 本 书 的 范围 ,这 里 不 再 对 矩阵 黎 卡 提 方 程 的 求解 算法 和 相应 软件 进行 介绍 ， 
有 兴趣 读者 可 参 了 网 有 关闭 作 和 文献 。 


6.12 全 维 状态 观测 器 


状态 观测 器 的 引入 主要 基于 实现 状态 反馈 的 需要 。 状 态 观 测 器 按 结构 可 分 为 全 维 状 
态 观 测 器 和 降 维 状态 观测 器 两 种 基本 类 型 。 本 节 简 变 讨 论 全 维 状 态 观 测 器 ,主要 内 容 包 
括 问题 的 提出 .观测 器 组 成 原理 以 及 观测 器 综合 方法 等 ， 


状态 重 构 和 状态 观测 器 


作为 提出 状态 观测 如 的 工程 背景 和 应 用 曾 向 ,本 部 分 要 就 状态 重 构 问 题 的 提出 和 状 
态 观测 器 的 提 法 作 一 概要 性 的 介绍 。 ， 

(1) 状态 反馈 在 功能 和 实现 上 的 季 盾 

状态 重 构 即 状态 观测 器 的 提出 ,概括 地 说 ,主要 是 为 了 解决 状态 反馈 在 性 能 上 的 不 可 
蔡 代 性 和 在 物理 上 的 不 能 实现 性 的 蔬 盾 ， 本 章 先 前 各 节 中 所 讨论 的 各 类 综合 问题 ,包括 
汲 点 配置 .镇 定 .动态 解 帮 控制 .静态 解 帮 控 制订 近 跟踪 和 扰动 抑制 ,以 及 线性 二 次 型 最 
优 控制 等 ,都 有 赖 于 采用 状态 反馈 才能 得 以 实现 ,这 从 一 个 方面 显示 了 状态 反馈 的 优越 
性 。 但 是 ,状态 作为 系统 内 部 变量 组 ,或 由 于 不 可 能 全 部 直接 量 测 ,或 由 于 量 测 手段 在 经 
济 人 性 和 适用 性 上 限制 ,使 状态 反馈 的 物理 实现 成 为 不 可 能 或 很 困难 的 事 ， 基于 解决 控制 
工程 中 出 现 的 这 类 矛盾 的 需要 ,推动 了 状态 重 构 问题 的 研究 ,并 最 终 导致 状态 观测 器 理论 
的 形成 和 发 展 。 

《2) 解决 状态 反馈 物理 构成 的 途径 

人 处 控 制 理论 角度 ,获取 系统 状态 信息 以 构成 状态 反馈 的 途径 之 一 是 对 受 控 系统 状态 
进行 重 构 。 这 种 途 答 的 思路 是 ,采用 理论 分 析 和 对 应 算法 的 手段 ,导出 在 一 定 意义 下 等 价 
于 原状 态 的 一 个 重 梅 状 态 ,并 用 重 构 状 态 代替 真实 状态 组 成 状态 反馈 

(3) 状态 重 构 的 实质 

状态 重 构 的 实质 是 ,对 给 定 确定 性 线性 时 不 变 被 观测 系统 三 ,构造 与 具有 相同 扁 性 
的 一 个 系统 即 线 性 时 不 变 系统 襄 , 利 用 达 中 可 直接 量 测 的 输出 y 和 输入 & 作为 的 输入 ， 
并 使 三 状态 或 其 变换 六 在 一 定 指标 提 法 下 等 价 于 三 状态 x。 等 价 指标 的 提 法 通常 取 为 放 
近 等 价 , 即 
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lim xi 一 lim xC2) (6. 365) 
并 且 . 称 状态 x 为 被 观测 系统 三 状态 x 的 重 攀 状态 .所 构造 系统 二 为 被 观测 系统 三 的 
一 个 状态 规 测 器 。 对 状态 重 构 含义 的 直观 说 明 如 图 5. 21 所 二。 进而 , 若 被 观测 系统 三 
为 包含 装置 噪声 和 量 浏 噪声 的 随机 线性 系统 , 则 实现 状态 重 构 的 系统 三 需要 采用 卡尔 最 
滤波 器 , 称 相 应 重 构 状态 为 被 观测 系统 于 状态 的 售 计 状态 。 对 卡尔 癌 滤波 的 讨论 超出 本 
书 的 范围 .有 兴趣 的 读者 订 敌 蕉 相应 着 作 ， 


图 6.21 状态 重 构 问题 的 直观 说 明 


(4) 观测 器 的 分 类 

对 线性 时 不 变 被 观测 系统 ,观测 器 也 是 一 个 线性 了 时 不 襟 系统。 观测 器 可 接 两 种 方式 
进行 分 类 ， 

从 功能 角度 ,可 把 观测 器 分 类 为 状态 兹 测 器 和 函数 观测 器 。 状 态 观测 器 以 重 析 被 观 
测 系统 状态 为 目标 , 取 重 构 状 态 x 和 被 观测 状态 x 的 渐 近 等 价 即 式 (6., 365) 为 等 价 指标 。 
状态 观测 器 的 特点 是 , 当 :oo 即 系统 达到 稳 态 时 可 使 重 构 状态 * 完全 等 司 于 被 观测 状 
态 x。 函 数 观测 器 以 重 构 被 观测 系统 状态 的 函数 如 上 反 镶 线性 函数 Kx 为 且 标 ,将 等 价 指标 
取 为 重 构 输出 w 和 被 观测 状态 函数 如 Kx 的 源 近 等 价 , 即 

lim wtr) 一 lim Kx (1)。 其 为 常数 阵 (6. 366} 

函数 观测 器 的 特点 是 , 当 :>oo 即 系统 达到 稳 态 时 可 使 重 构 输出 w 完全 等 后 于 被 观测 状 
态 函 数 如 Kx。 函 数 观测 回 优 点 是 在 维 数 上 低 于 状态 观测 器 ,状态 观测 器 优点 是 综合 方法 
较为 简单 和 成 熟 。 

从 结构 角度 ,可 把 状态 观测 器 分 类 为 全 维 观测 器 和 降 维 观测 器 . 维 数 等 于 被 观测 系统 
的 状态 观测 器 称 为 全 维 观测 器 , 维 数 小 于 被 观测 系统 的 状态 观测 器 为 降 维 观测 器 。 降 维 观 
测 器 在 结构 上 较 全 维 观 测 器 为 简单 ,全 维 观测 器 在 抗 噪声 影响 上 较 降 维 观测 器 要 优越 . 


全 维 状态 观测 器 : 综合 方案 I 


现在 ,讨论 全 维 状 态 观测 器 的 综合 理论 和 综合 算法 。 本 部 分 中 先 来 介绍 全 维 状 态 观 
测 器 的 综合 方案 工 。 考虑 二 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 ， 
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一 上 各 xY 十 呈 ， xf0) 一 Xx， tf 守 0 (6 367) 
Y= Cx 
其 中 ,AE2""",BEH""? ,CE ,状态 工 不 能 直接 量 测 ,输出 y 和 和 输入 uw 是 可 以 利用 的 。 
(1) 全 维 状 态 观测 器 的 属性 
给 定 # 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 367), 全 维 状态 观测 器 也 为 n 维 连 续 时 
间 线 性 时 不 变 系统 。 并 且 , 取 状态 观测 器 的 输入 为 被 观测 系统 的 输出 y 和 输入 wu, 其 状态 
x 为 被 观测 系统 状态 x 的 重 构 状 态 ,* 和 x 满足 如 下 渐 近 等 价 关系 ， 
lim x Ct) 一 lim 0》 (6. 368) 
《2) 全 维 状 态 帮 油 器 的 村 造 思 路 
综合 方案 ] 全 维 状态 观测 器 在 构造 思路 上 由 “复制 "和 "反馈 ”合成 。 复 制 就 是 ,基于 
钙 观 测 系统 的 系数 矩阵 4, 吾 ,C. 按 相同 结构 建立 一 个 复制 系统 。 反馈 则 指 , 取 被 观测 系 
统 输 出 y 和 复制 系统 输出 >》 的 差 值 作为 修正 交 量 ,经 增益 矩阵 上 反馈 到 复制 系统 中 积分 
器 组 输入 端 以 构成 闭环 系统 。 
图 6. 22 给 出 全 维 状 态 观 测 器 的 这 种 构造 思 踏 。 虚 线 框 出 的 部 分 为 被 观测 系统 ,虚线 
以 外 部 分 为 相 造 的 全 维 状 态 观 测 器 。 可 以 看 出 ,状态 观测 器 的 维 数 为 n, 以 被 现 测 系统 的 
输出 y 和 输入 wu 作为 输 人 ,结构 上 与 被 观测 系统 的 惟 -- 区 别 是 引 人 由 L(y 一 Cx) 表 示 的 反 
馈 项 。 
FF "|, 


图 6. 22 对 方案 I 全 维 状 态 观 测 器 构造 总 路 的 直观 说 明 


(3) 引 人 人 反馈 项 Lt{y 一 Cr) 的 必要 性 
表面 土 看 ,在 全 维 状态 观测 器 构造 中 ,由 被 观测 系统 系数 矩阵 4, 好 ,C 导 出 的 复制 系统 


x = AXBu, (0) = (6. 369) 
己 可 实现 状态 重 构 。 这 对 于 一 些 理想 情形 是 可 行 的 , 且 若 进一步 做 到 使 初始 状态 为 相等 


mr 
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朗 冯 一 二 , 则 理论 上 应 闪 可 以 实现 对 所 有 i? 守 0 有 x( 一 x010, 即 实现 完全 状态 重 移 。 人 但 
是 ,这 种 开 环 型 状态 观测 器 在 实际 应 用 中 存在 二 个 基本 问题 ， -是 ,对 系统 年 阵 4 包 合 
本 稳定 特征 值 情形 ,只 要 切 始 状态 x, 和 Xx, 存在 很 小 偏 益 ,系统 状态 xtt) 和 重 构 状 态 (有 
的 偏差 就 会 随 1 增加 而 扩散 或 振东 ,不 可 能 满足 源 近 等 价 日 标 。 二 是 ,对 系统 定 阵 和 为 稳 
定 情形 ,尽管 系统 状态 xtr) 和 重 构 状态 xz(0) 最 终 趋 于 渐 近 等 价 ,但 收 和 伍 速 度 不 能 由 设计 者 
接 期望 要 求 来 综合 ,从 控制 圭 程 角度 这 层 不 能 允 广 的 。 三 是 ,对 系统 和 矩阵 态 出 现 摄 动情 
形 . 开 环 型 状态 观测 器 由 于 系数 矩阵 不 能 相应 调整 ,从 而 使 系统 状态 xt1) 和 章 构 状态 
zx) 的 偏差 情况 变 坏 。 上 反馈 项 Ly 一 CX) 的 引入 ,有 助 于 克服 和 减少 上 述 这 些 问 题 队 影 
咯 , 从 而 说 明 这 个 反馈 项 对 方案 工人 全 维 状 态 规 测 器 的 不 可 缺少 性 。 

(4) 全 维 状 态 观 测 溃 的 状态 空间 描述 

结论 6. 52 上 全 维 观测 器 状态 空间 描述 对 按 图 6. 22 思路 组 成 的 全 维 状态 观 测 器 ， 
状态 空间 描述 为 

一 (4 EC) 这 十 由 + Ba, X00) = (6. 370) 

衬 应 结构 名 如 图 6. 23 所 示 , 虚 线 框 内 为 被 观测 系统 ,虚线 框 外 为 全 维 状态 观测 器 。 

证 对 技 图 6. 22 思路 给 出 的 全 维 状 态 疯 测 器 ,可 以 导出 : 


r= AX+LYy- Ba XO — (6. 371) 
y = Cx (6, 372) 
将 式 46. 372) 代 大 式 人 6.371) ,并 加 整理 归并 , 即 可 导出 式 45.3707。 证 明 完 成， 


图 6.23 方案 工 全 维 状 态 观 测 峰 的 结构 图 


(52 全 维 状 态 观 测 器 的 观测 偏差 
结论 6.53 [观测 偏差 状态 方程 ] 对 图 6. 23 所 示 结 构 的 全 维 状 态 观测 器 , 表 x 为 被 
观测 系统 状态 ,x 为 观测 器 状态 即 重 构 状 态 , 则 观测 偏差 过 = x 一 的 状态 方程 为 
一 LO XO0) 二 部 入 训 训 (6. 373) 


证 由 x 一 x 一 x, 并 利用 被 现 测 系 统 状 态 方程 (6. 367) 和 全 维 观 测 器 状态 方程 
‘6.370), 妈 可 得 到 
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X= 


CAr+ Buy [ta ECX 十 EC + Bul] 
= LOGrox) = CGA- LO)xr (5, 374) 


对 初始 条 件 , 可 帆 x 一 x 一 x 上 直接 时 出 。 壕 娄 完 成 。 
结论 .54 [观测 偏 共 表达 式 | 对 图 68.23 所 示 结 构 的 全 维 状 态 现 淹 器 .x 一 xr 一 x 即 
观 训 偏差 的 表达 式 为 
1 0 《8. 375 1 
证 ”利用 线性 时 不 空 系统 零 输入 响应 关系 式 , 由 式 (6,373) 即 可 导出 式 (6. 375)。 
:6) 全 维 状 态 观 油 帮 的 渐 近 等 价 和 极点 筷 置 条 人 忻 
结论 6.55 [ 侍 维 观测 器 浙 近 等 价 条 件 ] 对 图 6.23 所 天 结构 请 维 全 维 状 态 规 测 器 ， 
存在 xnXg 反 馈 和 矩阵 LL 使 成 立 ; 
lim x C0 = lim xCt) (6. 376) 
充分 必要 条 件 是 被 观测 系统 了 不 能 观测 部 分 为 渐 近 稳定 ,区 分 条 人 忻 为 被 观测 系统 (4,C) 
完全 能 观测 
证 基于 对 偶 原 理 ,(4,C)? 能 观测 性 等 价 于 (45.C7T) 能 控 性 .由 此 .并 利用 线性 时 不 
到 系统 镇 定 门 题 对 应 结 论 , 即 可 证 得 im x(n) 二 9, 等 价 地 这 又 意味 着 lim (0 一 lim x(1)， 
证 明 完 成 。 
反 民 全 竹 上 生计 人 全 引 状态 规 测 于, 存在 
Xe 反馈 邱 阵 工 可 任意 配置 观测 器 全 部 特征 值 . 即 对 任 洽 请 个 其 望 特征 值 1 ,A 
A 可 找到 2xa 和 矩阵 革 使 成 闻 ， 
A LO AA, 1 11D, {6, 377) 
充分 必要 条 件 为 被 观测 系统 (4,C) 完 全 能 观测 、 
证 基于 对 偶 原 理 ,t4,C} 能 观测 性 等 价 于 (C47,C 中 能 控 性 。 上 出 此 ,并 利 月 线性 时 不 
变 系统 的 极点 配置 定理 , 即 可 证 得 结论 。 证 遇 完 成 。 
(7) 全 维 观 测 器 综合 算法 
算法 6.9 [全 维 观测 器 综合 算法 ] 给 定 完全 能 观测 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 ， 


X= Ax Hu, XDY = xr, 1 -2 站 


¥ = Cx 


其 中 ,AE.j"" ,BE BOE A 进而 ,对 所 综合 方案 I 全 维 观 测 器 ,指定 一 组 期 望 特 
征 值 (A; A 四 ) 。 


Step 1: 计算 对 侦 系 数 和 矩阵 4 一 4 , 百 一 CT 。 
Step 2: 对 (4 ,下 ) 和 期 望 特征 值 组 1 Ar si ' 采 用 极点 配置 算法 ,计算 使 
A — BBR) =A", 7- 1,2,-,p 
的 gxn 状态 反馈 短 阵 站 。 其 中 ,，} 表 示 所 示 和 阵 的 特征 值 ， 
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Strep 3: 到 工 一 关上。 
Step 4; 计算 (4 一 工 C) 。 
Step 5: 所 综合 全 维 现 测 器 为 


X= (A LOCOF+Bu|Ly 


全 维 状 态 观测 器 : 综合 方案 工 


现在 ,讨论 方案 工 全 维 状态 观测 器 的 综合 理论 和 综合 算法 。 考 虚 n 维 连续 时 间 线 性 
寺 不 变 被 观测 系统 ， 
下 二 站 x 二 Bu， Xt0) 二 记 ， ?六 0 
了 一 人 
其 中 心 Er BESCE2e (4, 昌 ) 完 全 能 控 , 状 态 六 不 能 直接 草 测 .输出 和 输入 
2 是 可 以 利用 的 ， 
《1》 全 维 状态 观测 器 的 结构 
给 定 n 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6.378) ,方案 正 全 维 状态 观测 器 也 是 一 个 
n 维 连续 时 间 线 性 时 不 次 系 统 ，。 状态 观测 器 的 输 人 取 为 被 观测 系统 的 输出 y 和 输入 &, 状 
态 空间 描述 为 


(6. 378) 


x 二 Fit+Gy+He, z00)— x, 
+= 人 Ti 
其 中 ,待定 系数 答 阵 FER",GE FHENR ?TE 当 "" 为 被 观测 状态 x 的 重 构 状 
态 。 方 案 了 [全 维 状态 观测 器 的 结构 图 如 图 6. 24 所 示 ， 


C8. 379) 


图 6.24 方案 下 全 维 状态 观测 器 的 结构 图 


t2) 全 维 状态 观测 器 的 条 任 

结论 6.57 [全 维 状 态 观 测 器 条 件 ] 给 定 维 连 续 时 间 线 性 时 大 变 补 观测 系 
统 (6, 378) ,n 维 线性 时 不 变 系 统 (6. 379) 对 任意 zx, ,a 可 成 为 全 维 状 态 观 测 器 的 充分 必 
要 条 件 是 : 

(i) T4 一 FT--GC， 了 非 奇 虱 ; 

(ii) H= Th; 


证 长 ee 一 xz 一 Fr 并 利用 起 46.379) 和 成 06.378) .可 以 导 币 : 
e— Xz— Tx 
= Fz-GyTHu— Taxr— 1Bu 
一 Fr— FTx t+ FTr+CCr+- Her— TAr— THu 
= Fe (FT— 1T4 | GOAx+ tH TBin CH. 0)) 
先 证 充分 性 。 已 知 条 件 ( 中 一 00), 艇 证 式 (5.379) 为 全 维 状 态 观 测 器 ,对 此 ., 淮 条 件 
(GD 一 人 站 代入 式 (6.380) ,4 以 得 到 ， 


e =- Fe (6, 381) 
由 条 件 5ii 知 , 对 任意 非 堆 蔗 | ,x 有 
im et 一 mexpoiyytz — Tr} 0 (6, 382) 
或 等 价 屿 有 
lim stat = Lim Te (Bb. 3537 
注意 到 工 非 奇 异 , 由 上 式 可 进而 导出 ， 
lim Kt) = lim Tizfi = lim T ‘Try — lim xer) th, 281) 


从 而 x 和 * 为 渐 近 等 价 , 即 系统 (6. 379) 为 全 维 状 态 观 测 器 ， 充 分 性 得 十。 

髓 证 必要 性 。 已 知 系 统 (5. 379) 为 全 维 状 态 观 测 器 .签证 条 件 (iy 一 (ii)。 对 比 , 苦 条 
件 5ii? 不 成 立 , 则 系统 (6.379) 不 为 渐 近 稳定 ,这 意味 着 对 任意 x. 天 0 和 as0, 当 fr 
有 ED 天。 若 条 件 5iD 不 成 立即 堪 关 TB., 则 可 找到 一 个 丰 站 使 当头 有 et 二 
0。 震 条 件 4iD 不 成 立即 TA 一 FT 了 GC, 但 由 (4,B} 完 全 能 榨 , 则 可 找到 一 个 tj 以 产生 一 
个 zj ,使 当 t: 吕 有 elt),。， 冯 0。 这 就 琢 明 ,对 上 述 三 种 情形 ,都 特 导致 (4), 二 
Xx(),-.。。 基 此 , 答 使 x 和 x 为 渐 近 等 价 , 必 要 前 提 是 条 件 (iD 一 (ii 成 立 。 必 要 性 得 证 
证 明 完 成 ， 

注 1 上 上述 结论 中 ,条 件 (i) 是 最 为 关键 的 条 件 , 涉 及 到 求解 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 方 
程 14 一 FT 一 CC 问题 。 并 且 , 只 有 满足 一 定 条 件 , 才 能 保证 非 奇 异 ”xn 和解 阵 T 存在 ， 

注 2 要 求解 阵 了 非 奇异 是 基于 导出 重 构 状 态 的 需要 。 这 是 因为 ,只 有 他 让 在 ， 
才能 由 全 维 状态 观测 器 (6. 379) 唯 一 导出 被 观测 状态 x 的 重 构 状 态 文 一 了 工 1z 

(3) 西 尔 维 斯 特 方程 解 阵 为 非 奇 异 的 条 件 

结论 6. 58 [ 解 阵 了 非 奇异 条 件 ] 对 多 输出 mr 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 
(6. 378) 和 方案 开 全 维 状态 观测 器 (6. 379) , 设 逢 阵 下 的 全 部 特征 值 均 共 有 负 实 部 , 且 第 
阵 志 和 下 不 具有 公共 特征 值 , 则 两 尔 维 斯 特 方程 

FT4— FT= GC (6. 385) 

存在 非 奇异 nx 和 解 阵 芽 的 必要 条 件 基 14,C} 完 全 能 观测 和 {下 ,G} 完 全 能 控 ， 
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证 分 为 三 步 进 行 证 明 。 首 先 , 志 类 阵 盘 的 特征 多 项 起 为 
x3) 一 det(sT 一 二 ?一 十 & 1 二 十 而 8 十 所 CB. 386) 
且 归 结 为 还 明 et 下 ) 韭 奇异 。 对 此 . 据 遍 荣 - 蛤 常 尔 帧 定理 ,有 al 和) 一 0。 设 4 为 稳定 矩阵 
下 的 一 个 特征 值 , 则 at 户 } 的 一 个 特 往 值 为 oc.)。 而 由 有 态 和 下 不 具有 公共 特征 值 郑 ,对 短 
阵 下 所 有 特征 值 %,w 二 12 yn 成 并 
at4) 大 0 (8. 387) 
和 


detat Fy} — [| etah} 0 (68. 388) 
一] 


从 而 证 得 x(F) 为 非 奇 异 。 命 题 得 证 。 
其 次 ,推导 了 的 一 个 关系 式 。 对 此 ,利用 西 尔 维 斯 特 方程 T4 一 FT 一 GC, 可 以 导出 ， 
TA — FT (FT+COCOA-.. FT 
= F(TA— FT) GCA = GCA + FGC 
TA FIT (TA — FMA FTA— FT 《6. 389) 
= GCA + FGCA 十 F2GC 
将 上 述 结果 加 以 整理 ,并 增补 显 等 式 , 可 以 得 到 如 下 一 组 方程 ， 
TI—-IT-10 
TA -FT= CC 
TA:— FT= GCA J FEC 
| (6. 390) 
TA — FIT = GCA + FGCA 十 了 2GC 
TA*—F"T= GCAT +PFGCA :FGCA 二 下 GCC 
理 在 上 述 方程 组 中 ,第 一 个 方程 乘 以 m ,第 二 个 方程 乘 以 w ,依次 类 推 , 最 后 一 个 方程 乘 
以 1。 于 是 ,把 所 得 结果 相 加 ,并 经 化 简 和 上 整理 , 叮 以 得 到 ， 
TatA)— at FIT 


| I os, Cr 一 1 I 1, c 
eo, 3, I 0 
。 CA 
一 LC FG F"™'G |] : 
a 1 I, 0 Ca 
I, 0 
UM, (6. 391) 


其 中 
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[al, of ee od | 
a a:l. 四 于 0 
4 一 | : : : (6. 392) 
站 避 本本 a 和 了 Tn ! 
.1 0 0 
HG FG … FG 【6. 393) 
Tm 
CA 
VW = | : (6. 391) 
Li 本 
[ca* 1 
考虑 到 民生 一 由 和 o 开 ) 非 奇异 .以 抽出 46. 3917 即 可 得 要 所 要 椎 导 的 工 的 关系 式 ， 
T 一 一 [aCP) UrAY, (6. 3951 


最 后 , 推 证 必要 和 条件。 对 此 ,由 式 (6.3931 和 和 式 56.394) 可 以 看 出 :5r 为 : 玉 ,G: 能 控 性 
判别 阵 ,F。 为 14,C) 能 观测 性 判别 阵 。 基 此 , 若 rankDy < 或 :和 rankVW sm , 则 尼 有 
rankT<<n 。 因 此 ,rankU; 一 站 和 Tanky 一 有 为 rank 一 吕 即 工 冰 奇异 的 必要 和 条件， 另 一 
方面 ,由 rankUr 一 nm” 和 rankya 一世 不 必 能 导出 了 非 亲 异 。 这 就 证 得 4 完全 能 观测 和 
1F.G} 完 全 能 控 为 工 非 奇 异 的 必要 而 非 充 分 条 件 ， 证 明 完 成 ， 

结论 6. 59[ 解 阵 工 非 奇 异 条 件 ] 对 单 给 出 维 连 续 时 间 线 性 时 木 室 接 观测 系统 
(6. 378) 和 方案 下 全 维 状 态 观 测 器 (6. 379) , 设 算 阵 互 的 全 部 特征 值 均 具 有 负 实 部 , 旦 矩 
阵 丰 和 下 不 具有 公共 特征 值 ; 则 1 起 ,局 完全 能 观测 和 i 下 ,G} 完 全 能 控 是 西 尔 维 斯 特 方 程 
(6. 385) 解 阵 工 为 非 奇 异 的 充分 必要 条 件 。 

证 对 单 输 出 即 g=1 情形 ,TT 关系 式 (6.395) 中 ,判别 阵 U 和 YW 转化 为 xn 方 阵 ， 
nn 矩阵 下, 由 结构 族人 必 为 非 冶 异 。 革 此 可 钴 ,和 解 阵 于 非 奇异 当 征 仅 当 rankUi 一 nx 和 
rankys 一 mn* 即 {4,C} 完 全 能 观测 和 1{F,G) 完 全 能 控 。 证明 完 成 。 

(4) 全 维 状 态 观 测 回 的 综合 算法 

算法 6. 10 [全 维 观测 器 综合 算法 ] 给 定 完全 能 观测 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 

YY 一 上 rz 十 有 Ba，x0) 一 各，! 字 0 
和 一 Cx 
其 中 ,和议 "…" ,BE RH? ,CE 3 。 再 对 所 要 综合 全 维 状 态 观 测 器 ,指定 -- 组 期 望 特征 值 
iA7 za 请 是 限制 和 无 40479122。 那么 ,方案 工 全 维 观测 器 可 按 
如 下 步 又 综合 。 
Step 1: 计算 期 户 特 征 秆 组 147 ,A 对 应 特征 多 项 栋 ， 


Ts—a:) 二 sar 1 + 二 es 二 a 
t—l 


A re rr i -一 
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Strep 2: 组 成 nn XX» 短 隆 : 


0 1 
| a Ce 一 Ge 1 
Step 3: 尾 取 Xn 非 奇 异 矩 阵 $ ,计算 上:， 计算 下 一 SF,S  ， 
Step 4: 任 琴 使 {Ff,G} 完 全 能 控 的 nXg 辆 阵 占 ， 
Step 5: 求解 西 尔 维 斯 特 方程 T4 一 FT 一 GC 解 阵 了 ， 
Step 6; 若 g 一 1, 去 到 Step 8: 若 g>1, 进 入 下 一 步 。 
Step ?7: 判断 解 阵 了 非 奇 异性 。 若 为 非 奇 异 , 进 入 下 一 步 ; 若 为 奇异 ,去 到 Step 3。 
Step 8; 计算 日 = TB， 
Step 9: 定 出 全 维 观测 器 状态 方程 和 重 构 状 态 ， 
izi= FtGy Hu 
工 一 了 ix 


Step 10: 停止 计算 。 


60.13 降 维 状态 观测 器 


本 节 讨 论 降 维 状态 观测 器 的 综合 理论 和 综合 算法 。 降 维 状态 观测 器 结构 上 简单 于 全 
维 状 态 观 测 器 。 构造 降 维 状 态 观 测 器 的 根据 在 于 利用 被 观测 系统 输出 中 所 包含 的 状态 信 
县 。 本 节 主 要 内 容 包括 降 维 状态 观测 器 的 基本 特性 . 榴 造 方案 以 及 综 台 算法 等 。 


降 维 状态 观测 器 的 基本 特性 


这 一 部 分 中 , 先 来 简要 讨论 降 维 状态 观测 器 的 一 些 基本 特性 。 
(1) 踪 维 状态 观测 器 的 结构 
动态 系统 的 降 维 状态 观测 器 也 是 一 个 动态 系统 。 降 维 状态 观测 器 具有 和 被 观 测 系统 
相同 的 结构 属性 。 对 线性 时 不 变 被 观测 系统 , 降 维 状态 观测 器 也 为 线性 时 不 变 系 统 。 
(2) 降 维 状态 观测 器 的 最 小 维 数 
考虑 n 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 ， 
r= Ar+Bu, xf0) 一 如， 1 
一 Cx 
其 中 .4ER"**" ,BE 有 RR"*? ,CE 2ex" 14C) 完 全 能 观测 那么 , 若 系 统 输 出 敌阵 C 为 满 牧 ， 
中 rankC 一 9, 则 系统 降 维 状态 观测 器 hos 最 小 维 数 为 


《6. 3986 1 
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dimmnh 二 :和 一 号 (6, 397) 
进而 , 若 被 观 浏 系统 为 单 输出 即 gq 二 1, 则 降 维 状态 观测 器 Exow 最 小 维 数 为 x 一 1。 若 被 观 
训 系 统 为 多 输出 即 9>1, 虽 降 维 状 态 观测 器 三 pw6 最 小 维 数 为 ny; 导 g 熏 太 ZEin 的 最 小 维 
数 合 小 ， 即 降 维 状态 产 测 器 sam 铺 构 二 比 全 维 状 态 观 测 器 Su 合 简 单 o 
(3) 降 维 状态 观 浏 器 的 工程 意义 
降低 维 数 意味 着 观测 器 只 需 应 较 少 个 数 积 分 器 来 构成 。 特 别 足 ,在 握 出 状态 观测 器 
的 20 进 纪 7 年 代 , 受 到 那个 年 代 模 拟 集成 电路 发 展 水 平 的 限制 .减少 积分 器 个 数 无 疑 为 
状态 观测 器 的 工程 实现 提供 了 简便 性， 
(4) 降 维 状态 观测 器 的 抗 品 声 能 力 
基于 降 维 状 态 观 测 器 得 到 的 重 构 状态 x 一般 可 表 为 
Xo Oy Oz 《6. 398) 
其 中 ,y 为 被 观测 系统 输出 ,z 为 降 维 状态 观测 器 状态 ,0， 和 0, 为 相应 维 数 矩 阵 。 因此 ， 
车 输出 3 中 包含 曲 声 , 则 噪声 直接 进入 重 构 状态 X。 调 基于 全 维 状态 观测 器 的 重 构 状 态 立 
不 直接 包含 输出 ?, 可 利用 观测 器 的 低 通 滤波 特性 对 包含 于 ， 中 的 噪声 产生 抑制 作用。 
这 就 说 明 ,在 抗 噪声 的 影响 上 , 降 维 状态 观测 器 差 于 全 维 状 态 观 测 器 。 


降 维 状态 观测 器 : 综合 方案 I 


全 维 状 态 观 测 器 相对 应 , 降 维 状 态 观 测 器 也 可 采用 两 种 综合 方案 。 本 部 分 先 来 讨 
论 方案 工 降 维 状态 观测 器 的 综合 理论 和 算法 
(1) 枸 造 几 维 状态 观测 器 的 变换 矩阵 
考虑 a 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 ， 
xXC—Ax| Bu, (0) = xD 
yy = Cx 
其 中 ,AER**",BER"? CEN", rankC—g, 
结论 5. 60 [变换 答 阵 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 399) ,构造 方案 [ 降 
维 状态 观测 器 的 变换 矩阵 {P,Q2} 可 按 如 下 方式 组 成 。 基 于 rank 率 二 5, 人 和 任 选 一 个 
RE 全 nxn 矩阵 


‘D0, 399) 


人 
PP 入 [| 6, 400) 
为 非 奇异 ; 求 出 算 阵 下 的 逆 记 为 全 ,再 将 其 作 分 块 化 表示 ， 
AP = {19 : 0 ] (8.401) 


其 中 ,全 为 ng 阵 , 避 ， 鸭 nXXtn 一 gq} 阵 ， 
结论 6. 61 [变换 入 阵 属性 ] (5.400) 和 (6. 401) 给 出 的 变换 短 阵 {P,Q} 具 有 如 下 属性 ， 
CO =I,, CO,—0f 《6. 402) 
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证 基于 情 和 @ 王 为 道 关系 ,有 


| 
1 | (6. 403} 


由 此 ,县 可 早出 式 (6. 402)。 证明 完 上 成 。 

(2) 被 观测 系统 的 变换 

作为 构造 方案 工 降 维 状 态 现 测 器 的 基础 , 现 革 于 变换 振 阵 4P,OI 对 被 观测 系统 
《6. 399) 引 | 人 线性 非 坷 异 变换 。 

结论 6. 62 [基本 变换 属性 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 399) ,引入 线性 
非 奇 异 变换 天 =Px, 并 将 结果 向 量 做 分 块 表示 ， 


_ 站 
于 一 | | (6B. 4043 
Lx, 
其 中 ,| 为 | 维 分 状态 ,Xs 为 nH 维 分 状态 。 则 有 
Xi 二 《6. 405) 


证 基于 变换 zx 一 Px, 并 利用 变换 算 阵 居 性 (6. 402). 即 可 证 得 ; 


_ ， x 
y= CP x= [CO CQ: ]x= [1, 0 |- x) C6, 406) 
Eo 


注 ”上述 结论 说 明 , 对 被 观测 系统 (5.3997 引 入 变 挤 ,人 可 以 显 式 指示 系统 输出 yy 中 的 
状态 信息 。 从 而 就 为 和 用 输出 }》 构 造 降 维 状态 观测 器 提供 了 可 能 性 
缚 论 56.63 [状态 方程 变换 形式 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 灾 被 观测 系统 (6, 399) ,状态 


方程 的 变换 形式 为 
-a a (6. 407) 
其 中 ,4 为 9xvd 阵 ,4 为 Co 一 站 Xd 阵 ,二 为 gx (2 一 败阵 ,42 为 Ca 一 g]X(n 一 人) 阵 .B， 
和 肋 : 为 gxp 和 tn 一 g) 义 户 阵 。 
证 基于 变换 x 二 Px, 并 利用 式 (6. 399) 的 状态 方程 ,可 以 得 到 
x 一 PAP r+PBu Ar , be {6. 408) 
得 将 矩阵 4 和 上 B 按 结论 中 给 出 维 数 划 分 和 分 块 化 , 即 可 学 出 式 (6. 407)。 证 明 完 成 。 
注 方案 工 降 维 状 态 观 测 器 的 综合 , 正 是 基于 上 述 导 出 EE 
和 B, ,8 进行 的 。 
(3) 降 维 状态 观测 器 的 结构 
对 于 方案 工 降 维 状态 观测 器 ,综合 的 基本 扎 路 是 在 利 几 焰 出 y 的 基础 上 ， 答对 n 一 上 g 
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维 分 状态 <: 构造 全 维和 状态 观测 器 
结论 6. 64 [x; 的 状态 观测 器 ] 给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 399)， 
ia 为 完全 能 观测 ,输出 矩阵 5 为 满 秩 即 rankC=g, 则 分 状态 总 的 m 一 9 维 状 态 观测 器 为 
z= {A 一 工 和 2 十 [4 LANL A —LAN)]y+B,—LB, )u (6. 409 ) 
z= {A LA 十 (用 LANy+(B,— LE, in (6. 410) 
且 x; 的 重 构 状 态 为 | | 
x i Ly (6. 4111 
其 中 ,各 系数 矩阵 给 出 于 结论 6. 63,(x 一 g) XxXg 阵 LL 任 取 为 使 (4 - 大 二 ,满足 汪 近 稳定 
或 期 望 极 点 配置 . 
证 限于 证 明 关 系 式 (6. 409)。 关 系 式 (6.410) 可 由 (6. 409) 和 (6.411) 直 接 导 出 。 对 
此 , 先 由 变换 状态 方程 (6, 407) 并 利用 天 =, 导出 对 加 的 被 观测 状态 方程 ; 
XY 一 六 十 ( 填 oY 十 也 ) 
yO— Ay — Bu 一 起 La 
进 面 .通过 引信 等 价 输入 和 等 价 输 出 ，: 
uA Any+ Bu why—Ay— Bn 《6. 413) 
把 铀 观测 状态 方程 (6. 412} 表 为 规范 形式 ， 
二 站 十 晶 
W 一 并 1oX; 
并 且 ,{ 有 4,C} 能 观测 可 以 保证 {2s141,; 能 观测 。 基 此 ,并 利用 方案 全 维 状 态 观 测 髓 辣 
论 ,可 对 一 q 维 分 系统 (6.414) 构 造 全 维 状态 观测 器 ，: 


(6. 412) 


(6. 414} 


Eo = CA ELA) | Ew + [6. 415) 
和 通过 选取 (x 一 g) Xxg 阵 可 使 (4,， 一 工交 1: ) 满 足 渐 近 稳 定 或 期 望 极点 配置 。 再 将 站 和 mm 
定义 式 46.413) 代 人 式 46. 415), 可 以 得 到 


荆 。 一 【《 疝 一 下 所 DX, L(y 一 起,y 一 Biw) 十 CA yt Bu) C6é, 418) 
为 消去 上 式 中 的 导数 y 项 . 引 人 变 量变 换 : 


zi Ly 《6.417) 
于 是 ,由 式 (6.416) 和 和 式 (6.417}, 即 可 得 到 


z= Ts 一 下? -一 (A,., —LA 十 ty —LA,, jy 十 (B, — LB, uu 
一 《和 一 工 和 7z 十 L(A, 一 工业 ): 二 + (A; 一 开征) )]? 十 (C6. 4]8) 
(BB; — LLB)u 
从 而 式 (6. 409) 得 证 。 而 由 式 (6. 417), 则 可 导出 重 枸 状态 名 关系 式 (6.411)。 证 明 完 成 ， 


结论 6. 65 [ 重 构 状态 关系 式 ] 对 连续 时 间 线性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 399) ,确定 系 
统 状态 x 重 构 状 态 * 的 关系 式 为 


350 第 6 童 线性 反馈 系统 的 时 间 域 综合 


xT Oy+O(r+t Ly) (6.419) 
其 中 ,z 为 观测 器 (6. 409) 状 态 ,? 为 被 现 测 系 统 C5. 399? 输 出 ,三 为 观测 器 (6. 409) 中 反馈 
征 阵 . 嫩 和 人 台 给 出 于 式 46. 401)。 
证 如 前 所 述 , 对 变换 状态 系统 46, :07) ,分 状态 的 重 构 状 态 为 
=x oy, Tort+Ly (6. 420) 
基 此 ,对 变换 状态 x, 可 得 重 构 状态 为 


[2 
SE 2- | 了 | (6.421) 
部 z+ Ly 


青 由 x 二 Px, 可 以 导出 x=P !x 一 Gx。 相应 地 , 必 有 x 一 0x。 于 是 ,由 此 并 利用 (6. 421)， 
即 可 证 得 : 
x 一 Lo 2 中 ” 
工 十 也 
结论 6. 66 [ 降 维 状态 观测 器 结构 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 399), 方 
案 I 降 维 状 态 观 测 器 即 重 构 状态 x 的 n 一 g 维 状态 观测 器 为 


© = (As — LADE FCA, 一 天 ay 十 《再 LB )z 【6. 423) 
x=y+Q (r+ Liy) {6. 424) 
其 组 成 结构 图 如 外 6. 25 所 示 、 


上 Ce (6. 422) 


图 6.25 方案 工 降 维 状态 观 删 串 的 组 成 结构 图 


(4) 降 维 状态 观测 器 的 综合 算法 

下 面 , 给 出 方案 I 降 维 状态 观测 器 的 综合 算法 ， 

算法 5.11 [ 降 维 观测 器 综合 算法 1 给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 399)， 
1 完全 能 观测 ,C 满 秩 即 rankC 一 4, 再 指定 观测 器 期 望 特 征 值 组 14; :A 
求 综合 方案 工 降 维 状态 观测 器 。 

Step 1: 对 葵 定 己任 取 届 E 瑟 后 w>, 合 如 下 部 交 半 矩阵 P 为 非 奇异 ， 


nad] 


R 
Step 2: 计算 矩阵 王 的 道 ,并 分 块 化 ; 
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OAPI [TO QJ， 0 为 xnXg 阵 ， 俯 为 xX tn 一 各 阵 
step 3; 计算 变换 系统 系数 征 阵 ,并 分 块 化 : 
4 一 P4P :一 We "|. B=PB-= [| 
.0 五。 
4 为 业 X 阵 ,4 为 yx (x 一 各 阵 
1 汶 Cn 一 机) XI 阵 ,. 4 为 (mn 一 9) XxX (nn 一 9) 有 阵 
六 gqXp 陆 , B; 为 (n 一 gq)x 户 阵 
Step 4; 计算 期 望 特征 多 项 式 ， 
[loa } =a" (5) 
:—1 
Step 5: 对 14: ,4i) ,采用 极点 配置 算法 , 综 人 台 一 个 并 后 .8 "使 成 立 ， 
dettsT — A2 + ALK) 一 ats) 
Step 6: 取 L 上 二 KK。 
Step 7: 计算 矩阵 
{A — LA;), CA — LALY), ‘B,— LB,)} 
Step 8:， 综 台 得 到 的 降 绯 状态 观测 器 为 
2 = (A — ELAR An — LA)y+(B,— LB,yn 
x = z+ Ey 
x = QyQ(r+ Ly) 
Step 9: 计算 停止 。 


降 维 状态 观测 器 : 综合 方案 工 


方案 荆 降 维 状 态 观 测 器 在 和 构 造 思 路 上 类 似 于 方案 [全 维 状态 观测 器 。 考 虑 有 维和 连续 

时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 ， 
二 闪 x 十 By， x(0) 二 x， 1 计 0 

(6. 425) 
y= Cx 
其 中 ,和 ER" ,BE 加 ?CER ,rankC=g,{ 各 ,C} 完 全 能 观测 ， 

(1) 降 维 状 态 观测 器 的 结构 

对 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 425》 ,方案 开 降 维 状态 观测 器 为 ?一 4 维 连 续 
时 间 线 性 时 不 变 系 统 ，; 

z=F+Gy+ Hu (6. 426) 

其 中 ,五 为 (zz 一 9)X(Ca 一 的 阵 ,G 为 4m 一 的 X9 阵 ,再 为 (n 一 g)X 思 阵 。 

(2) 降 维 状态 观测 器 的 条 件 


结论 6. 67 [ 降 维 状态 观测 器 条 件 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 425)， 
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\ 吕 ,Ci 定 全 能 观 调 .rankC=a. 则 nm 一 9 维 线 性 时 下 变 系统 (6. 426} 可 作为 降 维 状态 观测 器 
的 充分 必 过 条件 晨 ,存在 一 个 (x 一 9) Xn 满 秩 阵 下 ,使 


ro 
P= 6, 27) 
[了 | 
为 非 奇 异 , 且 成 立 : 
(1) TA— FT GC; 
(1) H=ThB:; 


4 五 的 全 部 特征 值 1,CF) ,1 一 ] ,2.… (ng) . 均 具 有 负 实 部 。 
进而 , 表 旭 一 PP ' 一 LQ， QJ, 其 中 作为 zxXg 阵 ,Q; 为 nXtn 一 g) 阵 ,好 被 观测 状态 z 的 
重 构 状态 * 为 


x 一 LY, 2]| ”= dy 7 (0, 423) 
证 基于 方案 了 全 维 状态 观测 器 条 件 相 类 伏 的 推 证 过 程 , 可 证 得 (iD ~(iii) 是 使 
lim zf) 一 lim Txtr) (6. 429) 


成 立即 式 (6. 426) 为 状态 观测 器 的 公分 必要 条 件 。 进 而 ,上 式 意味 着 ,有 z= 斑 。 再 由 观 
测 器 (6. 426) 为 渐 近 稳定 ,可 知 ， 


lim yt = lim y() = lim Cx (1) 《6. 430) 
基 此 ,又 可 导出 当 稳 态 时 有 y= 二 CX。 将 这 两 个 关系 式 结 合 ,得 到 
| - 时 (6.431) 
TT. Li 


基 此 ,并 考虑 到 一 工 | 徘 奇异 和 @=P-=[@，@], 即 可 导出 (6.428) ,证 明 完成 。 


3) 西 尔 维 斯 特 片 程 解 阵 满 秩 的 条 件 

在 方案 了 降 维 状 态 观测 器 条 件 的 结论 中 ,核心 条 件 是 西 尔 维 斯 特 方程 TA4— FT= GC 
解 阵 工 满 秩 , 且 使 式 (6, 427) 定 义 的 抢 阵 王 非 奇异 ， 下 面 , 给 出 实现 这 个 目标 所 要 求 的 
条 任 。 

结论 6. 68 [ 解 阵 工 满 秩 条 件 ] 对 多 输 人 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 425) 
和 新 近 稳 定 方案 卫 降 维 观 神器 (6.426), 设 答 阵 及 和 下 不 具有 公共 特征 值 , 则 西 尔 维 斯 特 
方程 T4 一 FT== GC 存在 清 秩 解 阵 了 ,使 

P-- 加 ‘6, 432) 
了 

非 奇 异 的 必要 条 件 为 :A,C} 完 全 能 观测 和 {FF,G) 完 全 能 控 ， 

证 显然 ' 对 这 里 讨论 的 情形 ,相对 于 方案 了 全 维 状态 观测 器 对 应 结论 证 明 中 的 关系 
式 (6.395) 仍 然 成 立 。 区 别 只 在 于 ,这 里 下 为 (n 一 g) X (pn 一 9) 阵 ,相应 好 ;为 (nn 一 q) Xng 
阵 。 由 此 ,可 有 
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P= [ [| [eat pv, AV, | 


一 虹 0 i C | 《8. 433) 
0 — [acF)] vrA ov, 


基 具 可 以 看 出 ,车 1 玉 ,G} 不 完全 能 控 即 rankDUe< ta 一 人 , 则 必 导 致 rankT 二 {tn 一 9) 和 矩阵 
卫 奇 异 ; 者 1#, 吕 不 完全 能 观测 即 rankWFi 之 #2; 划 必 存 在 一 个 xX1 非 零 向 量 v 使 成 
立 Va 一 0, 而 这 意味 着 必 有 Cv =0, 从 而 导致 Pv =0 和 拭 阵 PP 奇异。 这 就 表明 ,P 非 奇 
异 的 必要 条 件 为 {A& ,局 } 完 全 能 观测 和 ',G} 完 全 能 控 。 证 明 完 成 。 

结论 6. 69 [ 解 阵 工 满 秩 条 件 ] 对 单 输入 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 C6, 425) 
和 渐 近 稳定 方案 工 降 维 观 测 内 (6.426), 设 托 阵 和 和 五 不 具有 公共 特征 值 , 则 14,C} 完 全 
能 观测 和 {F,G} 完 全 能 控 为 西 尔 维 斯 特 方程 14 一 FT 一 CC 存在 满 秩 解 阵 了 ,使 

P= [| (8, 434) 
T 

非 奇 异 的 充分 必要 条 件 。 

证 由 多 输入 情形 结论 知 ,必要 性 显然 成 立 。 下 面 ,其 证 明 充 分 性 。 对 此 ,基于 方案 
[全 维 状 态 观 测 器 对 应 结论 证 明 中 关系 式 , 由 g=1 并 考虑 到 “4 ,二 有 ,中 使 J 一 1”, 所 以 
对 性 一 xX1 非 零 向 量 v ,有 


所 好 Co ”1 人-1 1 ce 上 
户 2 1 站 c+ 六 关 
Vn 和 = ,| 一 |， ， . ， :za= | : 《6. 435) 
Bl 11 0 0 gbahc vj| 
其 中 , * 表示 可 能 非 零 元 。 由 上 式 可 以 看 出 ,车 cv=0, 则 有 一 0。 青 考 虚 关系 式 
C 
av 一 心 【6. 436) 


由 此 并 注意 到 岛 =0, 可 以 导出 : 


及 一 UrAiVv 一 FrIG 一 3 RFC (6. 437) 
但 知 {FF,G} 完 全 能 控 , 苛 此 利 {6. 437) 意 昧 着 ,进而 有 一 0,i 一 1,2,…,n 一 1。 这 就 表明 ， 
当 {F,G} 完全 能 控 即 rankUr 二 nn 一 1, 式 (6.， 437) 意味 著 中 一 有 。 再 由 于 上 由; 非 奇异 和 
有 王 让 Vv ,所 以 有 0 意味 着 Vw 一 0。 但 己 知 14,C) 完全 能 观测 即 rankWV 二 ,因而 


Vv 一 0 又 意 昧 着 一 0。 从 而 ,使 (6.436) 成 立 的 p 一 0， 这 就 证 得 , 若 {4,C} 能 观测 和 
{F 能 控 ,矩阵 
e 
raw, 


为 非 痛 异 。 由 此 和 (6.433) ,又 可 知 矩 阵 天 非 奇异 。 充 分 性 得 证 。 证 明 完 成 . 


Tree tr ra pp + 
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(4) 降 维 状 态 观 测 器 的 综合 算法 

算法 6. 12 - 降 维 观测 器 综合 算法 ] 给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 裤 观测 系统 46. 425)， 
:让 .局 能 观测 , 己 满 秩 即 rankC 一 4 ,指定 观测 器 的 期 望 特征 值 组 1 ,3 4 要 求 综 
合 方案 四 降 维 状 态 观 测 髓 。 

Step 1: 对 特征 值 组 4 ,2 9 ,计算 期 望 特征 多 项 式 ; 


Step 2: 组 成 wn 一 yg} 一 中 亲本 引 阵 F.: 


0 1 J 
FF 一 
， 0 ] 
一 上 一 加 eg 


Step 3; 任 取 一 个 非 奇 异常 阵 有 RE 六 "0" ,计算 道明 1 ,计算 FF=RFE,R-'， 
step 4: 任 取 一 个 常 阵 局 EH", 使 { 玉 ,G1 完 全 能 控 , 即 
rank[G: FG: FCG]l=n—yg 
Step 5: 求解 西 尔 维 斯 特 方 程 T4 一 FT 一 GC 的 (nn 一 gq) Xn 解 阵 工 ， 
Step 6: 若 gq 六 1, 进 和 人 下 一 步 。 若 g=1, 去 到 Step 8。 
Step 7; 判断 
-© 
i 加 


的 非 瘟 异性 。 若 非 坷 异 , 进 人 下 一 步 ; 苦 奇异 ,去 到 Step 3。 
Step 8, 计算 H=TB。 
Step 9: 计算 并 分 专 化 QP 一 [外 人] 人 为 7Xg 阵 ,Q; 为 nX tn 一 qi) 阵 。 
Step 10; 综合 得 到 的 方案 卫 降 维 状 态 观 测 器 为 
z= Ft+Gy+Hu 
x = y+Qr 
其 中 ,x 为 被 观测 状态 x 重 构 状态 。 图 6. 26 给 出 方案 全 降 维 状态 观测 器 组 成 结构 图 。 


J 


图 6.26 方案 上 降 维 状态 观 湾 器 组 成 结构 图 
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6. 14 Kx- 函数 观测 器 


蚂 数 观测 占 是 以 重 构 被 观测 状态 的 胃 数 为 日 标的 -一 类 观测 器 。 控 制 工程 上 函数 观测 
器 专 指 重 构 状 态 芭 馈 Kx 的 一 类 观测 器 。 直 接 重 构 Kx 有 可 能 使 观测 器 的 维 数 较 之 降 维 
状态 观测 准 维 数 为 低 。 本 节 限 于 讨论 Kx- 函 数 观 测 器 的 综合 理论 和 算法 。 主 要 内 容 包括 
Kx- 消 数 观 测 器 的 结构 ,条 件 , 维 数 和 综合 算法 等 。 
(1) Kx- 请 数 观 测 器 的 结构 
考虑 完全 能 控 和 完全 能 观测 的 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
X= Ar+HBae, x0)Q—=X tO 
Fo= Cr 
其 中 ,ER ,BER?,CE FI""。 1 及, 有} 能 控 为 出 于 综合 反馈 算 阵 丰 的 要 求 , 14, 人 能 
观测 则 是 出 于 构造 观测 器 的 要 求 。 那 么 ,Kx- 函 数 观 测 器 也 是 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 
系统 ,状态 空间 描述 为 


《6 438) 


zz 一 有 十 Gy 十 且 ，z00) = 1,, f 空间 
w= MNy 
其 中 , 设 观 测 器 的 维 数 为 mm, 下 为 mxm 阵 ,G 为 mmXg 阵 ,本 为 mxXp 阵 ,证 为 pxm 阵 ， 
N 为 户 Xgq 阵 。Kx- 函 数 观 测 吕 的 目标 为 
Timwt 一 lmkKxte) (6. 440) 


(6,. 439) 


《22 下 XY- 函数 观测 器 的 条 储 
结论 6. 70 LKx- 函 数 观测 器 条 件 ] 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 438) , 线 
性 时 不 变 系 统 (6, 439) 可 成 为 Kx- 函数 观测 器 即 (6. 440) 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
(DD TA 一 FT 一 GC, 本 为 m Xn 实 澡 阵 ; 
(ly H= Th; 
(ili) 下 的 所 有 特征 入 均 上 共有 负 实 部 ; 
《iv) MT--NC=K, 
证 限于 证 明 充 分 性 。 已 知 条 件 (i) ~ (iv), 欲 证 (6, 440) 成 立 。 对 此 ,由 状态 方程 
(6.438) 和 和 (6. 439) ,并 利用 条 件 仆 一 C0) ,可 以 导出 ， 
zi— T= (FG + Hy) — TAx Bu) 
= tGC— TA)r + CH Thu+F 
= Fr — FTx = Fitz— Tx) 《6. 441) 


求解 上 述 方 程 , 得 到 
Zz — TE) ~ etts, — Tx,) (6. 442) 
而 由 条 件 Gii) 即 F 所 有 特征 值 均 具 有 负 实 部 .可 知 :co 时 必 有 en _*0。 基 此 ,可 以 进而 
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导出 : 
Jirmzttr) 一 limx C2) C6. 443) 
再 由 观测 器 (8. 439) 的 输出 方程 ,并 利用 条 件 4iv) 和 (6. 443) ,就 可 证 得 : 
limwtD 一 limCMz (CD + Ny (1)) 
二 limt MT 十 NC) x{r) 
一 lim Kx Ct) ‘5, 444) 
从 而 充分 性 得 证 。 证 明 完 成 。 
{3) 单 输入 Kxr- 画 数 规 测 路 的 维 炸 
确定 Kx- 函数 观 浏 器 维 数 mm 是 … 个 较为 复杂 的 问题 。 这 里 , 仪 就 单 输入 即 p= 二 1 情 
形 ,. 给 出 确定 观 调 器 维 数 m 的 -- 个 结论 。 
结论 6. 71 [LKx- 吗 数 观 测 器 维 数 ] 对 单 输 人 = 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 祯 观测 系统 
(6. 438) .{ 生 , 忆 } 完 全 能 观测 ,+ 为 能 观测 人 性 指数 ,rankC=-e 天 为 1x7 常 阵 . 必 可 枸 告 维 数 
3 一" 一] 的 x- 耳 数 现 测 器 ， 
证 为 使 思路 更 为 清晰 ,分 为 四 步 进行 证 明 ， 
(i》 对 被 观测 系统 引入 变换 。 对 此 , 任 取 一 个 0 一 g) Xn 常 阵 中 ,使 nx 变换 知 阵 


P= 问 《6. 445》 
-|R 四 


为 非 奇 异 。 且 在 方案 开 降 维 状态 观测 器 相应 结果 中 已 经 证 明 ,被 观测 系统 (6. 438) 在 变换 
x 一 Pr 下 可 化 为 形式 ; 
A haar 
_ ‘6. 446) 
y= [1 0 Acx 

机 2 


0 对 变换 方程 (6. 446) 导 出 函数 观测 器 的 名 个 对 应 关系 式 。 对 此 ,有 
第 一 ,推导 渐 近 等 价 指标 kx 的 对 应 形式 。 对 此 , 表 上 一 kP !, 并 利用 x=Px, MW Kx- 
丽 数 观测 器 (6. 439) 标 量 输 出 ze( 六 的 渐 近 等 价 指标 kx 可 化 为 
kr 一 PTY = kr 《6. 447) 
第 二 .推导 西 尔 维 斯 特 方程 TA 一 FT 一 GC 的 对 应 形式 。 对 此 ,由 T4 一 FT 一 GC, 并 利 
用 为 =PAP"! 和 CC 一 CP-1, 可 以 导出 ， 


JP 4Pp 一 FT 一 下 -FT-Gc GCP 《6. 448} 
基 此 ,并 对 上 式 右 匀 P-! 和 表 T=TP ' ,得 到 西 尔 维 斯 特 方程 的 对 应 形式 为 
IT4 一 上 了 一 GE 《6. 449) 


进而 , 表 mxn 解 阵 T=[T,,T,].T, 汶 mg 阵 ,下 为 mx 《HO 一 9g) 阵 ， 基 此 ,并 注意 刘 
C 一 [0, 可 由 式 (6.449) 进 一 步 导出 ， 
TAn+ TA — FT,=G C6, 450) 
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TTAm CFT,=0 (6,4531) 
第 三 ,推导 关系 式 MT 十 NC 二 大 的 对 应 形式 。 对 此 .由 MT 一 NC 一 Kk, 并 利用 
了 一 TP :大 一 上 P 和 大 一 CP ,可 以 导出 ， 
MTP + NCP = AT 二 NGC 一 大 一 人 (6B. 452} 
基 此 ,得 到 对 应 形式 为 
3 了 NC 一 天 (8. 133) 
进而 ,引入 分 块 化 表示 开 一 了 , 半 ， ]， 其 中 到 为 lxg 阵 ,大 为 ] {i 一阵; 则 在 注意 到 
工 一 [LT] 和 EC 一 [LE ,0 的 同时 ,可 由 式 (6.453) 进 一 步 导 出 ; 
MT, N=k (6. 454) 
MT, = 上, (6. 4551 
(DD 对 m=v 一 1, 推 证 T4 一 FT=GC 的 解 阵 了 存在 。 对 此 ,有 
第 一 :对 =v 一 1 和 了 =fT .了 ] , 推 证 TI 存在 。 为 此 ,将 ri 阵 下 和 1Xxm 阵 3 
取 为 形式 ， 


0 
: : .1 . 
F= 0 “6, 456) 
a 
总 = [1 0 .…: 0] 《6. 457》 


其 中 心心 vai , 避 ,as_11 为 函数 闹 测 世 的 相应 于 任 给 期 程 特 征 秆 组 的 特征 多 项 式 系数 ， 
进一步 , 表 


| fa | 
_ ti. Ls 
T, = | 了 一 | (6. 41458) 
Ch Fam 
则 由 五 和 的 形式 ,并 据 式 (6.455) 和 式 (6.451), 可 以 导出 ， 
ts 一 如 
入 十 折 症 :一 有， 
tats + tr Azs 一 ta: C6. 45359) 
fim ti Tt A =— oat ‘fe 
上 述 方程 组 中 , 除 最 后 一 个 等 式 以 外 的 其 余 等 于 机 以 通过 由 上 而 下 的 选 信 改写 为 


fa 一 大， 
to 一 天 各。 十 下 | 冲 。 
;二 Ke Ai 十 1 生得 2 十 让 2 六 1， 


中 


= 


a 
Lh 1 


| 


上 蔓 十 和 冲冲 中 2 十- 十 二- 冲冲 2 十 让 ,am-1 双 1 
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再 将 起 46.460) 代 人 式 46.459) 最 后 一 个 等 式 , 经 过 简单 计算 和 整理 ,可 以 得 对 
全 让 ;直入 十 a 让 2 六 各 十 十 证 症 十 引 0 页 ， 
-1i 了 过 1- 


1 
2 

D7 
EA- 


A 
和 1 


”| 


| 

一 一 [on (6. 461) 

可 以 看 出 ,一 旦 由 控制 系统 综合 定 出 天 则 基 为 已 知 ,而 车 由 月 数 观 测 带 特征 值 配 兽 定 出 

tr mq mg 和 拓 阵 及 为 已 种 且 必 为 非 奇 异 。 基 此 , 当 且 仅 当 moXx (no} 
矩阵 下 列 满 秩 , 即 


EE 


rank¥ A rank 一 一 如 (6, 462) 


本 

方程 (6. 461) 的 解 存在 . 即 对 任意 下 可 定 出 解 [ns 14,4] 进而 ,由 14.C 能 观测 
知 {4z ,4 ) 为 能 观测 , 且 两 孝 具 有 等 同 能 观测 指数 v。 这 意味 着 , 式 (6. 462) 对 贡 二 v_1 
仍 成 立 ,从 而 证 得 对 mm=* 一 1 可 定 出 解 [ns 6] 即 天 存 在 。 

第 二 ,对 m 二 =v 一 1 推 证 于 存在。 对 此 ,基于 [t,t ;,…,tw], 并 利用 式 (6. 460)， 
即 可 证 得 对 m 二 vy 一 1 可 定 出 T 即 元 存在 。 

第 三 ,对 mm 二 vy 一 1 推 证 解 阵 了 存在 。 由 下 [区 ,元 ] ,二 和 全 对 mm 二 v1 存在 意味 
着 下 对 mm 一 v 一 1 存在 。 进 而 ,由 T 一 TP, 意味 着 T 对 二 v1 存在 。 

(iv) 证 明 结论 。 由 上 述 分 析 知 ,在 m==v 一 1 下 ,基于 王 , 示 和 二 可 由 式 t6.450}) 定 出 
CG, 基 于 机 , T, 和 六 可 由 式 (6.454) 定 出 N, 基 于 TT 和 名 可 定 出 五 一 T8。 从 而 ;对 单 答 入 
维 被 观测 系统 (6, 438) ,可 构造 维 数 m 一 ,一 1 的 Kx- 函数 观 测 器 ， 证 明 完 成 。 

《4) 单 输入 Kx- 函数 观测 器 的 综合 算法 

算法 6. 13 [Kx- 函数 观测 器 综合 算法 ] ”给 定单 输入 ， 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 徐 观 
济 系 统 (6.438},{4,Ci 完 全 能 观测 ,C 满 秩 即 rank Co, 给 定 1xn 状态 反馈 矩阵 无 ,要求 
综合 Kr- 函数 观 淹 器 。 

Step 1: 计算 被 观测 系统 的 能 观测 性 指数 "。 

Step 2: 取 下 r+- 耻 数 观测 器 维 数 w 一 一 1. 

Step 3: 指定 观测 器 期 望 特 征 值 组 [A7 ,A; ,… ,4 ,) ;计算 相应 期 望 特征 多 项 式 ， 


6.14 Kx -函数 观测 旨 


hn fs 


Step 4: 取 
0 
: I 2 
F= ， : tv 一 1)※x※ 1) 阵 
1 | 
— a : — a a 加 


2 一 Li10D -… 0] lx(v 一 1) 阵 
Step 5: 任 了 一 个 Cn 一 g) Xn 常 阵 玉 ,使 xn 变换 本 阵 


-| 


为 非 奇 异 。 计 算 变 换 和 矩阵 赣 玉 上 
Step 6 : 计算 


4 MP 1 


过 : : Rss ny 
一 -一 ”一 
地 no 
5= po—|[, | 
pb; | 
k—kP'=[k Kk,] 
a | 


Step 了， 计算 
全 Ks A! 十 a 2 十 … 十 Ee 十 ,Kk 


1, 
oz -。 
点 之 . , ty 一 1)gx tv 一 1)g 阵 
a a aol, I 
种 bs 
问 12 太 2 


Lu , (vv 一 ligX (zn 一 g} 阵 
证 5 
Step 8: 求解 方程 
K 一 一 [六 ,。; » Ea ot A 
定 出 is ho sh ,组 成 : 
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Step 9: 计算 


此 > 一 于 2 十 二 六; 
fz3 = KAi, tA 二 上 za 六 1s 


十 后 
组 成 : 
ts 
IT 之 (vr 一 1})x tn 一 gy} 阵 


tz,,.1 
Step 10:; 组 成 (vr 一 17xn 类 阵 T 和 [TT : 瑟 ] ,计算 T= 了 Pp， 
Step 11; 计算 


Step 12; 计算 H= Tb。 
Step 13: 综合 得 到 的 天 r- 函数 观测 器 为 
z 二 了 入 十 Gy 十 Hu 
» 二 十 Ny 
Step 14: 画 出 Kx- 前 数 观 测 器 的 组 成 结构 图 ,如 图 6. 27 所 示 。 


图 6.2? Kx- 蚂 数 珊 浏 器 的 组 成 结构 图 


(5) 多 输入 天 r- 函 数 观 测 器 的 维 数 
对 多 输 人 ” 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系统 (6. 435) , Kx- 函数 观测 器 的 最 小 维 数 
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因 只 体 阿 题 不 同 而 和 不同， 但 是 , 匣 p 六 nn 反馈 阵 下 为 秩 1, 凤 rank 站 一 1, 则 页 基于 单 短信 
情形 结论 直接 导出 如 下 结论 。 
结论 6.72 | Kx- 晴 数 观测 涡 维 数 ] 考虑 多 输入 n 维 连 续 时 间 线 性 时 不 变 被 观测 系 

统 (6. 438) 414.C 完全 能 观测 .* 为 能 观测 性 指数 ,rankC==g。 再 知 pxXn 反馈 阵 KK 为 析 
1 即 rank 下 二 1 ,并 引入 pX1 同 量 p 使 表 直 一 pk 为 1Xxn 阵 。 那么 , 必 可 构造 维 数 六 = 
:一 的 Kx- 阿 数 观 测 占 

zi FridGy+t Hu 

w 一 到 十 和 
重 构 Kx. 生 pw(?) 为 Kx() 的 淅 近 重 构 活 数 ， 


《6.463) 


6.15 基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 的 特性 


观测 器 的 引入 使 受 控 系统 状态 反馈 的 物理 实现 成 为 可 能 。 讨 论 以 重 构 状 态 代 在 系统 状 
态 实 现状 态 反 馈 所 导致 的 影响 是 一 个 需要 进一步 研究 的 基本 问题 。 本 节 是 对 这 个 基本 问题 
的 较为 系统 和 较为 全 面 的 讨论 ,着重 于 益 明 基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 的 基本 特性 、 


基于 观测 器 的 状态 反馈 系统 的 构成 


基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 由 受 深 系统 ,状态 反馈 和 观测 器 三 部 分 所 构成 。 蓄 
虑 nn 维 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 
一 二 有， rx(0) =x, :0 
y= Cr (6B. 4641) 
甘 中 ,入 E 久 "BBE 如"*?, 记 毛 议 1" 为 满 秩 即 IrankC 一 4, 并 设 14,C: 完 全 能 观测 ,14, 且 , 完 
全 能 控 。 状态 反 人 局 控制 为 
Kx 十 《6. 4E5) 
其 中 ,pxn 反馈 矩阵 长 可 按期 望 性 能 指标 综合 ,为 户 维 参 考 输 入 。 如 前 所 述 , 和 典型 体能 
指标 提 法 包括 极点 配置 ,镇定 .动态 解 钢 、 薄 态 解 粳 ,扰动 抑制 和 渐 近 跟踪 .二 次 型 最 优等 . 
观测 絮 也 为 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 以 重 构 受 控 系 统 状 态 * 或 反馈 卫 数 Kx 为 旧 标 ,类 
型 包括 全 维 状 态 观 测 器 、 降 维 状 态 疯 测 器 、 函 数 观 测 器 等 。 不 失 一 般 性 ,这 里 取 观 测 器 为 
?一 9 维 降 维 状态 观测 器 
Ew: 2— Fr 十 Gy 十 有 


[0 -0 oo 0 


其 中 ,Cn 一 q) Xx (x 一 g) 答 阵 下 的 特征 值 可 技 期 望 要 求 任意 配置 ,系数 矩阵 满足 关系 起 
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Ti—FT= CGC, HQ=1B 《6. 467 》 


[0 ol >] = C+wT=I 《6. 468) 


其 中 , 避 为 (n 一 q) XXg 阵 , 理 为 (xn 一 9} Xp 阵 ,T 为 (xn--qg)Xxn 阵 ,OO 和 由 为 1xg 和 
nXtn 一 9) 阵 。 上 述 约 定 基础 上 ,并 以 观测 器 重 构 状 天 x 代替 受 控 共 统 状态 xX, 可 以 给 出 
基于 观测 器 的 状态 有 反馈 控制 系统 的 组 成 结构 ,如 图 6. 28 所 示 ， 


E-Fed Hy 
人 


天 6.28 基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 的 组 成 续 构 


进一步 ,对 基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 ,推导 建立 其 状态 空间 描述 。 
结论 6.73 [状态 空间 描述 ] 对 图 6. 28 所 示 基 于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 
之 KB , 取 


| | 为 (2 一 维 状态 ， ov 为 维 输入 ，y 为 a 维 输出 


则 其 状态 空间 描述 为 


rs: [~ Ca HK | 四 1 上 
(6. 469) 


ee 


证 由 基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 的 组 成 方程 (6. 464)~-(6. 466) ,可 以 导出 ， 
xx 一 4 十 了 一 BT = Ar Eo BROQCx 一 REO:z 
一 (4 BEOC)x— BEKO By 让 470) 


和 
zi= Fe+GCx + Ho HKE 


= (GC — HKQO, Ox (F— HKOW Dz Ho (6. 471) 
联合 式 (6. 4707 和 趟 (6. 471) ,并 表 为 增 广 方程 形式 , 即 可 导出 式 (6, 469) 。 证 明 完成 。 
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这 一 部 分 中 ,以 Eka 的 状态 空间 描述 (6. 469) 为 基础 ,推导 给 出 基于 观测 器 的 状态 反 
镇 系 统 的 一 些 基本 特性 。 


6 15 ”基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 的 特性 363 


C1) Eua 的 维 数 
结论 6. 74 [Exs 维 数 ] 对 图 6 28 所 示 基 于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 Sue， 袁 
dimt ，) 为 所 示 系 统 维 数 , 则 有 
dim(t Bren) — dim(E,) + dim( Son) (6. 472) 
注 ”结论 表明 , 相 比 于 直接 状态 反馈 控制 系统 i ,引入 观测 器 的 结果 提高 了 状态 反 
馈 控 制 系统 的 维 数 ， 
(2) Su 的 特征 值 集合 
结论 6. 75 [状态 空间 描述 ] 对 岛 6. 28 所 示 基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 zn ， 
表 A(，) 为 所 示 系 统 或 矩阵 的 特征 值 集合 ,A.(，) 为 所 示 和 矩阵 特征 值 , 则 有 
站 《Sm 一 4A CEE) ACE 
= (一 BE)t=1,2 ni (一 12 (6.473) 
证 对 Zig 的 系统 和 矩阵 
[ 4 一 RCIC  — BKO, ] 


(HO, 474) 
GC— HROC F— HEROQ. 
引信 非 奇 异 变换 矩阵 
了 0 I 0 
P=| | P 一 | | (6,. 4735) 
_T 1,., T 1,, 


于 是 ,由 式 (6.474) 和 式 (6. 475) ,并 利用 关系 式 (6. 487) 和 不 (6, 468) ,可 以 导出 ， 
| 0 J 和 A 一 BEO.C 一 BEO, J 0 | 
—T TiGC— HRKQOC F— HRQLT 1,, 
四 | A BEIOC OT) 一 BKQ; | 
(GC— TA+FT}+ (TB — HKQC+ (TB 一 再) 天 人 乒 十 (了 — HKO; 
| 加 二 
L 必 F 
进而 ,考虑 到 和 矩阵 特征 值 在 线性 非 奇 异 变换 下 保持 不 变 , 由 式 6， 476) 有 即 可 证 得 : 
各 一 了 KOITC 一 BRO;, ||= | 的 | 
GC 一 HKOIC F— HRKO; 0 F 
= A BE) = 1,2 ns NF = 1,2, no} 
= {A CEr) A (Bo)! 《6. 477) 
注 结论 表明 ,在 基于 观测 锅 的 状态 反馈 控制 系统 zxs 中 ,直接 状态 反馈 系统 Ek 的 
特征 值 和 观测 器 Zos 的 特征 值 保持 分 离 性 。 
(3) Sm 综合 的 分 离 性 原理 
结论 6. 76 [分 离 性 康 理 ] 对 图 6. 28 所 示 基 于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 3x , 观 


(6. 476) 


站 《ERk6) 一 上 内 [ 


rr me 
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测 器 iw 的 引信 不 影响 下 配置 的 直接 状态 皮 馈 系统 了 特征 什 14C4 一 BK} ,i 一 1,2.…， 
7 ,状态 反馈 的 引入 不 影响 观测 器 Bw 特征 值 (2, (CF), 二 1,2,…,n 一 g;。 因 此 .基于 观测 
器 的 状态 及 局 控制 系统 Zs 前 综合 满足 分 记性 原理 , 即 状 态 反 馈 控 制 律 的 综合 和 观测 器 
的 综合 可 独立 进行 ， 

(4) Exa 的 传递 函数 扎 阵 

结论 4. 77 [传递 晒 数 矩阵 ] 观测 器 的 引入 不 政变 直接 状态 反馈 控制 系统 2 的 传 
递 隔 数 矩阵 。 表 Gra ts) 和 和 Gr (ts) 洛 Brn 和 Ei 的 传递 明 数 矩阵 , 则 有 


(Grn 3s) 一 (Gxts) (6. 47%) 
证 据 基 于 状态 空间 描述 的 传递 贤 数 粉 阵 关系 式 , 有 
Grifs) = CO A+BE)-'B (6. 479) 
和 
Gis Cs) = COT -一 站) :县 {6. 480) 
其 中 
_ A_-BKOC _ BKO. 
3=| 0 0 | (6. 481) 
CC— HKQC F — HKO. 
_ rrB 
B=| | (6 482 
H 
C= [CC 0] (6. 483) 
进而 ,基于 式 (6. 475) 给 出 的 变换 矩阵 ,对 {有 4,,C} 作 线性 非 奇 异 变 换 , 可 以 得 到 ， 
A-HKOC _ BKO, 
A PAp: =P| ed BR 了 
LGC — HKQC F -HKO. 
4 一 BK — BKO, 
一 | | (6. 484) 
0 F 
I 0 31r8 B B 
有 再 -| rr -四 .485 
一 T 1H LH-_rBp |, 0. 485) 
I 0 
C= Ep- = fc o]| > ， [= [C 09] C6. 486) 


再 考虑 到 传递 吨 数 矩阵 在 线性 非 奇 异 变 换 下 保持 木 变 ,由 式 (6. 484) 一 (6. 486) 即 可 证 得 ， 
Gxra (= Cs — AB = Ct A)-B 
si—A+Bk BKO, Trs 
= [ce o| 0 | | 
(可 一 站 十 随和 让-: x "rHB 
= [Cc 人” 
L -| 和 网 


= CA+BER) B= Gt{:) ‘6. 487) 
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C$) EkE 的 能 控 性 

结论 6.78 [zwxw 能 控 性 1 观测 器 的 引入 使 状态 反锁 控制 菜 统 不 再 保持 定 全 能 控 , 有 即 
Eng 为 不 完全 能 控 , 且 Zi 分解 捕 的 能 控 部 分 为 {4 一 BK,B.C)， 

证 由 能 控 性 对 线性 非 奇 异 变换 保持 不 变 知 ,Zrs 即 14, 吾 } 的 能 控 性 等 同 干 { 和 ,再 ; 的 
能 控 性 。 进 而 .由 式 (6. 484) 一 {6. 486) 可 以 看 出 ,1 和 ,再 , 龙 } 已 处 于 按 能 控 性 分 解 形式 ， 
而 :A4 一 BK ,B, 侣 即 为 系统 能 控 部 分 .证明 完成 。 

注 考虑 到 ,从 能 控 性 分 解 第 度 , 传 递 丙 数 矩阵 只 能 反映 系统 中 能 挖 部分。 从 而 ,这 
个 结论 的 结果 为 结论 6, 77 指出 的 Gun 一 Cr 事实 提供 了 直观 解释 。 

《6) 3xs 的 鲁 棒 性 

结论 6. 79 [zxs 鲁 棒 性 ] - - 般 地 说 ,观测 器 的 引入 会 使 状态 反馈 控制 系统 的 鲁 棒 性 
变 坏 , 即 xs 的 鲁 榨 性 差 于 Ex 的 便 棒 性 。 改 善 的 途径 是 采用 回路 传递 函数 矩阵 旗 复 (loop 
transfer recovery) 技 术 。 对 此 ,这 里 不 作 展 开 性 讨论 ,有 兴趣 读 首 可 以 参阅 有 关 文 献 

(7) Ex 中 观测 器 的 综合 原则 

结论 6. 80 .观测 器 综合 原则 ] 对 图 6. 28 所 示 基 于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 
rg， 其 观测 几 综 合 的 一 条 经 验 性 原则 是 ,把 观测 器 的 特征 值 负 实 部 取 为 4 一 BK 特征 值 的 
负 实 部 的 2~3 倍 , 即 

ReA,(F) ~ (2 ~ 3)Rel tA — BK) (6, 488) 


综合 举例 
这 一 部 分 中 ,通过 对 一 个 便于 的 讨论 ,以 具体 说 明基 于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 


xs 的 综合 步 嗓 ， 
例 6.6 给 定 完全 能 控 和 完全 能 观测 的 一 个 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 拧 系 统 ， 


| 0 0 9| 
. 0 0 一 2 0 1: 
二 | 二 十 i 

0D.o 0 1] 总 

oO 0 4 0 一 
y= [1i0 . 0]x 


其 中 ,n=4,p=g 二 1,rankc 一 1。 效 求 综合 基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 2 。 
(i) 综合 1xn 状态 反馈 增益 矩阵 上 


基于 分 离 性 原理 ,综合 状态 反馈 和 矩阵 时 ,可 以 不 考虑 状态 观测 器 的 存在 。 不 失 一 般 
性 , 设 性 能 指标 为 一 组 期 望 闭 环 特征 值 ， 


4 一 一 了 ， 4 3 一 一 ] 十 1， 下 风 一 一 忆 
相应 期 望 闭环 特征 和光 项 式 为 


rr 
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a fs 二 十 DCs 十 1- 一 (ts 十 1 十 jj)(s 十 2) 
一 下 十 5% 中 1055 十 10 二 4 
进而 ,考虑 到 问题 比较 简单 ,采用 直接 法 综合 大 。 对 此 , 表 
kk 一 一 [& 到 2 上 kk, | 


可 得 
0 1 0 0 
机 
及 一 启 二 
0 0 D ] 
一 点， 一 二， 生 一 上 3 — k, 
和 


2 二 det( 可 一 自 十 瑟 ) 一 5 二 他 一 ks 二 (Ch 一 一 4)s: 十 2s 十 2 起 | 
而 由 比较 ets} 和 a (3s) 同 备 次 项 系数 ,可 以 导出 : 
和， 2ks 一 1]0， 语 一 局 二 ]4， 训 一 二 5 
求解 上 述 方程 组 ,得 到 状态 反馈 矩阵 大 为 
一 一 [2 5 16 10] 

(il) 综合 颖 维 状 态 观 测 器 

依照 分 离 性 原理 , 综 台 状态 观测 器 时 ,可 以 不 考虑 状态 反馈 的 在 在 ， 不 失 一 般 性 ,到 
所 综合 观测 器 为 方案 工 降 维 状态 观测 器 。 且 由 n=4 和 rank c= 二 gq 二 1 知 , 降 维 现 潍 器 的 
维 数 为 ”一 9 一 3。 再 由 爱 接 系统 输出 方程 可 以 直接 看 出 ,mm 一 ， 无 需 重 询 : 而 状态 方程 已 
处 于 规范 形式 ,所 以 无 需 再 引信 变换 。 基 此 ,导出 各 个 分 块 矩 阵 为 

4 一 0，4z 一 [1 0 0]， A 二 


0 0 一 过 0 

1 | 0 1 

0 0 4 0 
I 
b, = 0, | 1 
一 二 


进而 ,按照 2xy 中 观测 器 的 特征 第 选取 经 验 件 诛 则 :; 取 观测 器 期 望 特 征 值 为 
A 一 一 3， Aps,n3 二 一 卫士 经 
观测 器 的 对 应 期 望 特征 多 项 式 为 
aofsy》 = ts 二 3)ts 十 3 一 j2)(s 十 3 十 j2) 
一 下 十 9 十 31: 十 39 
再 按 方 案 工 降 维 观 测 器 综合 算法 , 表 3x1 和 眠 阵 下 为 


i 
LL= 1 
3 


可 以 得 到 
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rr 


一 二 一 了 0 
六 ,一 工 六 1 二 国有 0 1]: 
一 4 4 


af 一 det 一同: + LAA) 
一 5 十 ts 一 【2 十 二 5 一 (ei; 一生 上 
由 比较 ar £3) 和 auts) 同 星 次 项 系数 ,可 以 导出 ， 


让， 2 = 35, 2 十 4 一 一 39 
基 此 , 定 出 矩阵 上 ; 
9 
下 -a 
| 7572 
进而 ,由 此 并 通过 计算 ,得 
一 9 一 2 0 
xz 一 工 4， 一 13572 0 : 
75/2 4 0 


”一 4 
《总 2 一 工 4 1 二 十 (起 — A) 一 一 工 和 站) 开 一 | Ia 
53572 


] 
B,— LLB, 一 五， 一 | 


从 而 定 出 方案 工 降 维 状 态 观 测 器 ， 


— 46 1 
| br | 
53572 一 1 


7572 
和 受 控 系统 状态 * 重 构 状 态 工 ， 
100 fy 
| 由 |= | 0 ry 9 1 0 0||z, 
lz+Ly」 ii ,jl) 一 17.5 0 1 Oflz, 
一 37.5 0 0 1 |%, 


(iii) 确定 基于 重 构 状态 x 的 控制 律 
联合 上 述 结果 ,可 以 导出 受 按 系 统 基 于 重 构 状 态 诗 的 榨 制 律 ， 
rz 一 YY 十 [2 5 16 10 入 


357 
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具有 观测 占 状 态 反 馈 系统 和 具有 补偿 器 输出 反馈 系统 的 等 价 性 


从 输出 输入 角度 ,具有 现 测 器 的 状态 反馈 系统 实质 上 就 是 具有 补偿 器 的 输出 反馈 系 
统 。 为 直观 说 明 这 一 事实 ,不 失 一 般 性 ,考虑 图 6,29 所 示 具 有 隆 维 状态 观测 器 的 状态 有 反 


馈 系 统 和 图 6. 30 所 示 具 有 补偿 器 的 输出 反馈 系统 。 


d 
Fx] SFH 
Qs 


图 6.29 具有 观 油 器 的 状态 反馈 系统 图 6.30 具有 补 誉 器 的 输出 反馈 系统 


上 述 反 馈 系 统 中 , 受 控 系 统 为 多 输入 多 输出 = 维 连续 时 间 线性 时 不 变 系 统 , 并 采用 
9 关 刀 传递 函数 矩阵 Gu 描述 。 对 6. 29 所 示 上 共有 观测 器 的 状态 到 局 系统 , 取 观 测 器 为 降 
维 状态 观测 器 ， 
tt (6. 489) 
T= Oy OQ 
控制 律 为 状态 反馈 ; 
下 一 一 起 十 也 《6. 490) 
其 中 ,下 为 疡 X 反馈 阵 , 为 pxl 参考 输入 。 对 图 6. 30 所 示 上 其 有 补 民 器 的 输出 反馈 系 
统 , 取 控制 律 为 动态 输出 反 懒 ; 
uls) = Gr [DP C1) — Gr ls) ys) | 《6. 491) 
其 中 , 疡 X 疡 传递 函数 矩阵 Gr(s) 代 表 串 联 补偿 器 ,gx 请 传递 师 数 矩阵 Ge 代表 并 联 补 
偿 器 ,mw (5) 为 参考 输入 拉 普 拉 斯 变换 。 
结论 6. 81 [等 价 关系 ] 图 6.29 所 示 具 有 观测 器 的 状态 反馈 系统 2xs 在 性 能 上 等 价 
于 图 6. 30 所 示 共 有 补偿 器 的 给 出 反馈 系统 sre 。 其 中 ,串联 补偿 器 Gr(ts) 和 并 联 补 偿 器 
Gpf5 分 别 取 为 


Grts) 一 [二 DO — FY IH (6. 492) 
和 
Gis) = KO so FG KO, (Cf. 403) 
证 对 图 6.29 所 示 具 有 观测 器 的 状态 反馈 系统 5.。 :把 “观测 器 -状态 反馈 ”看 为 以 点 
写 3 为 输入 和 以 w 为 输出 的 线性 时 不 变 系 统 , 表 Gs) 和 G.(;) 为 由 到 vw 和 由 y 刘 儿 的 
传递 函数 矩阵 。 那 么 .由 五 一 自 和 观测 器 方程 (6 489) ,可 以 得 到 ， 
Cs) 一 KO FY!'H 《6. 494) 
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G(s) = KOs — FIT G+ WO, (6, 495 1) 
基 此 ,可 把 图 6. 29 所 示 关 态 反 馈 系 统 Ern 等 价 地 化 为 图 6.31 所 示 输 出 反 铀 系统 .进而 ， 
利用 铬 榴 图 化 简 规 财 ,可 招 图 6. 31 所 示 输 出 反 司 系统 进一步 化 为 图 6. 32 所 示 和 输出 反馈 
系统 。 随 后 ,对 图 6. 32 所 示 输 出 反 镀 系统 的 内 闭环 加 以 化 莘 ,就 可 等 价 地 导出 图 6. 30 所 
示 基 有 补偿 器 的 输出 反馈 系统 En. 。 其 中 ,有 
Ge = G(s) (6, 496 ) 
Grts) 一 [7 十 GCC (6, 497) 
于 是 ,由 式 (6.495) 代 入 式 (6. 496) 得 到 式 (6. 493) ,由 式 (6. 494) 代 人 式 (6. 497) 得 到 式 
(6. 492)。 青 据 等 价 性 的 传递 性 知 ,图 6. 29 所 示 状 态 反 馈 系 统 Eis 在 性 能 上 等 价 于 图 
6. 30 所 示 输 出 反馈 系统 En 。 证 明 完 成 。 


图 6,32 由 图 5.31 系 统 导 出 的 
图 6. 31 与 图 6.29 系统 等 价 的 恰 出 反馈 系统 等 价 输出 反馈 系统 


注 1 上 述 结论 给 出 的 等 价 关 系 , 为 在 时 间 域 内 综合 具有 串联 补偿 器 和 并 联 补偿 财 
的 输出 反馈 系统 Zrc 提 供 了 一 条 可 能 途径 。 

注 2 一 般 , 按 上 述 等 价 关系 导 出 的 输出 反馈 系 统 5rc 在 结构 上 往往 偏 于 复杂 。 从 本 
书 第 二 部 分 关于 线性 控制 系统 的 复 频率 域 综合 方法 中 将 可 看 到 ,通常 采用 具有 申 联 补习 
硕 的 输出 反馈 系统 就 可 实 瑰 期 望 的 性 能 配置 。 


6.16 小结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 ， 本 章 是 对 连续 时 间 线 性 时 不 变 状 态 反 馈 控 制 系统 的 综 人 台 和 实现 方 
法 的 系统 论述 。 控制 系统 的 综合 归结 为 按期 望 性 能 指标 设计 状态 反馈 控制 器 ， 控制 系统 
的 实现 着 重 于 解决 物理 构成 和 实际 运行 中 出 现 的 理论 问题 ， 

(2) 控制 系统 综 会 的 理论 和 方法 ， 综合 理论 的 核心 是 对 相应 类 型 性 能 指标 建立 状态 
反馈 可 综合 条 件 。 住 能 指标 类 型 包括 极点 配置 、 渐 近 稳定 .动态 解 灶 .静态 解 碍 、 渐 近 跟 牙 
和 扰动 抑制 .二 次 迎 最 优等 。 综合 方法 的 实质 是 为 确定 状态 反馈 提供 可 行 算法 . 对 算法 
要 求 不 拘泥 于 追求 解析 形式 ,但 应 为 数值 稳定 且 易于 在 计算 机 上 实施 
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《3) 极点 配置 问题 。 极 点 配置 是 系统 综合 中 最 为 基本 的 一 类 综合 问题 。 对 线性 时 不 
变 受 控 系 统 , 基 于 状态 反馈 可 任意 配置 全 部 闭环 特征 值 的 充分 必要 和 条件 是 受 控 系 统 完 全 
能 控 。 极 点 配置 可 采用 多 种 综合 算法 ,基于 能 控 规 范 形 的 算法 由 于 计算 上 规范 和 性 能 上 
较 好 而 受到 更 多 采用 。 极 点 配置 常 被 引入 其 他 类 型 指标 综合 问题 ,以 渐 近 稳定 为 指标 的 
转 定 问题 贴 属 于 区 域 极点 配置 。 

(4) 动态 解 碍 和 静态 解 耦 问题 ， 解 克 控 制 在 工业 控制 领域 有 着 广泛 背景 和 应 用 ， 基 
于 状态 反馈 和 输 人 变换 的 可 综合 条 件 , 对 动态 解 大 是 由 受 榨 系统 结构 决定 的 甫 耘 判别 所 
阵 为 非 奇 异 , 对 静 访 解 焰 是 受 控 系 统 可 镇 定 且 静态 解 焰 判别 算 阵 为 满 秩 。 动 态 解 夺 特 点 
是 :控制 系统 内 部 为 耦合 ,而 系统 外 部 在 整个 运动 过 程 中 可 实现 一 个 输出 变量 由 旦 仅 由 - . 
个 输入 变 基 所 控制 。 静态 解 耦 特点 尾 ,控制 系统 相对 于 阶 既 型 输 人 的 稳 态 过 程 中 可 实现 
解 看 控制 , 且 对 系统 参数 据 动 具有 较 好 重 棒 性 。 

(5) 挑动 抑制 和 新 近 跟 踪 问 题 。 扰 动 抑制 和 帕 近 跟踪 广泛 存在 于 运动 体 挫 制 和 过 程 
控制 。 这 类 控制 系统 的 控制 器 由 伺服 控制 器 和 镇 定 控制 器 所 构成 。 镇 定 控制 器 的 功能 是 
使 用 环 控制 系统 实现 浙 近 稳定 。 伺 服 控 制 器 采用 内 模 控 制 , 通 过 植 人 参考 输入 和 扰动 信 
号 共同 不 稳定 模型 ,使 从 机 理 土 实现 扰动 抑制 和 新 近 跟 踪 。 内 模 控 制 的 优点 是 对 除 内 机 
以 外 系统 参数 摄 动 具有 很 好 得 棒 性 。 

(6) 线性 二 次 型 最 优 控制 问题 ， 线性 二 次 型 控 制 问 题 可 区 分 为 有 限时 间 和 无 限时 间 
两 类 情形 。 对 有 限时 间 线 性 二 次 草 控 制 ,不管 受 控 标 统 为 时 变 或 时 不 变 , 最 优 状态 反馈 阵 
必 为 时 变 。 对 无 限时 间 线 性 二 次 型 控制 , 若 受 控 系统 为 时 不 变 则 最 优 状 态 反馈 阵 也 为 时 
不 变 , 且 系统 有 士 80" 相 位 裕 度 和 (1/2,=c) 增 益 裕 度 。 线性 二 次 型 控制 问题 的 求解 ,对 有 
限时 间 情 形 归 结 为 求解 矩阵 效 卡 担 微 分 方程 ,对 无 限时 间 情 形 归结 为 求解 矩阵 黎 卡 提 代 
数 方 程 。 

(7) 控制 系统 物理 实现 和 实际 运行 中 的 理论 问题 。 这 类 理论 问题 包括 状态 重 
构 、 拢 动 捉 制 .对 参数 毛 动 的 鲁 律 性 等 。 状态 重 构 可 以 通过 构造 状态 观测 器 的 途径 
来 解决 。 扰动 抑制 和 对 参数 据 动 的 鲁 棒 性 ,需要 针对 具体 类 型 指标 综合 问题 而 采取 
相应 的 解决 方法 ， 

(8) 观测 器 ， 观测 器 的 基本 功能 在 于 对 状态 或 状态 函数 进行 重 构 以 使 状态 反馈 可 以 
物理 多 成 。 观测 器 可 以 分 类 为 全 维 状态 观测 器 、 降 维 状 态 观测 器 和 范 数 观测 器 . 观测 器 
存在 的 充分 条 件 是 被 观测 系统 为 完全 能 观测 . 相 比 于 被 观测 系统 的 维 数 ,全 维 观测 器 为 
相同 , 降 维 观 测 器 可 小 一 些 , 画 数 观 测 器 甚至 可 更 小 ， 

(9) 具有 观测 器 的 状态 反馈 系统 。 具有 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 的 主要 特点 是 ， 
并 态 反 镇 配置 的 特征 值 和 观测 器 的 特征 值 具有 分 离 性 ,使 得 对 状态 反馈 和 观测 器 的 综合 
可 以 分 离 地 进行 。 具有 观测 器 的 状态 反馈 系统 在 性 能 上 等 价 于 包含 串联 补偿 器 和 并 联 补 
偿 器 的 输出 反馈 系统 。 


ET 一 ,Te 一 ecre 


习 题 


6.1 判断 下 列 各 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 能 和 理 可 用 状态 反馈 任意 配置 全 部 特征 值 ， 


， 1 2 1 
C1) | | | 
3 1 0 


1 0 0 1 0 
《ii x = E 一 2 le 0 中 
0 0 一 2 0 0 
0 1 0 0 0 0 
Ci) x = 0 ” “| -| 0 并 
0 总 D 1 0 1 0 
一 2 一 4 一 3 一 5 1 0 0 
6.2 给 定单 输入 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 


. [rl 2] rl 

“3 + oj 
试 确 定 一 个 状态 反馈 阵 , 使 闭环 特征 值 配 转 为 4 一 一 2 十 | 和 如 一 一 2 一 j。 
6.3 给 定单 输入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 的 传递 函数 为 ， 


I 
ss dCs + 8) 


试 确定 一 个 状态 反馈 阵 起 ,使 闭环 极点 配置 为 1 二 一 2,42 一 一 4 和 对 一 一 7， 

6.4 对 上 题 给 出 的 受 控 系统 , 试 确定 一 个 状态 反馈 阵 大 ,使 相对 于 单位 阶 暑 参考 输 
入 的 输出 过 渡 过 程 ,满足 期 望 指 标 ; 超 调 量 20%, 超 调 点 时 间 +, 所 0. 4s， 

6.5 给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 


“1 1 0 
*— |o 1+ lil 
-2 0 
”= | ,J 
试 确定 一 个 输出 反馈 阵 ,使 闭环 特征 值 配置 为 好 二 一 2 和 Ah 一 一 4。 
6.64 给 定单 输入 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 


Rols) 一 


1 0 0 
2 0 | 
证 一 

0 0 -2 0 


0 0 DQ 一 2 了 
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分 别 判断 是 否 存 在 状态 反馈 阵 &, 使 用 环 特征 值 配 置 到 下 列 期 望 位 置 ， 


(1) A7 一 一 2， > 二 一 2， AM 一 一 人、 4 一 一 之 
(11) AT 一 一 急 ， A7 一 一 3， 4 二 一 3， Ar 二 一 2 
(iD Ar =—3, Wo—4,A = 3, =—3 


6.7 给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 : 


] 1 oi 0] 
' 

0 1 0 十 |l 0 

0 0 2 0 —1. 


确定 两 个 不 同 状态 反馈 阵 天 ,和 K, ,使 闭环 特征 值 配置 为 


A 2 1 
4.8 给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 
0 2 0 68 0 
， DQ 0 1 0 0 站 
1 
2 1 .00 0 2 


确定 两 个 不 同 状态 反馈 阵 K 和 K; ,使 闭环 特征 值 配置 为 


As 二 一 2 土 ]3， AD.4 二 一 3? 士 过 
6.9 分 别 判断 下 列 名 连续 时 间 线性 时 不 变 系统 能 和 否 可 用 状态 反馈 镇 定 ， 


oil 1]:+[ 
1 x— 2 1 x ] a 
， 4 2 1 

C11} | | 叶 | 上 
Db —2 0 


| 0 0 1 0 
{iii) x=|0 一 2 了 oO 1 | 
0 0 一? 0 0 


6.10 分 别 判断 下 列 各 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 能 否 可 用 输出 反馈 镇 定 ， 


(3 := |， | +| | 
Ls 1 
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0 1 


x 二 11 中 
0 oo 


0 0 一 ] 
1 0 1 

1 |] | 
2 4 3 


6.11 给 定单 输入 单 输 出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 传递 函数 : 


G3) 
eo (s+ 1 — 2) (sdy 


试 判断 是 否 存在 状态 反馈 阵 夺 使 闭环 传递 函数 ， 
人 十 3 


4 0 0 
mi 一 1 


下 一 


sls) = 


如 果 存 在 , 定 出 一 个 状态 反 僵 阵 。 
6.12 纵 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 
1 0 
i 1 0 
1 0 1 


0 
于 十 中 
试 定 出 一 个 状态 反例 阵 K, 使 14 一 焉 ?相似 于 ， 
[一 0 0 
R= 0 一 了 和 
0 —1 


6.13 给 定 下 列 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 传递 函数 答 阵 或 状态 空间 揪 述 ,分 别 判 
断 系 统 能 否 可 用 状态 反馈 和 输入 诡 换 实 现 动 态 解 古 ; 


3 2 
下 十 2 二 十 5 十 1 
(Gy 一 | 
4s 十 ] 1 
于 二 25 十 ] 


3 1 0 
(Ci) X= : 0 -| 0 |u 
. jy 1 一 1 D 1 
2 一 1 1 
?=| 2 | 
4. 4144 绽 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 ， 


| 0 0 ] 0 
:| 0 一 人 + | 
1 0 1 0 一 1 
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2 ?| 
一 x 
7 lo 11 


试 :(i) 判 断 系 统 能 可 可 由 输入 变换 和 状态 反馈 实 更 动态 解 耦 ;,(ii) 若 能 , 定 出 使 系统 实现 
积分 型 解 业 的 输 人 变换 阵 和 状态 反馈 阵 江 ,天 ) 。 

6. 15 对 上 题 给 出 的 爱 控 系统 , 试 : (7 判断 系统 能 否 可 由 输入 变换 阵 和 状态 反馈 阵 
实现 静态 解 丰 ;tii) 若 能 , 定 出 使 系统 实现 静态 解 而 的 一 对 输入 变换 阵 和 和 状态 反馈 
阵 {L,K}。 

6,16 给 定 连 续 时 间 线 性 时 不 变 爱 杭 系 统 


x 二 |， jz 四 区 xX(0) = | 


本 一 | C27 2rd 


斌 确定 最 优 状 态 反 馈 阵 上 " 和 最 优 性 能 值 J 。 
6.17 给 定 连 续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 ， 


[| 9 D] io) 时 
To 2 = 


y= [1 2]x 


和 性 能 指标 : 


和 性 能 指标 
/= | Cy | ou dt 


试 确定 最 优 状态 反馈 阵 k" 和 最 优 性 能 值 J 。 
6.18 给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 


y= [1 0]x 
试用 两 种 方法 确定 其 全 维 状态 观测 器 , 且 指 定 观测 只 的 特征 值 为 入 二 一 2 和 二 一 4。 
6.19 给 定 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 


| 3 1 
”TT |» + [sl 


y= [0 11]x 

民用 两 种 方法 确定 其 降 维 状态 观测 器 , 且 指 定 观测 器 的 特征 值 为 1 一 3. 
6.20 给 定 连 续 时 间 线 姓 时 不 变 系统 ， 

一 1 一 2 一 ? 2 

0 一 1 BS 中 

1 


] D0 一 ] 


症 一 
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y= [1 1 9jx 
试 ; (i 确定 特征 值 为 一 3, 一 3 和 一 4 的 一 个 维 状 态 观 测 器 ;(ii) 确 定 特 征 慎 为 一 3 和 一 4 
的 一 个 二 维 状 态 观 测 髓 ， 
6.21 给 定单 输入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 的 传递 函数 ， 


1 
Sr 1 十 2) 


试 : (i) 确定 一 个 状态 反馈 阵 天 ,使 闭环 系统 极点 为 
和 一 3， 一次 

(i) 确定 特征 值 均 为 一 5 的 一 个 降 维 状 态 观 测 器 ， 

(iii》 按 综合 结果 画 出 整个 闭环 控制 系统 的 结构 图 ; 

(iy? 确定 闭环 控制 系统 的 传递 孙 数 g's)， 

6.22 根据 上 题 计 算 结 果 , 对 极点 配置 等 价 的 具有 串联 补 伴 器 和 并 联 补 偿 器 的 输出 反 
钼 系统 ,确定 串联 补偿 器 和 并 联 补偿 器 的 传递 函数 ,并 画 出 输出 反馈 控制 系统 的 结构 图 . 

6.23 给 定单 输入 单 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 受 控 系 统 


1 0 0 
9 0 -10 1 
01 

0 0 50 — 2J 


3 一 [10 0 olx 
再 指定 ,系统 期 望 闭 环 特征 值 为 1 一 -1 一 一 1 十 ja 一 一 2 ,状态 观测 器 特征 值 为 
5 一 35 一 一 3 十 这 , 试 对 具有 观测 器 的 状态 反馈 控制 系统 综合 状态 反馈 阵 和 状态 观测 
器 ,并 画 出 整个 控制 系统 的 组 成 结构 图 。 
6. 24 ”考虑 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 ， 
X= Ax+Bu 
y= Cx 
已 知 它 的 一 个 全 维 状态 观测 器 为 ， 
i, = (A— LOr+Ly +Bu 
试 论证 :上 述 观 测 器 必 是 全 维 状 态 观测 器 
z= Ft+Gy+ Ha 
t= TIz 
的 一 类 特殊 情况 , 即 也 满足 条 件 : (i) T4 一 FT 二 GCs (ii) 且 = TB;( 洛 ) 下 特征 值 均 具 有 负 
实 部 。 
6.25 设 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统一 Ax 十 Bu,y 一 Cx 可 用 输 和 人 变换 和 状态 反馈 实 
现 吏 态 解 耦 , 试 证 明 : (系统 的 任 一 代 至 等 价 系 统 也 必 可 用 输入 变换 和 状态 反馈 静态 解 
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裔 ;ti 系统 的 任意 状态 反馈 系统 也 必 可 用 输入 变 措 各 状态 反 语 静态 和 解 辜 。 
.26 给 定 LQ 调节 问题 ， 
i= ArBu, ro r, 


了 一 | + ul Ru)de 


己 知 其 最 优 控 制 和 最 优 性 能 值 为 : 
E -Kr, Ko—R'B'P 
”一 xiPr, 


其 中 ,为 如 下 歼 卡 提 代 数 方 程 的 正定 对 称 解 阵 :; 
PA+A'PITO-PBR ‘BP 0 
现 改 取 性 能 指标 加 权 阵 为 22>0 和 中 >0,a>>0, 试 据 此 定 出 相应 于 此 种 情况 的 最 优 控制 
和 最 优 性 能 值 , 
8.27 试 证 ; 对 任 一 维 数 相 容 的 输出 反馈 怎 阵 上 ,输出 瓦 馈 系统 ,和 一 BFC,B,Cy 和 受 
控 系 统 14,B,C} 具 有 相同 能 控 性 指数 和 相同 能 观测 性 指数 。 


第 一 部 分 
线性 系统 的 如 频率 二 理 花 


线性 系统 的 复 频 率 城 理论 ,是 以 传递 卫 数 算 阵 作为 系统 描述 ,并 在 复 频 率 域内 分 析 和 
将 合 线 性 时 不 变 系 统 的 一 种 理论 和 方法 .在 经 典 线 性 控制 理论 中 ,频率 域 方法 曾 是 最 为 
主要 并 占 统 治 地 位 的 一 类 方法 ,研究 对 象 为 单 输 人 单 输出 线性 时 不 变 系 统 , 系 统 描述 为 传 
递 函 数 和 频率 响应 ,研究 领域 水 及 系统 性 能 的 分 析 和 综合。 

20 世纪 70 年 代 以 来 ,在 线性 系统 状态 空间 方法 的 影响 和 推动 下 ,以 多 项 式 垂 阵 理论 
为 基础 的 线性 时 不 变 系 统 的 复 频 率 域 理论 得 到 很 大 发 展 ,形成 较为 完整 和 成 席 的 现代 线 
性 系统 复 频 率 域 理 论 。 通常 试 为 , 册 森 布 罗 克 ( 了 HH，Rosenhbroek) 和 沃野 维 奇 (而 .、A. 
Wolovich) 在 29 世纪 70 年 代 前 期 的 开创 性 研究 是 这 一 理论 发 展 的 起 点 。 相 比 于 经 典 频 
率 域 理论 ,线性 系统 的 现代 复 频 率 域 理论 和 方法 在 适用 领域 上 得 到 很 大 拓宽 , 既 适 用 于 单 
稿 人 单 移出 系统 ,又 适用 于 过 输入 多 输出 系统 ;器 可 提供 系统 性 能 分 析 , 又 可 揭示 系统 结 
构 特 性 ,还 可 用 于 系统 补 懂 器 综 台 。 现 代 复 频率 域 理 论 的 特点 是 ,采用 传递 函数 算 阵 的 矩 
阵 分 式 描述 作为 系统 数学 模型 ,并 以 凶 项 式 短 阵 方 法 作为 系统 分 析 和 综合 的 基本 工具 . 

本 篇 是 对 线性 时 不 变 系 统 复 频率 域 理论 的 较为 系统 和 较为 全 面 的 论述 。 包 括 第 ?7 章 
到 第 13 章 的 四 个 层次 内 容 。 第 一 层次 为 复 频 率 域 理 论 的 数学 基础 ,由 第 ? 竟 组 成 ,内 容 
涉及 多 项 式 答 阵 的 理 沦 和 方法 。 第 二 层次 为 线性 时 不 变 系 统 的 复 频 率 域 描 述 和 特性 ,由 


i ne TH 4 -二 一 
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第 8 章 和 第 9 章 组 成 ,内 容 团 盖 传 递 汀 数 和 矩阵 的 矩阵 分 式 描述 及 其 结构 特性 。 第 三 层次 
属于 对 线性 时 不 变 系 统 的 各 种 描述 的 沟通 ,由 第 10 章 和 第 11 章 组 成 ,内 容 涉及 矩阵 分 式 
描述 .状态 空间 描述 和 多项式 矩阵 描述 间 的 关系 。 第 四 层次 为 线性 时 不 变 控制 系统 的 复 
频率 域 分 析 和 综合 ,由 第 12 章 和 第 13 章 组 成 ,分 析 部 分 包括 系统 的 稳定 性 .能 控 性 .能 观 
测 性 ,综合 部 分 涉及 基于 输出 反馈 的 线性 时 不 变 控 制 系统 的 综合 理论 和 方法 ， 


第 7 章 
数学 基础 :多项式 答 阵 理论 


多 项 式 矩 阵 理论 是 线性 系统 复 频 率 域 理论 的 主要 数学 基础 。 本 章 是 对 多 项 式 惩 阵 理 
论 和 方法 的 一 个 较为 系统 的 介绍 。 在 内 容 取舍 和 安排 上 ,着 重 于 阐明 复 频率 域 理 论 中 所 
要 广东 用 到 药 重 要 概念 .基本 方法 和 相关 理论 。 


7.1 多 项 式 和 矩阵 


多 项 式 矩 阵 是 对 多 项 式 的 短 阵 化 推广 。 本 节 讨论 多 项 式 和 矩阵 的 概念 各 特性。 并且 ， 
作为 讨论 多 项 式 矩 阵 的 基础 ,需要 先 来 恒温 多 项 式 的 定义 和 有 关 届 性 。 


多 项 式 


琢 为 复数 域 , 灵 为 实数 域 ,+ 为 非 负 整 数 域 . 则 可 对 多 项 式 给 出 如 下 定义 。 
定 党 7.1 [ 多项式 ] 没 变量 YE 人; 系数 a ERNIE—=0,1l 2 :7053 .4 则 密 项 式 吓 六 
为 由 密 个 形 为 dx' 的 项 组 成 的 代数 关系 式 ， 


Ads) 二 drs” 十 ds 十 十 中 ss 十 C7.1} 
对 多 项 式 的 属性 ,可 以 给 出 如 下 的 一 些 说 明 。 
(1) 名 项 式 的 次 数 
多 项 式 ds} 的 次 数 定义 为 


dts) 次 数 = degd(s) 一 d(;) 系数 非 直 项 ds' 的 s 最 高 里 次 《7 了 .2》 
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对 (?. 1) 的 多 项 式 #20 和 d 关 DN 则 dts) 深 数 为 mm, 即 degd (5s) 二 m。 相 应 地 , 称 次 数 项 的 
对 应 系数 df 为 多 项 式 d(s}) 的 站 系数， 

《2) 和 首 1 密 项 起 

称 多 项 式 cs 为 首 1 名 项 式 , 如 求 4d4s) 的 首 系 数 为 1!。 即 


首 1 多项式 一 首 系 数 为 1 的 多项式 《7, 3) 
对 (7. 1 的 多 项 臣 wo 首 1 多项式 即 有 形式， 
ods) 一 十 1 十 -一 十 ds 十 忆 《7. 4) 


熟知 ,一 个 任意 维 数 方 常 阵 的 特征 多 项 式 必 为 首 1 多 项 式 ,而 将 非 首 1 多项式 用 首 菜 数 相 
除 可 实现 首 工 化 。 

(3) 名 项 式 集合 的 属性 

多 项 式 的 集合 不 梅 成 为 域 。 这 是 因为 ,多 项 式 d(s) 的 刁 首 4 (5 一 般 不 为 多 项 式 ， 
为 此 ,将 集合 扩展 为 包括 所 有 有 理 分 式 , 多 项 式 dts) 可 看 成 为 有 理 分 式 dfs)71。 由 于 有 
理 分 式 的 乘 道 仍 为 有 理 分 式 即 满足 封闭 性 ,所 以 有 理 分 式 集 人 台 可 构成 为 域 ,相应 地 称 为 有 
理 分 式 域 305)。 在 随后 的 讨论 中 ， 总 是 假定 多 项 式 和 有 了 理 分 成 均 取 值 于 有 理 分 式 
域 30s) 

‘4》 甸 项 式 的 应 用 

线性 系统 理论 中 ,不管 时 间 域 方法 还 是 复 频率 域 方法 ,多 项 式 都 有 着 广泛 的 应用 。 时 
间 域 方法 中 ,基于 系统 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 det 一 4) 是 对 系统 分 析 和 综合 的 基础 。 复 
频率 域 方 法 中 ,无 论 系 统 描述 ,系统 分 析 还 是 系统 综合 ,更 是 全 庙 建立 在 多 项 式 的 扩展 形 
相 妈 多 项 式 目 阵 的 基础 十 的 。 


多 项 式 和 矩阵 及 其 属性 


对 多 项 式 第 阵 , 可 以 给 出 如 下 的 定义 。 
定义 7,2 [多 项 式 矩 阵 ] 以 多 项 式 为 元 组 成 的 矩阵 称 为 多 项 式 第 阵 。 设 qs (3) EE 
汉 () 为 多 项 式 ,i 二 1,2 ,mj 二 ] ,2 yns 则 以 9 《8) 为 元 的 xn 多 项 式 和 矩阵 口 (s) 为 


Hs) hs) 
(sy = : (7.5) 
ms) nn C8) 
例 7.1 一 个 2Xx3 的 多 项 式 短 阵 为 
oo =-| 3 十 ] 7 十 2s 十 1 ii 
十 3s 十 2 4 6 十 ? 


下 面 , 对 允 项 式 证 阵 的 有 关 属 性 作 如 下 的 几 点 说 明 。 
(1) 多项式 矩阵 是 对 实数 矩阵 的 扩展 
实质 上 ' 实 数 矩 阵 就 是 元 均 为 零 次 多 项 式 的 一 类 特殊 多 项 式 矩 阵 ， 多 项 式 和 矩阵 则 是 
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实数 短 阵 中 将 零 次 多 项 式 元 全 部 战 部 分 拓 懂 为 非 零 次 多 项 式 所 导出 的 结果 。 因 此 ,从 这 
个 意义 上 说 , 宪 项 式 撼 阵 是 对 实数 甜 涟 的 和 白 然 扩展 。 
(2) 多 项 式 年 阵 的 运算 规则 
由 多 项 式 和 矩阵 和 实数 和 矩阵 间 的 上述 这 和 神 -- 般 和 各 特 味 关 系 所 决定 ,基于 实数 算 阵 的 许 
多 概念 和 运算 规则 ,诸如 扎 阵 和 .和 矩阵 乘 ,矩阵 邀 等 ,都 可 原封 不 动 地 扩展 用 于 多 项 式 
矩阵 ， 
(3) 多 项 式 什 阵 的 行列 式 
和 实数 矩阵 一 样 , 只 有 行 数 和 列 数 相等 的 方 儿 项 式 矩 阵 才 可 取 行列 式 , 且 具有 相同 运 
算 规 则 。 进 而 ,对 方 名 项 式 矩 阵 必 (5) ,有 
(ts) 行列 式 = detOQts) 一 多项式 (7.6) 
例 7.2 给 定 2x2 多 项 式 簿 阵 : 
Fr +1 s 十 3 
& = [ys 十 33 十 2 品 5 
按 实数 和 矩阵 运算 规则 . 即 可 求 出 
detQ() = (s+ Ds + St do (s+ ats 十 35 十 2 一 一 5 2 


7.2 育 异 和 非 奇异 


奇异 性 和 非 奇 异性 是 方 多 项 式 和 矩阵 的 一 个 最 为 基本 的 属性 。 多 项 忒 年 阵 的 奇异 性 和 
非 奇 异性 在 合 义 上 等 同 于 实数 矩阵 。 对 奇异 性 和 非 奇 异性 的 讨论 是 研究 多 项 式 算 阵 的 其 
他 属性 的 基础 。 

定义 7.3[ 奇 异种 韭 奇 异 ] 称 行 数 和 列 数 相 等 的 方 过 项 式 敌阵 QC5) 为 奇异 ,如 果 其 
行列 式 为 有 理 分 式 域 有 (Cs) 上 零 元 , 即 detQ(s) 二 0; 称 行 数 和 列 数 相等 的 方 多 项 式 算 阵 
Qts) 为 非 坷 异 , 如 果 其 行列 式 为 有 理 分 式 域 R(s} 上 非 零 元 , 即 detQ(s) 半 0、 

例 7.3 给 定 两 个 2X2 多 项 式 和 矩阵 ; 


QW 3 十 3 | 
Y 十 35 十 2 于 十 55 十 革 
Qc =| s+! + ] 

于 十 3 十 2 六 十 55 十 6 


容易 定 出 ,它们 的 行列 式 为 
detO (5) = (s— 1)(s + 5s+4)— 4 十 3 十 3 一 2 一 一 2 
det@e {3) 一 (5 二 12 -5 十 6) — Cs ICs 十 3s 十 2) 二 
据 定义 知 ,， (5) 为 非 奇异 ,如 , (5) 为 奇异 ， 
进一步 .对 方 多 项 式 知 阵 的 奇异 性 和 非 奇 异性 给 出 如 下 几 点 讨论 。 


并 MAE Le pe A pr 


382 第 7 章 数学 基 栅 ; 密 项 式 算 阵 理论 


(1) 奇异 性 和 非 奇 异性 的 直观 说 明 
直观 上 :对方 多 项 式 矩 阵 Q(3) .其 奇异 性 和 非 奇异 性 的 区 别 表 现 为 
ts) 奇异 台 det0Q(:) = 0， 和 所 有 :EE C7,.7) 
Qts} 非 奇 异 二 detQ(3) = 0， ¥ 有 限 几 个 ss€Ex (7.8) 
(2) 方 多 项 式 卸 阵 的 道 
方 多 项 式 夭 阵 @s 有 逆 的 充分 必要 条 件 是 如 (s) 非 奇 拭 。 当 月 仅 当 @(s) 非 奇异 , 存 
在 后 维 方 冤 项 式 矩 阵 RCs) ,使 成 立 : 
RIDOF) ~ QC RG = 1 所 有 ss (7.9) 
且 有 
2) 首 二 (5) 二 Rs) (7, 10) 
(3) 计算 逆 71t3) 的 基本 关系 站 
对 非 奇 异 Q(5) ,计算 逆 O103) 的 关系 式 为 


0 (9 = 加 绢 号 一 多 项 式 矩阵 / 多 项 式 ~ 有 理 分 式 短 阵 7.11) 


其 中 ,多 项 式 矩阵 adjQ(s) 为 2(5) 的 伴随 垂 阵 ,计算 规则 同 于 实数 拭 阵 情形 。 


7.3 线性 相关 和 线性 无 关 


给 定 元 属于 有 理 分 式 域 贸 (1) 的 mn 个 用 维 列 或 行 才 项 式 向 量 
ts) ols, gm (5) } (7. 12) 
其 中 ,m 所 nn。 下 面 , 锐 出 线性 相关 性 和 线性 无 关 性 的 定义 。 
定义 7.4 [线性 相关 和 线性 无 关 ] 称 多 项 式 向 最 组 (9 (5) ,gs)，, …， qmt5)} 为 线性 
相关 , 当 且 仅 当 存在 一 组 不 全 为 霍 的 多 项 式 {o (3) ,as(s) ,… ,a (s)} 使 成 立 ; 
SI 3) + a Cr) ge ts) + 十 anftsgnfs) 一 站 {7,13) 
称 多 项 式 向 量 组 1g, (5) ,gs (5) ，…， gn (3)} 为 线性 无 关 , 当 且 仅 当 不 存在 一 组 不 全 为 零 的 
多 项 式 ta Cs) .0s(s)，… ,asls)} 使 式 (7. 13) 成 立 , 即 当 且 仅 当 使 式 (7. 13) 成 立 的 a (s) = 
005) =0, oa 5) m=0, 
例 7.4 给 定 两 个 2 维 行 多 项 式 向 量 ， 
qts) = [s+2,s—1]， qt = [s+3s5+2, 一 1 
选取 多 项 式 上 (9 一 5 十 1 和 at5) 一 一 1; 有 
QC Cs + a (Cs) ga Cs) 
一 [十 3s 十 2, 5 一 1] 一 [ 十 35 十 2 一 1 上 一 [0,0] 
据 定 义 知 ,9 (9 和 qs (3) 为 线性 相关 。 
对 线性 相关 性 和 线性 无 关 性 ,可 以 导出 如 下 一 些 推论 ， 
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(1) 等 价 定义 
表 列 多 项 式 问 量 组 和 (C70), ,qm(5) 和 密 项 式 (aa (5))… yqm《5) 的 线性 组 
合 为 如 下 形式 : 
a sO (so 二 + 二 a ts) gCs) 


aitsy 
car C5) 
= [L(y gs) … ql! 
opts) | 
= [gs) qs) ee gs) as) {7.14) 


则 多 项 式 向 量 组 的 线性 相关 性 和 线性 无 关 性 的 定义 可 用 另 一 方式 表述 ， 

定义 7.5 [线性 相关 和 线性 无 关 ] 称 多 项 式 向 量 组 19 fs) ,gs(s),… ,gq (5s)) 为 线性 
相关 , 当 且 仅 当 存在 m 维 多 项 式 向 量 e(s) 天 0, 使 成 立 : 
[gt 一 7.15) 
称 多 项 式 向 量 组 1 徊 (5) ,ge (5) ,ga (3)) 为 线性 无 关 , 当 上 且 仅 当 使 式 (7. 15) 成 立 的 
gts) C=, 

(2) 桨 异性 / 韭 奇 异性 和 线性 无 关 性 /相关 性 

表 Q(5) 为 一 个 nxn 方 多 项 式 窍 阵 , 则 多 项 式 窍 阵 的 奇异 性 / 非 奇 并 性 和 多 项 式 向 量 
组 的 线性 相关 性 /线性 无 关 性 ,具有 如 下 等 价 关 系 ， 

Qs) 非 冶 异 ” 守 Cs 行 / 列 多 项 式 向 量 为 线性 无 关 
Qts) 奇异 全 (5) 行 / 列 包 项 式 向 量 为 线性 相关 

(3) 线性 无 关 性 /相关 性 和 奇异 性 / 非 奇异 性 

表 个 5 维 列 多 项 式 向 量 组 为 和 应 nXn 方 多 项 式 和 矩阵 [gC3) ,gs (5) 9 (x) ;出 
多 项 式 向 最 组 的 线性 相关 人 性 /线性 无 关 性 和 多 项 式 矩阵 的 奇异 性 / 非 奇 异性 ,具有 如 下 等 
价 关系 ， 

C5) ,ge C5) 3 线性 无 关 二 [9， Cs) a Cs), C5) | 非 奇 蜡 
Ts) 线性 相关 过 [a (Cs 有 159(s)] 柯 异 

《二 》 线性 相关 人 性 /线性 无 关 性 对 组 合 系数 属性 的 依赖 性 

多 项 式 向 量 组 名 05) 9 (5) ,gma(s) 的 线性 相关 性 /线性 无 关 性 ,不 仅 依赖 于 向 量 组 
本 身 ,而 和 且 同 时 依赖 于 标量 组 mm (5) ,as(s) "ram(5) 取 值 的 域 为 有 理 分 式 域 缉 (:) 或 实数 
域 及 。 对 向 最 给 9 9 45) go(5)， 其 在 (党 (9805) 上 为 线性 无 关 /线性 相关 ,并 未 
意味 着 其 在 (各 Cs) ,多 上 为 线性 无 关 / 线 性 相关 。 这 一 点 对 于 正确 理解 多 项 式 向 量 组 的 
线性 相关 /线性 无 关 的 含义 是 有 帮助 的 ， 

例 7.5 给 定 两 个 2 维 行 多 项 式 向 量 . 

gs) = [Ls 二 2, 一] ]， qts) = [5 二 3s 二 2, 5 一 1] 

对 各 (3) 和 gals) ,可取 包 项 式 a (3) 二 s 十 1 和 (sy) 二 一 1 使 成 立 : 


Tn 
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Of CS a 
一 [9 十 3 十 2 一 1 一 十 3 十 2 一 1 一 [0O,0] 
中 gC) 和 gt50 在 (Cx), .区 于 线性 相关 ， 而 在 (下 人 ,办 上 ,是 以 导出 
Q qt) 二 ad (5) 
一 [Luts 十 2)、ml 一 1 十 [et 3 2), arts: - 1)] 
显然 ,上 式 为 堆 ,当量 仅 当 a = 到 一 0. 即 人 0) 和 国人 在 (和 0， 和 上 线性 无 英 。 


7.4 秩 


给 定 元 属于 有 理 分 式 域 Ks) 上 的 mxxn 非 方 多 项 式 矩 阵 ， 
TEs) hr 
Qs) 一 : : 7,16) 
ga 5) nn (5) 
类 同 于 实数 乍 阵 , 多 项 式 矩阵 的 秩 具 有 如 下 定义 。 

定义 7.5[ 秩 ] 称 mxw 凶 项 式 和 矩阵 (Cs) 的 秩 为 +, 记 为 rankQts) 一 r, 如 果 至 少 存 
在 一 个 rXr 子 式 不 恒 等 于 零 , 而 所 有 等 于 和 大 于 (y 十 1) x (r 十 1) 的 子 式 均 恒 等 于 零 . 

例 7.6 给 定 2xX2 多 项 式 还 阵 ， 


5 十 1 4 十 

20 | 十 33542 二 586- 

容易 看 出 ,人 人) 的 所 有 1X1 子 式 即 所 有 元 均 不 恒 等 于 零 , 而 2X2 了 式 ; 
der| ， 5 十 ] “3 | 

5 十 3 十 2 十 3 十 

一 4 十 1 十 5 十 6 一 0 十 3 十 3 十 2 三 1 

据 定 义 知 ,rankgOfs) 一 1 

进一步 .对 多 项 式 短 阵 的 秩 络 出 如 下 .一些 推论 ， 


1) 秩 的 取 值 范围 
对 任 一 非 零 mxXn 多项式 矩阵 QQ1s) ,成 立 ， 

1 < rank@ts) 所 min(m,n) 《7。17》 
《2) 满 物 和 降 秩 


对 任 一 非 零 mXw 多 项 式 矩 阵 人 (x) ,有 
Q(ts) 满 秩 二 rankQ(3) = min(m,n) 
is) 降 秩 中 rankQ(s) min(m,ny 
.32 秩 和 线性 无 关 性 
对 任 一 非 零 义 x 多 项 式 短 阵 QCs) ,有 


7.5 单 模 和 矩阵 385 


rankets)?=r 全 全 人 中 有 且 仅 有 > 个 线性 无 关 的 列 7 行 向 量 
(4) 线 任 无 关 性 "线性 相关 性 和 秩 
对 任意 的 m 维 儿 项 式 向 量 组 gC 8 05 as 有 
(sts,ga(s) 有 有 昌 仪 有 vr 个 线性 无 关 
© rank[a (Cs) qe(s) ,gts) | 一 > (7.18) 


特别 是 
gr 0957 线性 无 天 全 rank[ a Cs) qs) (ts) | 一 天 
qs) 线性 相关 忆 rankf gr C5) ,ge Cs) se as) ] On 

5) 秩 和 奇异 性 / 非 奇 异性 
对 任意 非 雷 nxn 上方 狗 项 式 拭 阵 Q) ,有 
(3) 非 奇 寞 人 rank0(s) 二 1 
人 (5) 奇异 过 rankQ(s) < 
(6} 秩 的 意义 
多 项 式 矩 阵 的 秩 具 有 多 重 意 义 。 首先 , 秩 的 引 人 是 对 方 多 项 式 定 阵 的 冶 异 性 和 和 非 奇 

代 性 在 表示 上 的 统一 化 , 方 多 项 式 矩阵 的 非 奇 异 对 应 于 满 棱 , 方 多 项 忒 短 阵 的 奇异 对 应 于 

降 秩 . 其 次 , 秩 的 引信 可 使 对 方 多 项 式 矩阵 的 奇 鼻 性 程度 定 星 化 , 方 多 项 下 年 阵 的 秩 合 小 

其 奇异 程度 您 大 , 方 多 项 式 矩 阵 的 秩 愈 大 其 奇异 程度 傅 小 ,多 项 式 皇 阵 满 队 此 奇异 程度 必 

零 即 非 奇异 ， 最 后 , 穆 的 引 和 人 也 是 将 奇 借 性 / 非 奇异 性 概念 条 非 方 多 项 式 失 际 的 推广 - 因 

此 ,多 项 式 手 阵 的 秩 是 对 奇异 非 奇 异 属 性 的 最 具 .- 般 性 的 表征 。 

(7) 多 项 式 和 矩阵 在 线性 非 坷 异 变换 下 的 秩 
对 任意 非 零 加 Xx 多 项 式 托 阵 妇 Cs*) , 任 取 非 奇异 wxXm 阵 PG 和 nxn 阵 县 (3) , 则 必 
成 立 : 


rank 好 (sy = rankPs) 人 ts) 一 Tank 人 Cs Rs) C7.19) 
(8) 名 项 式 矩 阵 科 积 的 秩 
令 Q(5Y 和 RG) 为 任意 非 零 mXn 和 nxXp 多 项 式 知 隆 . 则 必 成 说 ， 

rankQ( RG) < mintrankO(s), rankRes)) 《7. 20) 


7.5 单 模 矩 阵 


单 模 和 给 阵 Cunimodular matrlces) 或 单 模 阵 是 一 类 重要 的 多 项 式 些 阵 ， 在 多 项 式 矩 阵 
理论 和 基于 多 项 式 炬 阵 方法 的 线性 系统 复 频率 域 理 论 中 , 单 模 撼 隆 由 于 其 特有 的 性 质 市 
有 着 广泛 的 应 用 。 

定义 7.7 [ 单 模 短 隆 ] 称 方志 项 式 和 矩阵 Cs) 为 单 模 阵 , 当 有 目 仅 当 其 行列 式 
detQts) 一 c 为 独立 于 s 的 非 零 常数 ， 
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例 7.7 纵 定 2X2 多 项 式 矩 阵 : 
5 十 1 了 十 2 
4 = 人 时 
通过 计算 .nf 以 得 到 
detQts) 一 (5s 十 ts 二 4) 一 C5 十 2)(s 十 3) 一 一 2 
据 定义 知 ,Qcs) 为 单 模 阵 。 
进一步 ,给 出 单 模 阵 的 一 些 重要 性 质 ， 
{1) 单 模 阵 的 基本 性 质 
结论 7. 1 [上 单 模 阵 基本 性 质 ] 一 个 方 多 项 式 和 矩阵 C@(s) 为 单 模 阵 ,当月 仅 当 其 道 
吕 也 为 客 项 式 矩阵 。 
证 先 证 必要 性 已 知 Qs) 为 单 模 阵 , 欲 证 2-1(3) 为 多 项 式 拭 阵 。 对 此 ,由 Qs) 为 
单 模 阵 ,并 利用 定义 ,可 知 det@ts)=c< 关 0。 基 此 ,有 


Cr = 9 一 ~adiQt) (7. 21) 


其 中 伴随 矩阵 adjQ(s) 为 多 项 式 和 矩阵 。 这 表明 ,0 《3#) 为 多 项 式 短 阵 。 必 要 性 得 证 。 
组 证 充分 性 .已 知 好" (9) 为 多 项 式 矩 阵 , 欲 证 QCs) 为 单 模 阵 。 对 此 ,由 0Q-'(s) 和 
Qs) 均 为 多 项 式 和 矩阵 知 , 行 列 式 det@ 109 一 8 和 detQ(s) 二 a(s) 均 为 多 项 式 。 而 由 
QOD 1() 二 J 又 可 导出 
detg(s)det 人 (5 一 als)p057 一 1 (7. 22) 
显然 ,上 式 成 立 仅 当 a(s) 和 BB(s) 均 为 独立 于 s 非 零 常数 。 这 天 明 detQ(s) =az¥0, A Os) 
为 单 模 阵 。 充 分 性 得 证 。 证 明 完 成 。 
(2) 单 模 阵 的 非 奇 异 属 性 
结论 7.2[ 非 奇异 属性 ] 单 模 阵 具有 非 奇 异 多项式 矩阵 的 基本 属性 ,但 反 命题 不 
成 立 。 
(3) 单 模 阵 的 恬 积 阵 属 性 
结论 7. 3 [乘积 阵 属性 】 任意 两 个 同 维 单 模 阵 的 乘积 阵 也 为 单 模 阵 。 
(4) 单 模 阵 的 道 矩阵 属性 
结论 7. 4[ 逆 矩阵 属性 ] 单 模 阵 @55) 的 道 台 :(5) 也 为 单 模 阵 。 
(5) 河 异 . 非 奇 异 和 单 模 的 关系 
结论 7,5 [奇异 、 非 奇异 和 单 模 的 关系 ] 方 多 项 式 答 阵 的 奇异 性 、 非 奇异 性 和 单 模 性 
存在 如 下 对 应 关系 ， 
2(s) 奇异 人 不 存在 一 个 sE%, 成 立 detWQ(s) 天 0 
Qts) 非 淋 异 全 对 斤 平 所 有 sE %, 成 立 detQ(s) 二 0 
Qts) 单 模 全 对 所 有 s 名, 成立 detefs) 0 
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7.6 初等 变 


在 多 项 式 矩 阵 理 论 和 基于 多 项 式 和 矩阵 方法 的 线性 系统 复 频 率 域 理论 中 初等 变换 共有 
重要 的 作用 。 名 项 式 矩 阵 的 初等 变 刚 类 问 于 实数 矩阵 一 样 具 有 “种 基本 形式 。 本 节 是 对 
多 项 式 抢 阵 初 等 变 接 的 一 个 简要 的 讨论 ,主要 内 容 包 括 初 等 变换 的 类 型 .功能 .实现 和 
属性 。 


第 一 种 初等 变换 


考虑 元 属于 有 理 分 式 域 s) 上 的 9 行 和 nn 列 多 项 式 短 阵 ， 


王 


nts) gn Cs) 


Q(s) = (7.23) 


Go 
(1) 变换 的 功能 
第 一 种 初等 变换 的 功能 为 任意 交换 mnXn 多 项 式 矩 阵 @ts) 的 两 行 或 两 列 。 并 且 , 称 
行 艾 换 为 第 一 种 行 初等 变 禾 , 列 交换 为 第 一 种 列 初 等 变 狭 . 
(2) 变换 的 实现 
对 mx 多 项 式 和 矩阵 Q(s) 的 第 一 种 初等 变换 ,可 通过 引信 相 点 mx mm 行 初等 从 阵 EE， 
和 nxn 列 初 等 知 阵 EE,. 来 实现 ,和 有 
交换 Qts) 琴行 后 Qi. (5) 一 EQ() 《7. 24) 
交换 Q(3) 两 询 后 O14.63) = QE (7. 25) 
(3 梓 等 短 阵 EE, 和 点 .的 生成 
初等 给 阵 EE 和 和 Ei. 的 生成 具有 如 下 的 规则 ， 
m xX m 行 初等 矩阵 玉 ,, 一 对 应 “rm Xx n 的 Q(s) 交换 行 i 和 行 )” 
为 "交换 I 的 列 ; 和 列 7 导出 的 常 阵 ” 《7. 26) 
n Xn 到 初等 矩阵 EE, 二 对 应 "mn 的 (5) 交 措 列 i 和 列 j” 
为 交换 工 的 行 i 和 行 j 导出 的 常 阵 ” 《7. 27) 
《4) 例子 
例 7.8 给 定 5X4 儿 项 式 和 矩阵 8(s) ,并 表 其 为 
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[ql ts) 
gu ts) 
Ql) = qs} ipls) ps) DC) pigs 
T(t) 


Lg {5) 
其 中 ,9 (2 和 pts) 为 Q(s) 的 行 向 量 和 烈 向 量 。 为 对 963) 作 “ 行 2 交换 行 5" 变 换 , 先 来 生 
成 行 补 等 矩阵 : 


nM 0000 1 00 050 
0 100 0 lo 0 9 0 1 
FE.=I090 0 1 0 0 ~ 0 0 1 0 0 
000 10 lo 0 9 10 
0 00 0 nmasns 10 1 0 0 ol 
再 由 计算 得 到 
1 00 0 00 rq (sy 
0 .00 0 1| gs(s) Ca) 
QD=EQ)=0 0 1 0 O06)| lacs) 
0 .00 1 oq ts) q4 (5) 
0 1 0 0 0 qs) 


为 对 Qts) 作 “ 列 4 交换 列 1 变换 , 先 来 生成 列 初等 矩阵 ， 


1000 0 0 0 | 

E, = 0 1 0 0 _ 0 1 D0 g 

0 0 1 0 0 0 1 0 

0 0 0 lumimaa on 

骨 由 计算 得 到 

0 0 1 
GQ. 0s) = = p(s) pls) pls) Pa Cs) ”i100 
0 0 1 0 
10 0 0 


=LpsCs) pals)} p(ts) pts)] 
(5) 官 等 矩阵 的 性 质 
表 到 为 行 初等 矩阵 本 ,和 列 初 等 算 阵 EE 的 统称 , 则 可 导出 如 下 两 个 推论 。 
推论 7.1 马 的 道 必 存在 , 且 (E,)-!==E,,(E,)-! 也 为 初等 失 阵 。 
推论 7.2 E, 为 单 模 拭 阵 ， 
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第 二 种 初等 变换 


考 虚 由 式 (7.23) 痊 出 的 r 行 和 5 列 多 项 式 和 矩阵 旭 (5) , 则 对 有 (5 的 第 二 种 初等 变换 
可 类 似 笛 出 如 下 几 点 讨论 ， 
(1) 兴 撞 的 功能 
第 二 种 初等 变换 的 功能 为 用 非 零 常数 rE 妆 履 于 mn 名 项 式 短 阵 Qls) 的 菜 行 或 某 
列 。 并且, 称 * 乘 于 行为 第 二 种 行 初等 变换 ,< 乘 于 列 为 第 二 种 列 初等 变 搞 
(2) 变 摘 的 实现 
对 mxXn 多 项 式 算 阵 吕 (5 的 第 二 种 初等 变换 ,可 涝 过 引入 相应 wm 行 初等 矩阵 下 
和 nnXn 到 初等 矩阵 玉 ;. 来 实现 ,日 有 
es) 中 用 + 乘 于 行 后 Qi(s) 一 Es.0() (7.28) 
ts} 中 用 ec 科 于 询 后 人 Qi (5) 一 QC FE 《7. 29) 
(3) 初等 矩阵 Ej, 和 Es. 的 生成 
初等 矩阵 Es, 和 E. 的 生成 具有 如 下 的 规则 ，; 
开关 纪行 初等 给 阵 吾 :;, = 对 应 “ 乘 于 站 Xn 的 Qt} 行 过 


为 “来 于 1 列 i 导出 的 矩阵 ” (97. 30) 
n Xx 列 初等 算 阵 EE;. 一 对 应 “< 鞘 于 关头 天 的 @(s)》 列 产 
为 “ 习 于 无 行 /导出 的 矩阵 ” 《7.31) 
《4) 例子 
例 7.9 给 定 5X4 多 项 式 和 矩阵 Q(s), 并 表 其 为 
fg (sy) 
q2 (5) 
Qt) 一 gts) | = [pits) pls) pts) p(s)] 
qats) 
Lgs Cs) 


其 中 ,gts) 和 ps) 为 QC) 的 行 向 量 和 列 向 量 。 为 对 Q(s) 作 “c 乘 于 行 4 变换 , 先 来 生成 
行 初等 矩阵 : 


10000 1 0000 
0 10000 0 1000 
EiQ=|I0 0 1 00 =i0 0 100 
QO 有 0 1 ovo 0 0 0 rr 0 
0 0 0 9 1 要 大 天 00001 


再 由 计算 得 到 


Ta ri 一- - 
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[1 0 00 0 fg 0 | qs) ] 
0 10 0 00920971 qz(s) | 
Qs d= EQ 0 0 1 0 og):= | ec | 
0 0 0 « 0 lg(s) ga | 
0 .0000 il [gn), 人 
为 对 (3) 作 "ec 乘 于 列 3 变换 , 先 来 生成 列 初 等 牌 阵 ， 
ro 0 mb 0 pr 
0 1800 0 1 0 ol 
Fr 1 0 Too. , 
0 0 0 ar 000 1 
再 由 计算 得 到 
1 0 0 "] 
加 IO 1 0 0 
Qls) QE 一 pels) pls) pls) pCs)] 
0 0 «0 
o 0 0 1 


一 [pi pa) patsy pils)] 
《5) 初等 矩阵 的 性 质 
表 EE; 为 行 初等 矩阵 EE2, 和 列 初 等 矩阵 Es, 的 统称 , 则 可 导出 如 下 两 个 推 沦 ， 
推论 了 .3 E; 的 道 必 存 在 ,有 
(Es) 二 EB; 中 以 1 代替 = 导出 的 和 矩阵 
且 (CE,) 也 为 初等 纸 阵 。 
推论 7.4 五 ;为 单 模 矩 阵 。 


第 三 种 初等 变换 


考虑 由 式 (7.23? 给 出 的 种 行 和 ? 列 志 项 式 矩阵 @s), 则 对 85) 第 三 种 初等 变换 可 
类 做 给 出 如 下 拖 点 讨论 。 

(1) 变换 的 功能 

第 三 种 初等 变换 的 功能 为 将 非 零 多 项 式 d() ENG) 甘于 mxn 多 项 式 和 矩阵 QCs) 的 
茶 行 / 某 列 所 得 结果 加 于 另 某 行 7/ 另 某 列 ， 并 且 , 称 相对 于 行 的 运算 为 第 三 种 行 杞 等 变换 ， 
相对 于 列 的 运算 为 第 三 种 列 初等 变换 。 

(2) 变换 的 实 殊 

对 mXn 多 项 式 和 矩阵 中 Cs? 的 第 三 种 初等 变换 ,可 通过 引 人 相 应 mxm 行 初等 给 阵 瑟 ， 
和 nxXxn 列 初 等 算 阵 五 .来 实现 , 旦 有 

Qs) 中 对 行 运算 后 人 (Cs) = EQ(s) 《7. 32) 
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(G3) 中 对 列 运算 后 3 (G5) = QDE,. (7. 33) 

.3) 初等 矩阵 五 和 Es. 的 生成 
初等 矩阵 Ea 和 EF. 的 生成 具有 如 下 的 规则 ， 
下 居 严 行 艺 等 抵 阵 吾 , 一 对 诺 "d00) 乘 于 由头 严 的 中 人) 行 二 后 于 加 到 行 六 

为 "dts) 置 于 天 的 列 7 和 行 7 交 点 处 导出 的 短 阵 ” (7. 34) 
站 关 关 缠 初 等 纸 阵 下 二 对 应 "dis) 乘 于 mn 的 人 (ys) 列 守 后 再 加 到 列 六 

为 "os 置 于 天 的 行 : 和 列 六 交点 处 导出 的 和 矩阵” (7, 35) 
《4) 例子 
例 7.10 给 定 5x4 过 项 式 和 矩阵 (sl. 并 表 其 为 

ql Cs) 

qz ts) 

Q(t) = jac)i= p(s) pls) Pr) Pt] 

g4 C5) 

qs (Cs) 
其 中 ,gq (5) 和 pl:) 为 QCs) 的 行 向 量 和 列 向 量 。 为 对 Q(s) 作 “wts) 乘 于 行 2 后 再 加 到 行 4” 
变换 , 先 来 生成 行 初 等 矩阵 ， 


10000 1 0 00 0 
0 1000 0 1 0000: 
E.= 0 0 100 一 0 0 100 
0 00 1 0 0 ds) 0 1 0 
10 0 0 0 1 于 到 2 和 4 在 各 0 0 00 1| 
再 由 计算 得 到 
1! 0 0 0 0 rg qs) 1 
0 1 000| gq) gs) | 
Qu 和 =EQ)=|0 0 10 0 gc -= gls) 
0 dts}y 0 1 0 "0 dg tr) + g's Cs) 
0 0 00 eco g's (5) J 
为 对 Qts) 作 “dls) 科 于 列 1 后 再 加 到 列 3 变换 , 先 来 生成 区 初等 矩阵 ， 
1 0 0 0 1 0 ds) 9] 
E 0 1 0 0 -| 1 0 | 
00 10 00 1 0 
0 0 0 jr 人 1 和 列 3 的 变 和 bo 0 1 


青 由 计算 得 到 


TY RE i ee _ 加 
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rl 0 dix) 0 
0 1 0 0 | 
Os OHOE — [ptsy 5 pt) pts) | 0 0 1 0 
I 总 i | 


一 [BC pigs) wsypifs) d+ pats) 有 gs) 
.5) 初等 下 阵 的 性 质 
表 EE; 为 行 禄 等 矩阵 叱 ,和 列 初等 定 阵 吾 ,的 统称 , 则 可 导出 如 下 两 个 推论 ， 
推论 7.5 五 ;的 道 必 存 在 ,有 
(下 王 天 中 以 一 dts) 代替 dis) 导出 的 入 阵 
(E) 也 为 初等 惩 阵 。 
推论 7. 和 五， 为 单 模 矩阵 


单 模 变 换 和 初等 变换 


首先 ,引入 单 模 变换 概念 。 

定 闵 7.31 单 模 变换 1 对 xn 的 多 项 式 答 阵 人 (3) . 设 训 Xm 的 儿 项 式 容 阵 RRL) 和 
nn 的 多 项 式 和 矩阵 Ts) 为 任意 单 模 阵 , 溃 称 玉 (G39Q65) ,86)TCs)， 和 RR(s)QtWT(s) 为 
人 (6) 的 单 模 变 挽 。 

注 在 基于 多 项 式 矩阵 方法 的 线性 系统 复 频 率 域 殖 论 中 , 单 模 变 换 足 用 来 简化 和 推 
让 的 一 个 基本 手段 

进而 ,基于 初等 变换 属性 给 出 如 下 一 些 有 用 推论 ,它们 为 单 模 阵 和 洛 项 式 算 阵 单 模 恋 
换 提 供 了 直观 解释 。 

推论 7.7 [初等 变换 属性 ] 初等 夭 阵 的 乘积 阵 为 单 模 阵 , 对 和 矩 阵 Q(s) 作 一 系列 行 初 
村 变换 等 价 于 CQ49? 左 乘 相应 单 模 阵 即 相应 左 单 横 变 换 , 对 和 矩阵 如 (s) 作 - -系列 列 霜 等 变换 
等 价 于 QCs} 右 乘 相 应 单 模 阵 即 相 应 右 单 模 变 换 ， 

推论 7.8 |[ 单 模 变 换 属 性 ] ”对 算 阵 Q(s) 夺 天 单 模 阵 即 左 单 模 灾 换 ,可 等 价 地 佬 为 对 
Qt 的 相应 一 系列 行 初等 变换 。 对 给 阵 &(s) 右 乘 单 模 隆 即 右 单 模 变换 ,可 等 价 地 化 为 对 
ty) 的 相应 一 系列 询 初 等 变换 ， 

推论 7.9 [ 单 模 变 换 和 和 初等 变换 关系 ] 和 矩阵 QC) 的 单 模 变换 和 初等 变换 存在 如 下 
对 这 关系 : 

RODQC) 三 对 Qts) 作 等 价 一 系列 行 初 等 变换 
DT 3 对 Cs) 作 等 价 一 系列 列 初等 变换 
RECT 全 对 Q(s) 同时 作 等 价 一 系列 行 和 列 初等 变换 
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7.7 埃 尔 米 特 形 


如 尔 米 特 5Hermite) 形 旦 多 项 式 和 矩阵 的 -种 规范 形 。 埃 尔 米 特 形 可 分 类 为 行 埃 尔 米 
特 形 和 殉 埃 尔 洒 特 形 。 多 质 式 和 矩阵 规范 形 的 特点 是 可 以 凸显 卸 阵 的 某 些 特性 ,以 为 分 本 
提供 直观 性 和 和 方便 性 ， 


任 一 多 项 式 移 阵 部 可 通过 一 系列 初等 变换 或 等 价 单 模 变换 化 为 埃 尔 米 特 形 。 下 曾 . 
给 出 行 埃 尔 米 特 形 和 列 埃 尔 米 特 形 的 形式 。 

结论 7.6 | 行 埃 和 汞 米 特 拭 ] 考虑 mx 党 项 式 托 茎 怠 (s ,rankBt 一 rr 之 minimen;， 
则 其 行 埃 尔 米 特 形 Qn,(s) 具 有 如 下 形式 ， 
| 9 OO a SY) ee ee) Ql Cs) 1 


: G(s) ee de C8) a 3) 


.ky 【3 本 Hp C8) 


WH ts) = ， 
0 2% 0 Cr 
0 0 | 
0 0 
07. 36) 
其 中 


(DD) 前 行为 非 零 行 ,后 Gn 一 r) 行 为 零 行 。 

(ii 在 和 舞 一 非 堆 行 中 ,位 于 最 左边 非 零 元 ax ks) (二 1,2,… 7) 为 首 1 多项式， 

【iiiy 非 零 行 最 左 非 零 元 的 列 位 喷 指 数 满足 不 等 式 & ss < 即 最 左 非 零 元 的 
排列 呈现 为 阶梯 形 。 

tiv) 最 左 非 零 元 a (3) (二 1,2,…0,7) 在 所 处 列 中 次 数 最 高 。 即 ,对 j= 二 2,3,.…,y， 
J 三 L240f 一 1, 若 a C3) 二 会 3 多项式, 则 有 dega ss)2>degak 0s)i 苦 de gs 一 1 则 
有 a (5 一 0， 

结论 7.7[ 列 埃 尔 米 特 形 ;} ” 考 虚 XxX» 多项式 矩阵 (3) ,rankQ() ==r<minfm,n), 
则 其 列 埃 尔 米 特 形 多 ne (3) 的 形成 对偶 于 行 埃 尔 米 特 形 Qi (3) : 即 有 

Qi (5) = QF, (5) (7. 37) 

其 中 ,上 上 标 工 表示 所 示 抑 阵 的 转 置 . 
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埃 尔 米 特 形 的 算法 


理 沦 上 .对 站 关 的 多 项 式 征 阵 人 5, 其 行 翅 尔 米 特 形 Qn 0) 可 由 寻找 一 个 适当 的 
mn 弟 模 阵 VW(x) 左 莱 Q(ts} 耐 得 到 ,此 克 埃 东 米 特 形 人 O443}Y 可 出 寻找 一 个 适当 的 nxXn 
单 模 阵 避 (有 有 羔 QQ 而 得 到 . 即 有 

如 (C7. 38) 

如 5) 一 COCDUCW (7. 39) 
普 虑 到 单 模 襟 模 和 初等 灾 换 问 的 关系 , 埃 尔 米 特 形 和 相应 单 模 恋 换 阵 可 以 等 价 地 直接 采 
用 对 名 项 式 算 阵 Qs}) 作 初等 运算 来 确定 。 

下 面 .基于 对 多 项 式 算 阵 QC 的 初等 运算 ,给 出 确定 行 埃 尔 米 特 形 Qn(5) 的 算法 ， 

算法 7. 1 |[ 行 埃 尔 米 特 形 算法 ] 给 定 mxn 多项式 和 矩阵 COm ,rankQ(s) 一 7, 要 求 确 
定 其 行 埃 尔 米 特 形 Qh (5)， 

Step 1: 给 定 Q(5) 中 , 设 第 1 到 第 (一 1) 列 均 为 雷 列 ,第 总 列 为 首 非 零 列 ， 

Step 2: 令 i 二 1. 

Step 3: 通过 行 变换 超 等 变换 ,把 ( 行 ; 列 太 ?位 置 处 元 换 成 为 列 玉 中 次 数 最低 元 .并 
按 使 其 首 1 化 要 求 对 列 乘 以 相应 的 常数 ,再 记 此 元 为 de CA) 。 

Step 4: 采用 多 项 式 除法 ,将 列 大 中 其 他 各 元 表 为 

《gi (5) 的 一 个 乘 式 ) + (次 数 低 于 4 (4s) 的 余 式 ) 

Step 5: 来 用 行 初等 运算 ,对 列 & 中 其 他 各 元 , 减 去 元 中 乘 式 部 分 .使 之 只 剩 下 次 数 
低 于 9. 《5) 的 余 式 部 分 。 将 上 述 变换 过 程 循环 多 次 ,直到 列 大 中 ( 行 i. 列 名 ) 位 置 以 下 
所 有 元 均 为 零 。 

Step 6; 在 行 i 中 ,从 列 吉 沿 右 向 搜索 , 设 第 六 十 1. 大 十 ?2,… 列 也 变换 为 相同 情况 ， 
直至 找到 首 个 出 现 不 同情 况 的 列 , 记 其 为 列 太 ，，。 

Step 7 了: 令 i]=i 

Step 8: 若 i 一 r* 进 人 下 一 步 ; 若 i 去 到 Step 3。 

Step 9: 采用 行 初等 返 算 , 将 后 Cp 一 7) 行 变换 为 付 行 。 

step 10: 所 得 结果 即 为 行 埃 尔 米 特 形 Qw,0s). 

SteB 11: 将 上 述 各 初等 运算 对 应 初等 矩阵 按 相反 顺序 相 箭 ,得 到 单 模 变 换算 阵 Vs), 

Step 12: 计 算 停 止 。 

例 7.11 基于 初等 变换 方法 ,化 如 下 3X2 多项式 矩阵 Qs) 为 行 埃 尔 米 特 形 如 (5) ， 
其 中 rank@k5) 一 2, 并 定 出 相应 单 模 变换 德 阵 Y(s) 。 

基于 上 述 算法 ,有 


0 _ | 1 了 十 4 
Qs) -|o 和 | 
[1 十 4 0 


i 


7 7 埃 尔 米 特 形 加 


1 st i » 
FR 、 和 0 | 
0 ssi | | 0 0 
,1 好 0 1 0 i 0 1 站 0 1. 
Visy -EERE,— ' | na 10l0 1 0=1i0 1 0 | 
i 二 + 1 0 ai 0 0 ] -1 一 YY 
作为 验算 ,将 员 f? 左 条 VD 得 双 周 祥 结 果 : 
1 全 日 1 0 和 
Qi 一 1 0 | 0 E - 0 $ | 
| sd ll 4 lo 0 
埃 尔 米 特 形 的 性 质 


下 面 ,给 出 埃 尔 米 特 形 的 一 些 基 本 性 质 
关 论 7.8 上 列 埃 尔 米 特 形 性 质 ] 没 Biy) 为 nx 韭 奇 异 多 项 式 矩 阵 , D(C) 一 
DCGsyRG) ,RGs) 为 任 一 nn 单 模 阵 . 则 包 项 式 窍 攻 Dts 和 Dts) 具有 相同 刚 埃 尔 米 特 形 。 
证 为 使 证 明 叫 路 更 为 清晰 .分 成 .= 步 进 行 证 明 。 
Li 设 玉 kg 和 有 nb 为 吾 ( 裤 和 号 (的 列 埃 尔 米 特 形 , 现 来 推 延 两 考 关 系 ， 半 此 ， 
存在 半 xx 单 模 阵 了 7 和 下 (5 ,成 立 : 
Dnts) = 有 EC Duts) 一 而 (人 (7. 40) 
基 此 ,并 运用 关系 式 五 (== 甩 (5)RC5) ,有 
Bas) 一 中 (ES 一 了 (RE = Dy COU (ROGYUGY) {7,41) 
令 研 (C9) 一 UCRCD)UEs), 且 由 各 组 成 矩阵 均 为 单 模 阵 知 其 必 是 单机 阵 。 及 而 ,De(s) 
和 Dw.《s) 成 立 如 下 美 系 式 : 
Duy.ts) 一 了 Css) Ws) 为 单 模 阵 {7.42) 
Cii) 扒 证 Wis} 形 式 。 对 此 ,由 式 57,42) 导 出 研 (3) 二 Bal GD (6w), 且 由 列 埃 尔 米 特 
形 的 形式 知 Dae(s) 和 和 Da.(s) 均 为 下 三 角 和 矩阵 ,因此 Wi(s) 为 下 二 角 短 阵 。 再 注意 吧 WI) 
为 单 模 阵 , detWVts) 为 与 8 无 关 非 零 常数 ,进而 可 和 铬 Wis) 对 角 元 均 为 与 :无关 非 零 常数 ， 
如 Wis) 具有 形式 ，; 


W(s) = ， , (7.43》 


[ron £3) i 
Gii) 证 明 绪论。 前 已 证 得 Da (8) 一 Dp (oYWts)y， 基 此 , 答 证 Da (tx) 二 Dnu(y), 寻 结 
为 证 肯 Wis) 为 单位 阵 。 为 此 ,利用 上 述 推导 结果 和 Dn i) = Dy CWes) ,出 


-tp TT a 
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dts) 1 
J cd (3) 
a) 全 ddr) (7. 44) 
:di tsy +] 
dg} ess tt) ‘Thin C35) £2 
dl Cs) oa eo nn ts) | [Tem Cs Cs) | 
进而 ;由 上 式 可 以 得 到 
ds (8) = d,s)e,, i = 1,2,: ,hh 《7, 45) 
再 考虑 到 d, (3) 和 d,《s) 均 为 首 1 , 谷 上 式 成 立 当 且 仅 当 
六 一 1， 1 一 1 2 《7, 46) 


于 是 ,下 面 只 需 证 明 wa (5) 一 0， 1 子 癌 。 为 此 ,通过 式 t7, 44) 中 非 对 角 元 间 对 应 关系 式 . 并 
利用 式 (?. 45? 和 列 埃 尔 米 特 形 属性 ,对 :fs 逐个 进行 证 明 。 由 
上 一 1 + du(s) 


_ 《7 47) 
degd a ts) < egcdo fs) 一 degd rs Cs》 
可 以 导出 Xn 5 一 日。 由 
{2 一 ed (7 48) 
degc a Cs) < degds: ts) 一 degess Cs) 


可 以 导出 ws 一 0。 依 此 方式 ,最 终 可 以 证 得 
wi (5) = 0, 一 2 一 1] 一] 57. 40) 

从 而 ,证 得 Wto= 工 即 呈 (C)= Das)。 证 明 完 成 。 

结论 7.9[ 行 埃 尔 米 特 形 性 质 ] 设 4(s) 为 mxXn 非 奇异 多 项 式 和 矩阵 ,Acs) 二 
TCs)44s) ,TO(s) 为 任意 nxn 音 模 阵 , 则 和 多项式 矩阵 4CD 和 和 (5 具有 相同 行 埃 尔 米 特 形 。 

证 ”基于 对 侦 性 即 可 由 结论 ?.8 导出 本 结论 。 具体 推 证 过 程 路 去 。 

结论 7. 10 [ 埃 尔 米 特 形 强 惟一 性 ] 非 奇异 多 项 式 抢 阵 的 埃 尔 米 特 形 满足 强 惟 ~ 性 。 
也 部, 非 奇 异 多 项 式 和 矩阵 各 左 乘 或 右 乘 同 维 任意 单 模 阵 导出 的 所 有 多 质 武 矩阵 ,都 具有 等 
同 埃 尔 米 特 形 ， 

注 上 述 结论 指出 了 一 个 重要 事实 , 即 对 非 奇 异 多 项 式 矩 阵 引 入 单 模 变换 不 改变 其 


7.8 公 因 子 和 最 大 公 因 子 


分 因子 和 最 大 公 因 于 是 对 多 项 式 矩 阵 间 关 系 的 基本 表征 。 最 大 公 因 子 是 讨论 多 项 式 
垂 阵 间 互 质 性 的 基础 ， 对 于 线性 时 不 变 系 统 复 频率 域 理论 ,最 大 公 央 子 及 其 往生 的 互 质 


?7.8 公 因 地 和 最 大 公 因 子 四 | 3 


性 概念 具有 基本 意义 和 重要 应 用 。 


公 因 于 和 最 大 公 因 了 于 的 定义 


先 来 讨论 两 个 多 项 式 算 阵 的 公 困 子 。 公 因子 可 分 类 为 右 公 因子 (简称 为 crd) 和 左 公 
因 于 (简称 为 cid) 。 
定义 7.9[ 右 公 因 子 ] 称 志 xp 和 多项式 掉 阵 上 (sy) 为 列 数 相同 的 两 个 多 项 式 打 阵 
De)ER (和 NC ER 的 一 个 右 公 因子 ,如 果 存 在 和 多项式 矩阵 
Dlsy E Ws} 和 NGs) € Wes) 
使 成 立 ， 
有 65) 一 DeyRs), Ni = NOIRGS) (C7. 50) 
定义 7.10 [ 左 公 因子 ] 称 gXg 多 项 式 入 阵 虹 .(3) 为 行 数 相同 的 两 个 多 项 式 矩 阵 
DD)E 和 NR) 和 和 NLC)E NR (的 一 个 左 公 因子 ,如果 存 在 多 项 式 业 阵 
Di(s) € XR) 和 Ni(s) EE HPPe(s) 
合成 立 : 
DCs) 一 天 fs) 了 pfs)， N) (ss) =— RL)IN, ts) C7.51) 
注 ”从 上 述 定义 可 以 看 出 .不 论 是 右 公 因 子 还 是 左 公 因子 者 具有 术 惟 一 性 . 
进而 ,在 公办 子 基础 上 引入 最 大 公 因 子 概念 。 最 大 公 因 子 同 样 可 分 类 为 最 大 右 公 因 
于 《简称 为 gcrd) 和 最 大 左 公 因子 (简称 为 gecLd) 。 
定义 7. 11 [最 大 右 公 因子 ] 称 户 X 户 笋 项 式 和 矩阵 中 (9) 为 列 数 相 网 的 两 个 多 项 式 息 
阵 DCs) EE 议和 ?和 NCs) Er(y) 的 一 个 最 大 右 公 因子 ,如 果 
(1 Rts 是 1DCs} ,NC(s)) 的 一 个 右 公 因子 ; 
0》 {DC As 的 任 一 其 他 右 公 因子 如 站 (5) 均 为 Rs) 的 右 乘 因 了 于, 即 在 在 一 个 
Xp 多 项 式 答 阵 W(;) 使 成 立 RC) 二 WD);)， 
定义 7.12 [最 大 左 公 因子 ] 称 gxo 多 项 式 和 矩阵 及 45) 为 行 数 相同 的 两 个 多 项 式 拭 
阵 品 (5 和 wags) 和 和 LCDE 3 人 的 一 个 最 大 左 公 因 子 ,如 果 
(DD) Ri(5) 是 {Dt3) Ni CD 的 一 个 左 公 因 子 ; 
CD DA 的 任 一 其 他 左 公 因 子 如 玉 (s) 均 为 及 5 的 左 乘 因子 , 即 存在 一 
个 YX 多 项 式 矩阵 Wi Ca 使 成 立民 CD 一遍 (OW CS) 
注 同样 ,无 论 是 最 大 右 公 因子 还 是 最 大 左 公 因子 都 具有 不 惟一 性 . 


最 大 公 因 子 的 构造 定理 


李 部 分 给 出 构造 最 大 公 央 子 的 基本 结论 ， 随后 的 讨论 中 将 可 看 到 ,在 推 证 多 项 式 矩 
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阵 的 一 些 重 坚 结 果 中 ,最 大 公 因 了 于 的 构造 定理 有 普 广 泛 的 应 用 。 
结论 7. 11 [gerd 构造 定理 ] 对 到 数 钼 同 的 陵 个 多 项 式 捧 阵 
DEs) € .Ars), Ns) E RPs) 
如 果 可 捞 到 (pp 十 sy 居 tp 寺 9g) 的 一 个 单 模 辽 UGs) ,使 成 立 : 
oo |- 站 人 |- [ (7 52) 
LA ES LE L 小 
则 导出 的 产 X 疡 多项式 抵 阵 有 姑 () 就 为 1 有 (5 ,NG 的 一 个 最 大 右 公 因子 。 上 其 中 .分 块 算 
阵 Unts) 为 pxXp 阵 ,Uis(s) 为 pxXg 阵 ,UCs) 为 qxp 阵 ,Usa(3) 为 gxg 阵 。 
证 ”分 为 两 步 证 明 ， 
CD 证 明 R65) 为 :DOD NGC) ;的 右 公 因子 。 对 此 ,表单 模 阵 UGs) 的 道 WG 1) 为 
Vlsy Vatlsy 
Ves) | 
其 中 ,分 块 短 阵 VC3) 为 pxp 阵 ,Vs00) 为 pxg 阵 (5) 为 gqXp 阵 让 (5) 为 gxg 降 ， 
基 此 ,并 利用 式 (7.52), 可 以 导出 
Dir,) Vs Ws I RY Vo (ts?Riy) 
[= [vs v0 | [ae 
这 表明 ,存在 多 项 式 抢 阵 对 {Vi tn ,Va (Cs)} ,使 成 立 ， 
Dl) = Vts} ROG), AT = VCR £7, 35) 
据 右 公 因 子 定义 ,证 得 RG 为 {Dts) ,NG 的 厂 公 因子 ， 
Gi) 秋明 (DC ,NG3)} 的 任 一 其 他 右 公 夫子 如 中 (5) 均 为 RCs) 的 石 于 天 于 。 相 Rt;) 
为 {DCGs) ,Ns)} 的 右 公 因子 ,可 以 学 出 
Des)y = BodRes). NG = NONRE) (7. 26) 
再 由 式 人 7. 52) ,可 以 得 到 


Vi = (Cs) | (7, 53) 


= 


Res) 一 TCD +U, (I NG) C7. SS) 
将 式 47.56) 代 人 式 (7.57)] ,有 
RO) = [UID FO ONGY RO) 一 WerRey) (7, 58) 


由 各 组 成 部 分 均 为 多 项 式 和 矩阵 知 ,W(s) 为 名 项 式 矩 阵 ， 从 而 ,她 (5) 为 RGY) 的 右 联 因 于 ， 

综 上 ,并 据 最 大 各 公 因 子 的 定义 ,证 得 式 (7. 52) 导 出 的 RC) 为 {Deisy ,NC,)} 的 一 个 最 
大石 公 因 子 。 证明 完成 。 

结论 7. 12 [gcld 构造 定理 】 对 行 数 相同 的 两 个 多 项 式 算 阵 

有 CE 

如 宁可 找到 《9 十 间 X《9 十 加 的 一 个 单 模 阵 豆 (5) ,使 成 立 ， 
[Di NJUG) = [DC Nc Dan 
LCs) Us} 
则 守 册 的 3Xxa 多 项 式 短 阵 最 4s) 就 为 {DLCs) ,Ni (3)} 的 一 个 最 大 左 公 因子 ， 其 中 ,分 块 


|= Ren 0] (7,59) 
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漠 阵 UWs} 为 gq 着 阵 .了 品 ,5s) 为 gp 阵 ,[ (Npxo 阵 :ts} 为 Xp， 
证 基于 对 偶 性 , 即 可 出 结论 7.114 全 出 本 结论 ,具体 推 证 过 程 略 去 。 
例 7.42 津 定 列 数 相 同 的 两 个 名 项 式 症 阵 ， 


- 


由 ax* 十 1 


Dis} 一 | ms] = 1- 1 十 2 一 ] 


一 】 2 
考虑 到 ,构造 关系 式 (7. 52) 等 式 左 边 中 左 彝 单 模 阵 UCs) ,等 价 地 代表 对 所 示 和 矩阵 作 相 应 


的 一 系列 行 初 等 变换 。 基 此 ,对 绽 定 1DG) ,NGO01 ,其 gcrd RG,) 和 和 单 模 恋 模 阵 Gy) 可 按 
如 下 方式 定 出 ， 


Desy 5 35 十 1 -1] 二 +;- 2 
§ 行 ， 各行: 
| | 2 :| 交换 行 ， 和 证 | ， 3 1 


Nts) E. 
| 


一 1] v2] 
sxX 行 1 加 到 行 2,(&) E 1 


(lx 和 有 生 1.(Ey) | 交 挽 行 2 币 行 3 
-一 一 一 一 -一 人 


一 0 wl 
-1x 行 1 加 到 行 3,08. 十 


0 s 十 1 | 
1 GC 一 +21 i 一 一 ,十 21 
-tl 和 2 加 到 17 3 | 
0 s+ 1 TT 0 5 十 1 
上 = - ! 
Dn 下 十 于 十 5 十 4 OD 0D J 


从 而 ,可 以 得 到 gerd RLs) 为 


相应 的 单 模 变换 阵 DIS 为 
TGS) =ErE.EE.E,E., 


1 0 0 
0 1 | 
0 一 (二 1l) 1 
一 ] 0 1 
i 
1 二 53 十] 一 (82 十 了 


最 大公 因子 的 性 质 


] 
0 
时 


下 面 ,基于 定义 和 构造 定理 给 出 最 大 公 因 子 的 一 些 基 本 属性 。 并 且 , 考 虚 到 gcrd 和 
gcld 在 形式 和 结果 上 的 对 伪 性 ,这 里 限于 对 gerd 进行 讨论 。 
《1 最 太公 困 子 的 不 惟一 性 


结论 7. 13 [Lgerd 的 不 惟一 人 性] 令 pxp 多 项 式 搜 阵 灵 (3) 为 具有 相同 列 数 户 的 多 项 


a 
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式 窍 阵 对 {1 妨 ts) EE 汐 STAGE 2 的 一 个 gcrd 则 对 侍 章 磋 六 疡 单 模 阵 页 t30 ,年 
阵 WEDROD) 世 必 是 (4DOs) NC) 的: -个 gerd。 


证 据 gcrd 构造 定理 ,有 
De) “Ris) 


Tis) = (7. DO) 
owewJ Lo 
其 中 ,RG 为 gerd.U(y) 为 (p 十 gp 二 ) 单 模 隆 。 现 构造 (pp 十 由 六 (pp 十 四) 单机 阵 ， 
Wis) 0 - 
Us) = | {7.61) 
-0 


并 将 式 (7. 80) 等 式 两 边 鞭 以 Cs) ,可 以 导 册 
> De WO) 01-R(Gs) WORECS)- 
DU Nt j= 0 1 0 | o | .2) 
且 知 上 63) 二 DCODCG5) 为 Cp 十 由 Xtp 十 gq) 单 模 阵 。 基 此 考 明 ,在 在 单 模 阵 50) 使 成 立 ， 
~ Wd 
Ns) 0 
由 gerd 构造 定理 知 ,WC5)RG) 为 :DCO NGC) 的 一 个 gerd。 证 明 完 成 。 
(2} 最 大 公司 子 在 非 奇 异性 和 单 檬 性 上 的 惟一 性 
结论 7. 14 [gcrd 的 广义 惟一 性 了 令 pxp 和 多项式 矩阵 虹 () 和 RC 为 上 有 相间 列 
数 p 的 多 项 式 和 矩阵 对 (DG) EC NG) E40 P05) 的 任意 天 个 gcrd. 则 有 
RRits) 非 奇 路“ 二 Rtsy) 非 奇 异 【7 El 
Rts 为 单 模 及 (sr) 为 单 模 【7 £5) 
证 据 gcrd 定义 ,RG5) 和 RCs) 为 gcrd 意味 着 ,存在 多 项 式 托 阵 Wits) 和 评 . (4:) 使 


$) 


De)| (7. 83) 


及 (5 -= WI (YR,(s), Rs Cs) 一 We ls) R, (Gs) C7. £6) 
将 式 47. 66) 中 两 个 关系 式 相 互 代入 ,可 以 得 到 
Rs) — WGIW, (IR Cs) (7. £7) 
R(t) = WC (rR, (os) (7, 68) 
但 知 R. iy} 和 和 Rts) 为 非 奇 异 或 单 模 .由 式 (7. 57) 和 (7.88) 可 以 进 调 导出 
WCCOW 一 下 Wt)W (ts) 一 了 【7. 69 ) 


注意 到 好 5Cs) 和 Ws (5 的 为 多 项 式 和 矩阵 ,所 以 上 式 意 昧 着 研 | (9 和 全 (0) 均 为 单 模 阵 。 再 
考 嘎 到 单 模 变换 不 改变 矩阵 的 非 奇异 性 和 单 模 性 ,出 式 (7 663 即 可 导出 结论 (7.64) 和 
{7. 65) ,证 明 完 成 。 

(3) 最 大 会 因子 非 奇异 的 条 件 

结论 7. 15 [gerd 非 奇 异 条 件 ] 对 具有 相同 列 数 PP 的 多 项 式 短 阵 对 1Dts) EE 
六 NCDE 和 Re) 1, 当 且 仅 当 


rr 
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Dis) 

NG) 

DG NT 的 所 有 gcrd 都 为 非 奇异 。 
证 由 gerd 构造 定理 ,有 


rank| | 一 (到 清 秩 )， V 几乎 所 有 ss Et (7.70) 


8 Ris) 
oo| 、 |= | 和 | (7.71) 
Rs 0 
其 中 ,gcrd 县 (5 为 pp 少 项 式 定 阵 ,U438) 为 (p 二 六 ( 思 十 9g) 单 模 阵 。 基 此 ,可 得 
Rt{s) Dex) Dis) 
rankRis) = rank| |= rankrrCs| |= rank| | (7,72) 
0 MNEs), LNts)J 
于 是 ,由 上 式 可 以 导出 
D's} 
rankR(is) pO rank| |= 办 (7.73) 
N(s) 


这 表明 , 当 且 仅 当 式 (7. 70) 成 立 ,R(s) 为 韭 奇 异 。 再 据 gcrd 在 非 奇 异性 上 的 恰 一 性 可 以 
证 得 . 当 且 仪 当 式 (7.70) 成 立 , {DG) ,NCs)} 所 有 gcrd 都 为 非 奇 异 。 证 明 完 成 。 

《43 最 大 公 因 子 的 基于 洁 阵 对 表达 式 

结论 7.16 [Lgcrd 的 基于 捧 阵 对 表达 式 ] 令 pXp 儿 项 式 算 阵 尼 (4) 为 内 有 相同 列 数 
户 的 多 项 式 撼 阵 对 {DOs) E28) NCO)E #208) 的 一 个 gerd, 则 必 存 在 PXp 和 和 pxy 
多 项 式 短 阵 站 (5) 和 站 (#) 可 下 RG) 为 


R(s) 一 WC DEs) YONGs) (7.74) 
证 由 gcrd 构造 定理 (7,52), 可 以 导出 
县 (5) = UD 十 ECG {7.75) 


其 中 ,Unts) 和 Uls(s) 为 pxXp 和 ppXy 多 项 式 矩 阵 。 基 此 ,并 表 Cs) 一 (sj 和 Ui:(s)= 
Yls), 即 可 得 到 式 (7. 74)。 讲 明 完成 。 

(5) 最 大 公 因 于 在 次 数 上 的 特点 

结论 7. 17 [gerd 在 次 数 上 的 特点 ] 对 多 项 式 对 :an ,nts)} ,其 gerd r( 人 的 次 数 必 
小 于 cs 和 站 si) 的 次 数 。 对 相同 列 数 的 多 项 式 矩 阵 对 {DCGY) EP?Cs) NO EE 人 RX2(5))， 
其 gcrd pXp 多 项 式 短 阵 民 (;) 的 元 多 项 式 次 数 可 能 大 于 D(4) 和 NN() 的 元 多 贰 式 次 数 。 

证 对 多 项 式 对 情形 ,结论 显然 。 对 多 项 式 盾 阵 对 情形 ,不妨 举例 说 明 其 结论 ， 给 定 
多 项 式 短 阵 对 1 Dts) ,Nts)) 为 

总 3s 十 ] 

一 1] 上 十 s 一 ,| 
例 7.12 中 已 经 求 出 ,它们 的 一 个 gcrd 为 


Dis) = | AN 一 [一 1 s+2s—1] 


1 一 光一 ， 
Re 一 | 


0 s 十 ] 
现 取 一 个 2X2 单 模 阵 为 
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一 1 , 
Ws) | 一 12， 
和 Lei 1 


据 gcrd 的 不 惟 一 性 销 论 知 ,WCODRE) 也 是 {DGs) ,NGC 的 一 个 gcrd, 且 有 
Ey 13T1 -人 -十 2 
DR |. +1 i sl | 
Ey sO 1 - 
-| Cs YC- GD 
可 以 看 出 ,RR (3 的 元 多 项 式 次 数 品 然 大 于 D(s)》 和 N(s) 的 元 多 项 式 次 数 。 证 明 完 成 ， 


7.9 互 质 性 


互 质 性 是 线性 时 不 变 系统 复 频率 域 理 论 中 最 具 重 要 意义 的 一 个 基本 概念 . 工 质 性 是 
对 两 个 多 项 式 矩 阵 间 的 不 可 简约 属性 的 表征 。 本 节 是 对 互 质 性 的 一 个 简明 的 讨论 .着 重 
于 阐明 瑟 质 性 的 定义 , 判 据 和 局 性. 


右 互 质 和 左 互 质 


互 质 性 可 以 分 类 为 右 互 质 性 和 左 互 质 性 . 两 个 多 项 式 乒 阵 的 互 质 性 (co-pritneness) 
可 基于 其 最 太公 因子 进行 定义 。 

定义 7, 13 [ 右 瑟 质 ] 称 列 数 相 同 的 多 项 式 年 阵 DIDEm ets) A NG) EA) DN 
右 互 质 ,如 果 其 最 大 右 公 因子 即 gerd 为 单 模 阵 ， 

定义 7.14 [ 左 互 质 ] 称 行 数 相同 的 多 项 起 矩阵 Dp (3) ES 和 (全 六 af 
为 左 互 质 , 如 果 其 最 大 左 公 因 子 即 gcld 为 单 模 阵 。 

注 在 线性 时 不 变 系统 的 复 频率 域 理论 中 将 会 看 到 ,从 系统 结构 特性 角度 , 右 壬 质 性 
概念 对 应 子 系统 能 观测 性 , 左 互 质 性 概念 对 应 于 系统 能 控 性 ， 


互 质 性 的 常用 判 据 


在 线性 时 不 变 系 统 复 频 率 域 理论 中 ,常会 涉及 到 互 质 性 的 判别 问题 ， 这 一 部 分 中 ,第 
出 常用 的 几 种 羡 质 性 判 据 ， 

(1) 贝 住 特 (Bezout) 等 式 判 据 

结论 7. 18 [ 右 互 质 贝 佐 特 等 式 判 握 ] 列 数 相同 的 pxp 和 4 Xp 多 项 式 逢 阵 Dts) 和 
Ns) 为 右 互 质 , 当 且 仅 当 存在 pxp 和 pxg 多 项 式 矩 阵 X(5) 和 Y(s) ,使 成 立 贝 体 特 
等 式 ， 
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下 (DIS 十 TCR 一 了 {7.76) 
证 先 证 必要 性 。 已 知 De 各 N63) 为 有 三 质 , 徐 证 由 导 特 等 成 (7.76) 上 成立。 为 此 ， 
据 gerd 构造 定理 关系 式 47.52) ,可 以 导出 
RG) = UC DC) + Ui (I Ns) 【7.77) 
其 中 :DC 和 as 为 产 X 户 和 声 关 4 省 项 式 奸 阵 ， 而 由 Di) 和 NGs) 为 石 厅 质 , 控 定义 
知 RLs) 为 单机 阵 , 从 而 丸 ， ts) 存在 且 也 为 多 项 式 矩 阵 。 进 而 , 靖 式 (7,77) 左 林 R i(x)，、 
得 到 
有 DPI + RICNU tsINGs) 1 C7, 
上 式 中 , 令 X 一 及 TCDD 和 YY 一 及 Conotsy 就 即 导 出 贝 佐 特等 式 (7, 78)， 必 
要 性 得 证 。 
再 证 充分 性 。 已 知 贝 佐 特 等 式 (7. 76) 成 立 . 欲 证 Ds) 和 NN(s) 为 右 堪 质 。 为 此 , 令 多 
项 式 窍 阵 RR(5) 为 DG) 和 和 NG) 的 -- 个 gcrd, 则 据 gerd 定义 知 .存在 多 项 式 征 阵 BC:) 和 
三 (5 使 成 立 ， 


D{s) = Ds)R(s), Nis) -一 N(s} Rs) (7. 79) 
将 式 47.79) 代 信忠 估 特 等 式 (7. 76》 .可 以 得 各 
[XOIDCY YOONGY RG 1 (7. 80) 


这 表明 ,R…'(:) 存 在 ,日 
R ts) = EOIDGY YOYINEG:) (7.81) 
也 为 多 项 式 符 阵 。 基 此 可 知 ,Rs) 为 单 模 阵 , 据 定 义 知 DC) 和 NG) 为 右上 质 ， 充分 性 得 
证 。 证 明 完 成 。 
结论 7. 19 [去 互 质 贝 佐 特等 式 判 据 ] 行 数 相 同 的 axg 和 gx 声 多 项 式 算 阵 呈 ;03) 
相 Ni ts 为 在 互 质 , 当 且 仅 当 存 在 gxX9g 和 pXy 多 项 式 第 阵 训 (0y) 和 Y(5) .合成 立 册 佐 特 
DL CAKECY 十 ACE = i (7. S82) 
证 利用 对 慢性 , 即 可 由 结论 ?7.18 导出 本 结论 。 长 体 推 壕 过 程 略 去 。 
注 在 线性 时 不 变 系统 的 复 频 率 域 分 析 与 综合 中 , 互 质 性 册 优 特等 式 判 据 的 意义 .十 
要 不 在 于 具体 判别 中 的 应 用 ,而 在 于 推 证 和 证 明 中 的 应 用 ， 
‘2) 牧 判 据 
结论 7, 20 [ 右 互 质 秩 判 据 ] 对 列 数 相 同 pxp 和 4 Xp 多 项 式 矩 阵 有 Cs) 有 和 N(x3 ,其 
中 Dos 为 非 奇 异 , 则 有 


D's) 
Dts》 和 Nts) 右 五 质 ”局 rank| “|p. YsEE 【7. 83) 


Nts) 
证 ”由 gcrd 构 灌 定 理 , 有 


Ue) DT TRG) 
LN Lo J (6. 8647 
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其 中 ,gecrd RW) 为 疡 X 声 案 项 式 目 阵 (为 (十 站 Xp 十 0) 单 模 阵 。 基 此 ,可 得 
rankR(s) = cank| 。 |- ankuco[ | okl NO | (7.85) 
由 王 式 并 利用 右 互 质 定 沈 , 可 以 导出 
Ds) 和 NCs) 右 世 质 三 RG;) 为 单 模 阵 
rankRis) = p, YE 
< rank| |- Pp TYEE (7.835) 
LNG 
结论 得 证 。 证 明 完 成 ， 
结论 7. 21 [ 左 互 质 秩 判 据 ] 对 行 数 相同 gxg 和 9X 户 老 项 式 和 矩阵 中 (和 Ni Cs)， 
莫 中 Dis) 为 非 奇 异 , 则 有 
有 (sy 和 mts) 左 瑟 质 寻 rank[ 有 0 NG 一 0 YsE# (7.87) 
证 利用 对 偶 性 , 即 可 由 结论 7. 20 导出 本 结论 。 具 体 推 证 过 程 略 去 ， 
注 互 质 性 的 秩 判 据 电 于 形式 上 和 计算 上 的 简单 性 , 常 被 方便 地 应 用 于 具体 判别 中 ， 
例 7.13 给 定 列 数 相 同 两 个 多 项 式 盾 阵 DC 和 N(s)， 
s 十 1 D0 | 
ts— l(ts+2) s—1 
现 采 用 秩 判 据 判 断 右 互 质 性 。 为 此 ,构成 判别 和 矩阵. 


ss 二] 0 
[|= (s— 1)(s+2) s—1 
MNCs) : 1 
进而 ,分 别 定 出 使 判别 矩阵 中 各 个 2x2 包 项 项 式 算 阵 降 牧 的 ; 值 ， 


$s 十 1 

; ， 一 1 一- 
| ey ,| 降 秩 的 * 人 “= 
《一 1 十 2 

对 | 5 (5 


EE 


Dts) = | NG =[, 11 


, - 降 秩 的 : 值 : 一 1 


HD | mst 


这 表明 ,不 存在 一 个 ; 值 使 这 3 个 2x2 多 项 式 矩 阵 同 时 降 秩 。 基 此 可 知 ,给 定 D(s) 和 
AN) 满足 秩 关 据 条 件 ， 
FD s) 
rank| -p=2, VsE 


因此 ,Dis) 和 Ns) 为 右 士 质 ， 
{3) 行列 式 次 数 判 据 
结论 7. 22 [ 右 互 质 行列 式 次 数 判 握 ] 对 列 数 相同 pxXp 和 gy xp 多 项 式 窍 阵 DDCs} 和 


405 
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NCs) ,其 中 Dis) 为 非 奇 异 , 则 DG) 和 NC) 为 右 互 质 , 当 且 仪 当 存在 gxg 和 和 gxXp 多 项 式 

矩阵 站 (5 和 Bls) ,使 同时 成 立 : 

[2 

Nts) 
deg det4(:) 一 deg delD(s) (C7.89) 

证 为 清晰 起 见 , 分 为 四 步 进行 证 明 。 

4i) 推 证 关系 起 (7.88)。 对 此 ,由 gcrd 构造 定理 关系 式 : 


— BDG) TT ACING) = [— Blts) Cs)] |= 办 (7.88) 


pco[2 | PU) | [RGS)] (7. 90) 
NOY LU Usoy LN Loy, 
可 以 导出 

DCDCDCrmNCD = 0 (7. 911 


取 gx pp 多项式 矩阵 Bs) 一 一 Us (s),qXg 多项式 韦 阵 440) 一 DC , 即 可 导出 关系 式 
(7. 88) 。 命 题 得 证 。 
ii) 推 证 deg det4(5) 二 deg detVits)。 为 此 ,使 U-1(y) 二 Vis)， 由 式 (7?. 90}) 可 得 
,| Ves ,oY 
0 - 


人 Vats) 多 2) (7. 92) 

基 此 ,可 以 导出 
D(ls) = Vu(ts)Res) {7.93) 
进而 ,Ds) 非 奇异 意味 着 RGs) 非 奇异 , 基 此 并 由 上 式 知 Vis) 为 非 奇异 即 着 Yi (3s) 存 在 ， 


由 此 ,可 构造 如 下 人 恒等式 : 


| I |. ~ | | (7_ 94) 
— Vatlts Vntsy FV ts) Wo L 日 闪 
其 中 
A Vo tds) — Vo Cs Vi CoV ts) C7. 95) 
再 对 式 (7.94) 取 行列 式 , 考 虑 到 Y(s) 为 单 模 阵 同时 ,有 
detVts) 一 det¥Yii (sdeth ¥ 0, YsEeE 7. 96) 
基 此 ,并 由 Vi,《s) 非 奇异 ,可 知 息 非 奇 异 即 A-' 存 在 。 于 是 ,对 式 (7, 94) 求 进 , 可 得 
Vts) Valsy! I O01! YY 一 名 CC 
[yo vi | Va (VnL Cs) 了 | | 0 a! | 
(7. 977 
由 此 ,可 进而 导出 
[人 站 
Usts)y Uts) 
及 ts) CO— Vi Ca) VtsyA I 有 
‘Lo 4 儿 Va Co Vi Cs) 1 


VO 
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1 | 7,98) 
Lx Ai 
其 中 ,* 表示 不 必 确 知 的 块 争 项 式 拭 阵 。 从 而 ,由 汗 式 可 以 得 到 
Dt 一 下 ”或 Ut)A—1I { 7.99 
理 对 式 (7.99) 中 后 一 个 类 系 式 取 行 列 式 , 关 有 
detAd — 1.detlls: (sy) iD) 
而 把 式 47. 100? 代 人 人 式 57.96) ,还 可 导出 
detV(s) 一 detVir (Cs) detliss (sy) (7, lal 
但 知 Usts) 一 入 (3) ,而 由 V5;) 为 单 模 隆 有 deg detYt*y--0. 基 此 由 上 式 可 以 证 得 命题 ， 
deg detLAts) = deg detw (sy C7. 102) 


(ii) 证 明 结 论 的 必要 性 ,已 知 DG 和 NG) 布 互 质 , 欲 证 式 (7.89) 成 立 ， 灶 此 .中 
Dt 和 NCs) 右 互 质 ,和 可知 gcrd Rx) 为 单 模 阵 , 因 而 deg detRts) 一 0。 基 此 . 旗 者 虑 芭 避 
由 式 47.93) 导 出 detD(s) 二 detV 《ydetRts ,得 到 

Geg detD(s) = deg detVii(s) + deg detR(s) 一 deg dety (Cs) 17. 103} 
于 是 ,由 上 式 并 利用 式 (7. 102) 即 得 式 (7.89)。 必 要 性 得 证 ， 
Civ) 证 明 结 论 的 充分 性 。 已 知 式 (7,89) 成 立 , 欲 证 D8) 和 NG) 右 互 质 。 对 此 ,过 
知 deg det4(s) 二 deg detD(s) ,并 考虑 到 式 (7. 102) 和 (7.103) 中 证 得 
deg detVii (ts) = deg detA4(s) 
和 
deg detD(s) = deg det¥Y i ts) 十 deg detR(s) 
即 可 导出 
deg detR(s) = deg detD(s) 一 deg detw fs) 
一 deg detD(s) — deg detA(s)} — 0 7.101) 
这 表明 gerd 有 (3) 为 单 模 阵 , 即 Dts) 和 NCs) 为 右 互 质 。 充 分 性 得 证 。 证 明 完成 ， 

结论 7.23 [ 左 互 质 行列 式 次 数 判 据 ] 对 行 数 相 同 gxg 和 2 区 声 区 项 式 征 阵 Dl (,) 
和 N.Cs), 其 中 DLCs) 非 奇异 , 则 Di(s) 和 Ni.(s) 为 左 互 质 , 当 且 仅 当 存在 PXP 和 qxXp 禾 
项 式 和 矩阵 站 (3) 和 加 (3) ,使 同时 成 立 ， 


_ 一 -一 下 (5) 
— DnBes) + NCIAC) = [CD ts) Ne 下 |= 0 “7. 1035) 


deg detAts) 一 deg detD, {.) (7, 106) 
证 利用 对 偶 性 , 即 可 由 结论 7. 22 导出 本 结论 。 具体 推 证 过 程 略 去 。 
注 线性 时 不 变 系统 复 频率 谍 理 论 中 ,更 为 常用 的 是 行列 式 次 数 判 据 的 反 向 形式 , 即 
判别 非 互 质 性 的 判 据 。 对 应 于 结论 7. 22 有 ,Ps) 和 Ns) 非 右 互 质 ,当日 仅 当 存在 qx 
和 4 关 扬 多项式 和 矩阵 上 Cs 和 BCs) 使 同时 成 阐 ， 


ee -一 一 -一 - - -- 
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Ds) 
— BID) AsINGs) = (— Bts) (sy) NC |- 少 (7. 107) 
LN(Gs 


decg derdts) < deg deiD's) (7. 108) 
对 应 于 铺 论 7,23 有 ,D3) 和 NLCs) 非 左 于 质 , 当 且 仅 当 存在 pxp 和 4 Xp 多项式 算 阵 
六 (5 和 (5s) 使 同时 成 立 ; 
_ "— BCs} 
~ Ds}Bts) FF Nits)Ats)} = [Dts) N, (sw) | 一 | 
.5 


deg detAts) < deg detD, (3) 7.110) 


一 人 ‘7. 109) 


对 最 大 公 因 于 构造 关系 式 性 质 的 进一步 讨论 


基于 上 面 讨论 结果 ,进而 给 出 最 大 公 因 子 构造 关系 式 的 一 些 性 质 , 这 在 线性 时 不 变 系 
统 的 复 频率 域 分 析 和 综合 中 将 会 是 有 用 的 。 
\L) gcrd 构造 关系 式 的 性 质 


考虑 gerd 的 构造 关系 此 
Dts) Dits) Uts) TDes) Rts) 
woe [ee ope] em 
Nts) Uts) Us ts) NCEs) L 0 


其 中 .Dts) 为 pxp 多 项 式 矩 阵 昌 非 奇异 ,Nt:) 为 gqgXp 多 项 式 窍 阵 ,4p 十 g) xX (p 十 gq) 给 
阵 UGs) 为 单 模 阵 ,U (3) 为 pxXp 阵 ,C3) 为 pXg 阵 ,Un (Cs) 为 gx 人 阵 , Uts) 为 
4X 阵 。 
推论 7.10 行 数 相同 的 gxg 和 gxp 多 项 式 夭 阵 Uss(s) 和 Uzi(s) 为 左 互 质 。 
证 再 tp 十 字义 Lp 十 四 矩阵 Uts) 为 单 模 阵 , 可 知 
rankU (ts) = pt dq: YsE (7,112) 
相应 地 ,有 
ranklUs sy Us(s)] 一 人， Ys 7.113) 
据 堪 互 质 的 秩 判 据 , 邵 知 Bt 和 Easts)? 左 互 质 。 证 明 完 成 。 
推论 7. 11 xda 多项式 抢 阵 Da ts 为 非 奇异 , 且 成 立 : 
51 —— Us (Cs)U, (Cs) Cr, 114) 
证 《iD 先 证 Uzsts) 为 非 奇 异 。 采 用 反 证 法 , 反 设 Uzsts) 为 奇异 , 则 必 存 在 一 个 非 零 
1] XXg 多 项 式 向 量 Bis) 合 成立 ; 
Bris)Ur (ts) = 0 《7 了. 115》 
而 由 式 {7,111) ,及 可 导出 
Ua CD Us (SING) 一 由 《7, 116) 
将 上 式 瑟 乘 gs) ,并 利用 式 (7. 115) ,可 以 得 到 
BirdyUatsI Dt) = 0 C7,117) 


1 nie rp pr en A A ee Tr i 
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但 知 Pts) 韭 育 蜡 ,由 下 式 进而 导出 


BC 一 {7,118) 
于 是 ,由 式 <. 115) 和 式 {7. 118) ,得 到 
BE Us 一 《7.119) 


这 表明 [Daits) Usts] 行 降 秩 ,并 盾 于 推论 1 中 20) 和 05) 左 末 质 的 结论 ， 反 设 不 
成立 , 即 Da ty) 为 非 奇 异 。 命 题 得 证 。 

《6) 再 证 关系 式 (7. 114)。 为 此 ,考虑 到 Dts) 和 Us(s) 均 为 非 奇 异 ,通过 将 虑 
(7,116) 左 滋 Ui 0 和 右 乘 下 -1 , 则 在 移 项 后 即 叮 导出 

NOOND 10) 一 一 EDU TY) 

式 67. 114) 得 证 ,证 明 完 成 。 

推论 7.12 有 pP(s) 和 N(5) 为 石 开 质 , 当 有 目 仅 当 deg deiDi) — deg detl (C3), 

证 证 明 过 程 类 闻 于 结论 7.22 的 右 刁 质 行列 式 次 数 判 据 ， 具体 推 证 过 程 略 去 . 

注 可 以 看 出 ,推论 7. 12 实际 上 就 是 右 互 质 行列 虑 次 数 判 所 的 一 类 特殊 情形 ， 

例 7.14 给 定 列 数 相 同 的 两 个 多 项 式 和 矩阵 Dw 和 Ns). 


Dfs) = | 四 NG) = [一 1 s+2s—1] 
另 知 ,D(s) 为 非 奇 异 。 例 7, 12 中 已 经 求 出 ,它们 的 gcrd 构造 关系 式 的 单 模 变 换 阵 为 
0 一 0 1 
fr = |0 — 1 ] 


Ll 二 +s 二 1 一 (sf 十 1) 
其 中 ,Dasks) 一 一 (2 十 1)。 基 此 ,可 以 定 出 
deg detD{s} 一 deg det| ~ + | 
一 1] 和 十 3 一 2 
据 推论 7. 12 判 据 知 ,DCs 和 NGs) 为 非 右 互 质 。 
《2) gcld 构造 关系 式 的 性 质 
考虑 gcld 的 构造 关系 式 


|- 3 > deg detlss ts) 一 人 eg 一 (人 下 11) 一 了 


rs Uts 
[Ds) NEDG) = ED Gs) Nt 0) be] 
1 2 


(7. 120) 
其 中 .Di(s) 为 gXg 多 项 式 和 矩阵 昌 非 奇异 ,N (Cs) 为 9 关 户 多 项 式 手 阵 ,(e 十 加 X (9 十 共 短 
阵 UGs} 为 单 模 阵 ,十 (3) 为 qxg 阵 ,下 ;09) 为 2XX 产 阵 ,E (C3) 为 pxXd 阵 ,Di 为 户 X 户 阵 ， 
下 面 , 基 于 对 偶 性 和 gcrd 构造 关系 式 的 性 质 ,导出 gcld 构造 关系 式 的 相应 推论 ， 
推论 7. 13 列 数 相同 的 pxp 和 gxXp 多 项 式 和 矩阵 Us(s) 和 本 ,5) 为 右 互 质 。 
推论 7.14 pxp 多 项 式 拓 阵 口 (3) 为 非 奇 异 , 且 成 立 ， 
Di (rN, (Cs) =— Dts} Us) (7. 121) 


7.10 列 次 数 和 行 次 数 0 


推论 7.15 了 呈 () 和 As 为 左下 质 ,当日 仅 当 deg detD. (x) 二 deg detU,(s)。 
注 推论?.15 实际 上 就 是 左下 质 行 列 式 次 数 判 据 的 一 类 特殊 情形 。 


7. 10 列 次 数 和 行 次 数 
列 次 数 和 行 次 数 在 概念 上 是 对 多 项 式 次 数 相 对 于 多 项 式 算 阵 的 一 个 推 族 。 讽 次 数 和 


行 次 数 的 引 人 为 定义 和 讨论 多 项 式 和 矩阵 的 既 约 性 提供 了 基础 。 本 节 是 对 列 次 数 和 行 次 数 
的 简要 讨论 。 主要 内 容 包括 列 次 数 与 行 次 数 的 定义 和 多项式 矩阵 的 列 次 与 行 次 表达 起， 


列 次 数 和 行 次 数 的 定义 


首先 ,基于 多 项 式 次 数 推广 定义 多 项 式 向 量 的 次 数 . 
定义 7. 15 [多 项 式 向 量 次 数 ] 对 列 或 行 多 项 式 向 量 


Ul ts) 
als) 一 a (s) = ls) sy] (7, 122) 
dol) 
其 次 数 定义 为 组 成 向 量 的 元 多 项 式 次 数 的 最 大 值 , 即 
at3) 的 次 数 一 DC 人 maxidega, (0 7= 1,2,. ,0g 《7. 123) 
a'(s) 的 次 数 = aC5) 八 max{dega,(s) ,i 二 1.2, ,pp} (7. 124) 


进而 ,基于 多 项 式 向 量 次 数 扩展 定义 多 项 式 和 矩阵 的 列 次 数 和 行 次 数 ， 
定义 7. 16 [ 列 次 数 和 行 次 数 ] 对 gxp 多 项 式 算 阵 ， 
Wi 
M(s)—= | : 

[is) 
Mts} 的 列 次 数 定义 为 其 列 向 量 本 ,Cs 7 一 1， 2 让 的 次 数 ,Mts) 的 行 次 数 定义 为 其 行 
向 量 m,(5) ,i 二 ] ,2、… 1,g 的 次 数 , 即 右 

M3) 列 次 数 .MCs) 二 ,A Sm, (3)， j= 1 ,ep (7, 126) 

M(s) 行 次 数 8 GD) = ,A Sm ‘(6»)， i= 1,2， ,9 (7, 127) 

例 7.15 给 定 2x3 多 项 式 和 矩阵 邮 () 为 
Ms) - 由 十 4 十 1 25 十 一 1] 4 
-£3 一 人 3 


= [mt … mms)] 《7. 125) 


mr a Rr 
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到 次 表达 式 和 行 次 表达 式 

多 项 式 秆 阵 的 列 次 表达 式 和 和 行 次 表达 起 是 对 列 次 数 和 行人 次数 的 一 个 直接 应 用 。 在 线 
性 时 不 变 系 统 的 复 频 率 域 分 析 中 ,采用 列 次 表达 式 和 行 次 表达 式 将 会 有 助 于 简化 问题 的 
讨论 。 

结论 7. 24[ 列 次 表达 式 ] 考虑 4X 户 多 项 式 你 阵 MG , 令 列 次 数 为 人 MG) 一 玉 ， 
一 112 为 ,再 表 


Rel 
S.C(s) = (C7, 128) 
pp 
sep 
kal | 
EY 
1 
pp 
.ts) 二 = 所 量 下 一 上 【了 1]29) 
中 并 看 一 
ep 1 
3 
1 
则 可 表 加 (5) 为 列 次 表达 式 ， 
RS) 一 TS) 十 RMT Ts) 7.1307 
其 中 
AS) = 证 5) (7.131) 


注 1 列 次 表达 式 (7.130) 中 , 称 yXp 常 阵 MM,. 为 Mts) 的 列 次 系数 阵 , 且 有 
MM. 列子 = MGs) 列 7 了 中 相应 ss 的 系数 组 成 的 列 ‘Flap (7.132) 
相应 地 , 称 MCs) 为 (sy 的 低 次 多 项 起算 阵 ,日 有 
,ML (8) < ho, j= 1,2,.,p 《7. 133) 
注 2 对 9 一 户 即 方 多 项 式 矩阵 Me) 情形 ,由 列 次 表达 式 (7. 130) 可 以 导出 如 下 的 有 
用 关系 式 : 
detM(s) 二 (detM es 一 次数 低 于 了 1k, 多 项 式 (7. 134) 
例 7.16 给 定 2x3 过 项 式 拖 阵 Ms) 为 
C5) = fs 十 4 十 1 25 5 十 了 | 
L :十 3 4 一 2 3 十 ] 


M 


7.11 瞩 约 性 加 A 


容易 定 用 , 列 次 数 为 天 一 2, 外; 一 3, 点 ;一 1。 于 是 , 即 可 导出 列 次 表达 式 为 


结论 7, 25 [ 行 次 表达 式 ] 督 虚 gp 名 项 式 息 阵 肝 ix) , 令 行 次 数 为 ,MCy) -= ， 


i 一 ] .2,"…,y,. 描 吉 
Br 
SS.(s) 一 (C7, 1357 
人 A 
str - 1] 
ts) = ; 天 一 天，， 《7 136) 
Erp he 1 一 1 
虽 可 表 Mis) 为 行 次 表达 式 ， 
MOsy 一 二 (NT + Mr Cs) C7. 137) 
其 中 
ML (Cs) 一 PCM, (了 ， 138} 


注 1 行 次 表达 式 (7.137) 中 , 称 gXp 常 阵 角 ,为 膨 (5) 的 行 次 系数 阵 , 目 有 
Mo 行 一 MCs) 行 i 中 相应 s* 的 系数 组 成 的 行 ， 7 二 1,2,…g (7.139) 
相应 地 , 称 ML (5) 为 肝 (s) 的 低 次 名 项 式 第 阵 ,日 有 
Ms) < i= 1,2,',g 《7. 140) 
注 2 对 9g=p 即 方 多 项 式 短 阵 用 (s) 情 形 , 由 行 次 表达 式 (7, 137) 可 导出 如 下 的 有 用 
关系 式 ; 


deM(5) 一 《detM,)s>*, 十 次 数 婚 于 了 th, 多 项 式 《7. 141) 


7. 11 既 约 性 


既 约 性 (reduced property) 是 多 项 式 矩 阵 的 一 个 基本 属性 。 既 约 性 实质 上 反映 了 多 
项 式 和 矩阵 在 次 数 上 的 不 可 简约 属性 。 既 约 性 可 分 类 为 列 既 约 性 和 行 既 约 性 。 本 节 主 要 内 
和 容 包 括 既 约 性 定义 ,婚约 性 判 话 , 非 既 约 矩 阵 的 婚约 化 等 。 
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列 既 约 性 和 行 既 约 性 


这 一 部 分 中 , 先 来 讨论 列 既 约 性 和 行 既 约 性 的 概念 。 
定义 7.17 [ 方 阵 的 始 约 性 ] 给 定 户头 声 方 非 奇 异 多 项 式 抑 阵 时 (5), 表 8 MGs) 和 
AT 为 列 次 数 和 行 次 数 ,一 1,2.…, 户 。 则 称 Ms) 为 列 既 约 , 当 六 仅 当 
deg detM(s) 一 > "6..M(s) (7. 142) 
称 Ms) 为 行 既 约 , 当 且 仅 当 
deg detM() = > 6.,M(s) (7. 143) 


注 非 奇 异 多 项 式 和 矩阵 的 烈 既 约 和 行 既 约 一 般 为 不 相关 。 但 若非 奇异 多 项 式 矩 阵 为 
对 角 阵 , 则 列 既 约 必 意味 着 行 既 约 。 
例 7.17 给 定 2x2 多 项 式 矩 阵 MCs) 为 


Men = | 3 十 22s | 
5 十 8 一 急 ?Ys 
容易 定 出 
k,l 二 2， 一 二 i 二 2， 上 zs 二 2 
deg detMris) — 3 
因而 ,有 


2 
Dk, = 3= deg detM(s) =3 
i 二 1 


SA — 4 deg deiM(s) — 3 
据 定 义 知 ,M(s) 为 询 既 约 但 非 行 苔 约 。 
定义 7. 18 [ 非 方 阵 的 既 约 性 ] 给 定 一 个 gxp 非 方 满 秩 多 项 式 和 矩阵 M(t) ; 称 MM(s) 
为 列 既 约 , 当 且 仅 当 gp 且 针 (5) 至 少 包 合 一 个 pxXp 列 既 约 矩阵 ; 称 ML) 为 行 既 约 , 当 
且 仅 当 p 之 q 且 M(s) 至 少 包 含 一 个 dxXa 行 既 约 矩阵 。 


经 约 性 判 据 


基于 列 既 约 性 和 行 既 约 性 的 定义 .下面 给 出 判别 多项式 矩阵 既 约 性 的 ~- 些 党 用 判 据 ， 

(1) 列 次 7 行 次 系 煞 和 矩 阵 判 据 

结论 7. 26 [ 方 多 项 式 矩阵 情形 ] 给 定 pxp 方 非 奇 异 客 项 式 乍 阵 Mts), 今 ML 种 
Mh 为 列 次 系数 矩阵 和 行 次 系数 矩阵 ,k, 和 此,, 为 列 次 数 和 行 次 数 ,1 二 1,2,…，p， 出 


7.11 弃 约 性 | | | 3 
as 列 晤 约 己 列 次 系数 算 阵 af 非 奇 异 (7. 144) 
MCs) 条 7 弃 约 后 行 次 系数 矩阵 M,, 非 奇 异 (7. 145) 


证 了 恨 于 证 明 式 (7.144), 类 位 地 也 可 证 明 式 (7. 145)。 为 此 ,基于 方 多 项 式 矩 阵 
MMs) 的 列 次 表达 式 , 有 
detMCs) = CdetMe) si + 次 数 低 于 > , 太 ， 多 项 式 
基 此 , 即 可 证 得 


户 
M(s) 列 既 约 ”全 deg detM(s) = 了。 
1=1 


守 detMi 天 0 全 MM,. 非 奇 异 C7. 146) 

结论 7. 27 「 非 方 书 项 式 答 阵 情 形 ] 给 定 yX 户 非 方 满 秩 多 项 式 短 阵 儿 (3) , 令 Mi 和 和 

jd 为 列 次 系数 乞 阵 和 行 次 系数 矩阵 ,上 和 为 列 次 数 和 行 次 数 , 其 中 j 了 =,2 ,+… ,pi 一 
L200 .gg。 出 


MLs) 列 既 约 全 9 之 户 旧 rankaf =p 《7. 147) 

MM(s) 行 既 约 车 pp 宇 q 且 rankM,, = a £7, 1148) 

证 限于 证 明 式 (7. 147) ,类似 地 可 证 式 (?. 148)。 为 此 , 据 非 方 (六 ) 列 识 表 达 式 .有 
Ms) = MBs) + ML (sy) 《7. 149) 


基 此 , 即 可 证 得 
9g 久 户 的 对 ts) 列 既 的 

写 和 之 站 且 册 0 全 少 包 含 一 个 xp 到 既 约 阵 

全 9 空 记 且 了 刷 ,: 至 少 包 含 一 个 pxp 非 奇异 阵 

PHA rankM,.=p 《7. 150) 

例 ?.18 芭 定 2x2 非 奇异 方案 项 式 和 矩阵 Ms) 为 
33 十 2s 25 十 4 

十 5s 一 3 7s | 


3 2 3 0 
Mh = | 中 Mh = | 0 
从 而 ,由 Af. 为 非 奇 异 租 对 ,为 奇异 知 fs) 为 列 既 约 但 非 行 既 约 。 
(2) 名 项 式 问 量 判 据 
结论 7. 28 [方才 项 式 殷 阵 情形 ] 给 定 px p 方 非 奇 异 示 项 式 矩阵 Mz(s) , 令 友 和 天， 
为 列 次 数 和 行 次 数 ,i 一 1,2,…, 思 , 则 


Li) M(5) 为 列 茎 约 , 当 且 仅 当 对 所 有 px1 多 项 式 向 量 p(s) 关 9, 使 如 下 构成 的 px 1 
儿 项 式 向 量 


Mts) 一 | 


容易 定 出 


#5) = Mis}pls) C7. 151} 


a 
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满足 关系 式 
degdt*}) 一 max Ldegp, (5) 点 ,| 【7. 152) 
1 太 车 直 了 
寺中 ,pp, (六 pts) 的 第 了 个 无 客 项 式 ， 
GD M5) 为 行 既 约 ; 当 且 仅 当 对 所 有 1Xp 多 项 式 向 量 了 “0, 使 如 下 构成 的 1* 户 
过 项 式 阿 量 
Rts) = fs) MCs) 47.1353) 
满足 关系 式 
degh(s} = max [degf,{s) + &,, | ‘(7.154) 


其 中 , 方 (为 f(s) 的 第 j 个 元 名 项 式 。 
证 限于 证 明 结论 (i) ,结论 (i 让 可 基于 对 费 性 导出 。 为 此 ,引入 如 下 -- 组 表示 式 ， 


= ,max Ldegp, Cs) 十 下 。，] (7.155) 
4 (7, 156) 
Mt(s) = MS.(s) + MM. Cs) 《9?. 157》 
Ps 二 se 十 低 深 项 {7. 15%7 
«= Hl am san 不 全 为 零 《7. 159) 

a 

基 此 ,并 利用 式 (7.351) ,可 以 导出 

gs = Ms, a (7, 160) 


先 证 必要 性 。 已 知 M(s) 列 既 约 , 欲 证 式 (7,152) 成 立 。 对 此 ,由 列 次 系数 拓 阵 判 提 
知 ,Mts) 列 既 约 意味 荐 Mi,. 非 奇异 。 基 此 ,并 由 式 (7. 160), 可 以 得 到 
,0 Ya 
0, ya=06 
而 由 所 有 思 X1 多 项 式 向 量 p(s) 尖 0, 必 有 a 关 0。 基 此 ,并 由 蕊 (7. 161) ,证 得 gj 活 0, 即 式 
(7.152) 成 立 。 必 要 性 得 证 。 

绸 证 充分 性 .已 知 式 (7. 152) 成 立 , 谷 证 M(s) 列 既 约 。 对 此 , 式 (7. 1523 成 立意 味 首 
对 所 有 pX1 多 项 式 向 量 间 (天 0 即兴 0, 必 有 gi 关 09。 基 此 ;并 由 起 (7. 150) ,证 得 村 
非 奇 异 , 即 M(s} 列 既 约 。 充 分 性 得 证 。 证 明 完 成 ， 

在 既 约 性 判 据 和 和 定义 菇 础 上 ,进而 给 出 如 下 重要 椎 论 ， 

结论 7. 9 [ 既 约 算 阵 的 属 人 性] 在 一 定 限制 下 ,pxp 列 既 约 和 矩阵 的 列 次 数 和 PpXp 
行 既 约 矩阵 的 行 次 数 在 单 模 变 换 下 保持 为 不 变 。 即 对 列 妖 约 矩 阵 情形 , 设 M(ts} 和 MI(s) 
为 两 个 pxp 列 既 约 和 矩阵 , 且 它 们 的 列 次 数 序 列 满 足 非 降 福 ,有 

kk kk (7. 162) 
那么 , 苦 吝 (s) 为 对 Cs) 的 单 模 变 挨 妈 MG 一 对 (DEC ,ULs) 为 单 模 阵 , 则 必 成 立 ， 


(7.181) 


kk 1 lp (7. 163) 
证 采 册 上 反 证 法 , 友 设 存在 某 个 位 置 指数 /<- 记 ,使 有 
k=k,， IT--1 
1 < 
相应 地 , 表 Ms 一 CsDUCs) 为 


[migs)， "my mls : mls), "Ts m1) | 


7. 161) 


_ . PC ta) Es ky) _ 
一 LS mt (了 ,C3 {7. 65) 
其 中 ,Dts) 为 0 一 1) XxXi 阵 ,Us(5) 为 (i 一 1) Xp 一 站 阵 ,D (3) 为 (pp 一 :二 1)x2 阵 ， 
如 zs 65) 为 Cp 一 十 1) X(tp 一 耻 阵 。 进 而 ;由 式 (7. 185) ,可 以 导出 
Fm) (二 [Cs ms Us) + 


fms), NS) Easy) (7, 156) 
而 内 式 (7. 162) 和 上 反 设 式 (7. 164) ,又 可 得 到 
2 (7. 167》 


这 表明 , 仅 当 凶 项 式 和 矩阵 Vt) 二 0, 式 (7,166) 和 式 {7, 167) 才 能 同时 成 立 。 基 此 ,并 考虑 
到 U5) 为 CU 一 1) Xt 阵 ,Uzs (5) 为 (p- [一 1)X(p 一 四 隆 , 对 px 多 项 式 算 阵 UC) 有 
tmaxtrankUts)) —maxtrankU (5)) + max(rankU,, (Cs))} 
一 人 一 1 十 ( 产 一 四 一 大- 1 C7, 168) 
这 意味 着 , 友 设 下 DG) 不 是 单 模 阵 , 巴 盾 于 已 匈 条 件 。 反 设 不 成 立 , 即 式 (7.163) 成 立 ， 
证 明 完 成 。 


非 既 约 短 阵 的 既 约 化 


线性 时 不 变 系 统 的 不 少 复 频率 域 分 析 和 综合 问题 都 以 既 约 性 为 条 件 ，。 把 非 既 约 多 项 
式 得 阵 化 为 朗 约 多 项 式 矩 阵 是 复 频率 域 方法 中 经 常 遇 到 的 基本 问题 。 既 约 化 的 基本 途径 
是 通过 引 人 单 宰 变 换 以 降低 某 些 过 高 列 次 数 或 过 高 行人 次数 ， 

下 面 , 不 如 证 驳 地 给 出 如 下 一 个 结论 . 

结论 7. 30 [ 非 既 纳 和 矩阵 的 既 约 化 ] 给 定 非 既 约 请 X 妃 非 奇 异 多 项 式 矩 阵 Mt , 则 
必 可 找到 一 对 pxXp 单 模 阵 Us) 和 Vis) ,使 MCDUGD 和 YOYMGs) 为 列 既 约 或 行 既 约 。 

例 7.13 给 定 2X2 非 奇异 多 项 式 矩 是 Cs) 为 

MC) 一 人 2 
中 5 十 3 


窜 易 定 出 , 死 次 系数 阵 为 
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日 由 上 ,为 奇异 知 ; 训 G3) 为 非 到 婚约。 分 别 引 入 如 下 2x2 单 模 阵 ty) 和 WCs) ,使 有 
Fis— 2 (s+ 3 - 人 1 0] 


一 0 ,十 3 十 3 1J 
| 0 tt] 
e+ 3Y sy 
Bh tt 一 人 十 20705 二 3) 
SAT 一 0 | | 0 3 ji 
[EN 0 | 
加 d 4 十 名 


不 难看 出 ,MOUCG) 和 VCsyM(Gs) 为 列 既 约 , 实 现 了 使 非 列 既 约 MGs) 的 列 既 约 化 。 并且 
还 可 看 出 ,在 实现 列 既 约 化 的 机 制 上 ,WCGDD(S) 是 通过 降低 Mt 中 第 一列 的 到 次 数 府 收 
到 的 ,而 VY(3)M(3) 则 是 通过 降 桥 用 Gj} 中 第 一 列 的 列 次 数 来 做 到 的 。 


7.12 史密斯 形 


史 审 斯 人 Smith) 形 是 多 项 式 和 矩阵 的 一 种 重要 规范 形 。 任 一 多 项 式 矩 阵 都 可 通过 霹 等 
行 运算 和 列 运算 而 化 为 史密斯 形 ， 在 史密斯 形 基础 上 导出 的 有 理 分 式 矩阵 史密斯 -麦克 
米 纶 形 是 研究 传递 函数 算 阵 极点 和 零点 的 基础 。 本 节 是 对 史密斯 形 的 简要 介绍 ,内 容 涉 
及 史密斯 形 的 形式 .算法 和 属性 等 。 


史密斯 形 的 形式 


首先 ,给 出 史密斯 形 的 形式 和 特征 。 
定义 7.19 [史密斯 形 ] 给 定 gx 户 多 项 式 矩阵 ， 
Ql rankQ(s}) 一 rr， 0 云 rminto, p) 7.169) 
其 史密斯 形 为 通过 相应 维 数 单 模 矩阵 对 {YC) ,U0s)} 变换 导出 的 形 如 下 式 的 多 项 式 
矩阵， 


U(rsIVes) 一 As) 一 : (7. 170) 
A,ts) ”由 
| 0 "ee 0 :0 


其 中 , {A,(s)， i 二 12wr* ,rr} 为 非 零 首 1 铬 项 式 , 旧 满足 整除 作 ， 
ACs} | An1(s), 1 = 1],2,.*r re] 《7 了 .171) 
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进而 ,给 出 构造 中 密斯 形 的 算法 ， 
算法 7. 2 [史密斯 形 算法 ] 给 定 4Xx 户 案 项 式 惩 阵 归 (rankB@(s) 一 r, 0 所 rr 所 : 
minCa, 疡 ), 要 求 构 造 共 史密斯 形 4 (3)。 
Step 1: 在 全 3 二 0, 则 史密斯 形 上 4 (9) 二 0, 去 到 Step 17; 若 Q065) 闫 0, 进 人 下 一 步 ， 
Step 2: 令 1 二 1， 
Step 3: 对 和 矩阵 末 对 角 化 部 分 ,通过 行 交换 和 列 交 换 初等 运算 ,将 次 数 最 低 元 多 项 式 
换 到 (i, 四 位 置 上 , 记 为 q, (5)， 
Step 4: 特 所 得 算 阵 未 对 角 化 部 分 第 i 行 和 第 ; 列 的 各 元 多 项 式 分 别 用 g,(s} 相 除 ， 
求 出 商 式 p, Cs ,pe (5) 和 余 式 f, {5) ,f(s)， 
gu (5) = qu (sp C3) + fy Cs) 
全 = poate i f(s) 
其 中 ,j==i-F1 ,ps 此 二 ?十 1 
Step 5; 巷 余 式 (9) ,fi (5) 对 所 有 j= 十 1 sp, 庆 二 1 十 1 4g 全 为 零 , 去 到 
Step 8; 兰 余 式 (5), f(s) 对 所 有 j= 二 7 十 1] ,…: : 户 ; 丰 二 ?十 1,…… ,9 不 全 为 堆 , 进 人 下 一 步 ， 
Step 6: 在 不 为 零 余 式 中 找 出 次 数 最 低 余 式 ,例如 f., ts) ,并 作 如 下 运算 
“和 行 a" "和 行 jx po C5)” (7. 173) 
Step 7; 着 余 式 fy《9) ,fo (1) 对 所 有 jj 二 i 十 1 ,ps 记 一 i 十 1，.…,g 全 为 零 , 进 入 下 一 
步 ; 若 余 式 f. (3), fi,(s) 对 所 有 7 一 2 十 lV 让 二 1 十 1,… ,9 不 全 为 零 , 去 到 Step 3， 
Step 8: 作 如 下 行 和 列 运 算 ， 
“ 行 一 * 行 2X PG" 不 一 1 十 ls0 
1 六 i x ps (3)", 于 一 了 十 上 
其 中 ,p45) 和 轧 , (3) 为 当前 第 i 列 和 第 i 行 相应 元 中 的 商 , 昌 得 形 如 下 式 多 项 式 矩 阵 
六 (ys) 1 


7. 172) 


《7. 174) 


了 
1 《7. 175) 


- Wr 3 
Step 9; 令 iT] 一 ;i。 
Step 10: 若 i<r 十 1, 去 到 Step 3 车; 一 r 十 1 ;进入 下 一 步 。 
Step 11: 对 剩余 子 多 项 式 闪 阵 Q,,， (3) 作 行 和 列 初 等 运算 ,使 化 为 同 维 零 框 阵 , 得 到 
结果 为 
A Cyy : 
2 3) :0 
' {£7.176) 
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Step 12: 若 人 4 C1 一 11.2 路 辐 为 首 1 杀 项 式 , 去 到 Step 144 理 则 . 进 人 下 一 步 。 

Step 13: 对 非 首 1 多 项 式 以 首 系 数 除 以 所 在 行 。 

Step 14: 若 147 0) ,i 二 1.2,…,r} 满 是 整除 性 ， 

Ar C3) As) i== 1.2,°" ,rl (7. 177) 

去 到 Step 16; 和 否则 , 进 人 下 一 步 。 

Step 15; 对 式 47,176) 同 时 作 行 和 列 交换 ,使 得 到 (3) ,1 一 1,2,… ,rj) 满 足 整 除 性 。 

Step 16, 令 405 一 4 (Cg), I= 1 ,2 ,rs 

Step 17: 停止 计算 . 

例 7.20 给 定 2x3 多 项 式 短 阵 QC) rank@( =2, 现 通过 列 和 行 初等 变换 使 其 恋 
换 为 史密斯 形 ， 


Qs) -| 4 1 交换 列 1 与 列 2 
0 5 十 3 5 十 2 
4 全 十 9s 十 8 5 十 3] * 行 2 * 行 ] x 0 35 Sy” 
| 0 上 ~ 
| 史 十 9 十 各 3 十 了 
0 一 0.25(5 十 9 十 8)(s 二 3) oa 


“27 一 "1x0 25 十 BY" 
“到 3" 一 "5 二 347 


4 0 D 
| 0.25Cs5 二 + 85+8)tsT 3) (s+ 2) | 


交换 列 2 与 列 3 [, 0 0 
0 一 站 25843 十 了 并 oa 
"到 37 一 * 列 2 x (s 十 107" | 0 0 
0 一 0,25(s 二 1): sep) 
交换 列 2 与 列 3 | 0 0 
DO 一 3.56 十 1) sc 
“ 列 3" 一 * 列 2x (Cs 二 1)714"” 「4 0 0 
| 一 3.5(s 二 1) | 
“ 行 1”7x174,* 行 2" x (一 1:3.5; [1 0 0 
| 5 十 1 0j= A 


史密斯 形 的 特性 


下 面 , 进 一 步 给 出 史密斯 形 的 一 些 基 本 特性 ， 
(1) 不 变 多 项 式 
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结论 7.31 [不 变 名 项 式 ] 对 gp 洛 需 式 知 际 is) ,rankQ06) 一 r,0 记 rr 记 min(g'p) 
其 史密斯 形 六 GG 中 CAC) 为 O45 的 不 变 守 项 太 。 即 , 若 令 
A (Cs) 一 gcdiQts) 所 有 i711 了 于 式 !， 1 一 ] ;2 An -= 1 【7 了 178) 


则 有 
Mr] = A CAs) 
A ts) = A ls) /ACs) 
AS = ACS) A, 1 Cs) £7,179) 
证 考 由 到 gcd{Qts) 所 有 ixi 子 式 ! 与 对 旬 (3) 施 有 拖 的 列 和 行 初 等 运算 无 关 , 有 
gcd{Q(s) 所 有 xXi 子 式 } = gcd{Ah (9 所 有 iX 1 子 式 ) 《7. 180) 
基 此 ,可 以 导出 
A = A CSYnAd, (3), A = A CaeA (sr) {7. 181} 
肯 注 意 汉 .(5) 均 为 非 零 ,i 一 1,2,…,r, 由 式 (7?. 181) 妈 可 证 得 
ACs) iA) = A Cs), i 1 《7. 182) 


注 Q(5) 的 不 变 多 项 式 的 含义 是 指 与 施加 于 其 上 的 列 和 47 初 等 运算 无 关 的 多 项 式 。 

(2) 史密斯 形 的 惟一 性 

结论 7. 32 [史密斯 形 惟一 性 ] 对 qxp 多项式 拓 阵 Q 60 ,rankQ (0) 二 ,0p 
mintp,9): 其 史密斯 形 A (35) 为 惟一 ， 

证 考虑 到 Qs) 给 定 后 ,其 各 阶 字 式 最 大 公 因 式 gedi0G) 所 有 iXi 子 式 ) 即 A,Cs), 
i 二 1,2,"… ,7 就 惟一 确定 .再 由 式 (7. 179) 可 知 ,Q(s) 的 不 变 多 项 式 4,4») 随 之 惟一 确定 ， 
一 2yrs 从 而 ,史密斯 形 4 C5) 为 惟一 。 证明 完 成 。 

(35 史密斯 形 的 单 模 变换 的 不 惟 -- 性 

结论 7. 33 [ 单 模 变 换 不 惟一 性 ] 对 gXp 多 项 式 答 阵 Q(x) :tanket5) 一 r. 使 变换 为 
史密斯 形 4 《9 的 单 模 变 换 矩 阵 对 {D(D ,yt 不 惟一 ， 

证 史密斯 形 4 0? 一 DCDQCGD)Y(C) 表 明 ,4 (可 通过 对 @ts) 作 有 限 次 行 和 列 初等 
运算 得 到 ,而 把 各 个 行 和 列 初等 运算 相应 的 初等 矩阵 分 别 按 逆 顺 译 相 乘 得 到 的 单 模 阵 就 
为 UC(s} 和 Vts)。 但 是, 由 于 使 导出 A ts) 而 对 (0) 施 吉 的 行 和 知 初 等 运算 在 形式 和 顺序 
上 不 惟一 ,所 以 对 应 的 变换 符 阵 对 10(9 ,VC3)} 不 惟一 ， 证 明 宛 成 ， 

(4) 史密斯 意义 的 等 价 性 

结论 7. 34 [史密斯 意义 等 价 ] 称 两 个 gxp 多 项 式 矩 阵 双 (5 和 台 (9) 为 史密斯 意 
义 等 价 , 当 上 且 仅 当 作 (2 和 全 (9 具有 相间 史密斯 形 4 {#7 , 记 为 


Qs) Os) (7, 183) 
日 史密斯 意义 等 价 性 具有 如 下 特性 ， 


反 身 性 ; (5) ~ Osis) = ds) C0) 


MS i ee ee we 
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自 反 性 : Qi (5) 二 如 Cs) 


传递 性 ; QC 一 QinD OO) 守 Q() = CD) 
《5) 史密斯 意义 等 价 的 条 侍 
结论 7. 35 [史密斯 意义 等 价 条 件 ] 两 个 4Xx 户 多 项 式 审 阵 台 (和 侣 (5s) 为 史密斯 


意义 等 价 即 @ Ci) 一 Q:0 , 当 旦 仅 当 存在 wxe 和 pxp 单 模 阵 Pis) 和 TGs) ,合成 六 ， 


Q: 0) = P(NOO, (I TS) 【7. 184) 
证 按 史 密斯 意义 等 价 定义 ,Q,(5) 之 OQ,4s) 等 价 于 成 立 关系 式 ， 
A = Uo, 一 UO s,s} TY。 185) 


其 中 ,D,(s) 和 WW.(s) 为 单 模 隆 ,i 一 1,2。 将 式 [7. 185) 左 科 U2 (53) 种 右 续 Viits) ,日 知 它 
们 也 为 单 模 阵 ,可 以 导出 
Qi UO OO CsJV CS (7. 186} 
再 表 
Pts) = Us CsyU, TS) ， FOCs) = WC)VYi' ts) 【7.187) 
且 知 它们 也 为 单 模 阵 。 于 是 ,由 式 (7. 186) 即 可 导出 式 (7. 184) 证 明 完 成 。 
(6) 史密斯 意义 等 价 和 相似 等 价 
结论 7. 36 [史密斯 意义 等 价 和 相似 等 价 ] 给 定 同 维 两 个 方 常 阵 各 和 号 , 则 有 
( 江 一 4) 全 ( 江 一 中) 会 和 和 有 相似 17. 188) 
证 先 证 “=”。 已 知 轧 和 日 相似 , 欲 证 (sT 一 A) 人 CI 一 8)， 
对 此 ,由 态 和 B 相似 , 必 存 在 同 维 非 奇 异常 阵 下 ,使 有 B=F4F '!， 其 此 ,可 以 导出 
(了 一 且 ) 一 【可 一 了 PT1) = Fl AJF-! (7. 189) 
显然 , 常 阵 下 和 所 为 单 模 阵 。 于 是 ,由 式 (7. 189) 和 结论 7. 35 ,证 得 (可 一 4) 过 (一 8) 。 
再 迹 “ 一 "。 已 知 ( 红 一 4 全 (了 一 可) , 欲 证 各 和 县 相似 ， 
对 此 ,由 (一 A 和) 之 (sT 一 B), 并 利用 (7. 184) ,可 以 导出 
POY)CsT— A) = (Cs - BIWGs) (7. 190) 
其 中 .Pts} 和 Wls) 全 T-'(y) 均 为 单 模 阵 ， 将 PCs) 为 (于 一 B) 左 除 ,Ws) 为 (s] 一 4) 右 除 ， 
可 以 得 到 
Ps} = (sT — BIO (ts) 十 了 
iW = OC (CT Co A)+Y 
其 中 ,由 (sf 一 息 ) 和 (二 一 8) 的 次 数 为 1, 因而 和 V 为 常 阵 。 把 式 (7. 191) 代 入 式 
(7. 190) ,并 将 结果 加 以 整理 ,有 
SBD) — OVI A 一 GT HV-UCG 4) (7. 192) 
上 式 中 ,等 式 左边 矩 阵 的 次 数 宕 2, 右边 矩阵 的 次 数 壹 1， 基 此 ,和 欲 使 式 (7. 192) 成 立 只 可 能 


{7.191) 


7.12 史密斯 形 加 1 


有 已 人) 一 人 0。 于 是 ,由 此 可 得 


ET 一 和) 一 (一 是 ) (7, 193) 
每 由 上 汪 等 式 两 边 、 和 s" 项 的 系数 矩阵 分 别 相等 ,还 可 时 出 
区 UA = By = BU (7. 194) 
进而 ,要 来 证 明 己 为 非 奇 异 。 为 此 ,将 P '(5) 为 (If 一 起) 左 除 ,得 到 
P (sy so CAO ts) + 7,195) 


基 此 ,并 利用 式 (7.190} 和 式 (7., 191), 有 
T=P()P 0) = PO — AQ (Ss) + PCOU 
= — BW OQ) OIU] + UU 《7. 196) 
或 
I—UUD = (GT ~ BWCGYO, (8) + O08)0] 《7. 197) 
土 式 中 ,等 式 左边 皇 阵 的 次 数 =0, 等 式 右边 矩阵 的 次 数 芝 1。 因 此 , 欲 使 臣 (7. 197) 成 立 只 
可 能 等 式 两 边 均 为 零 卸 阵 。 基 此 ,得 到 T 龙 = 天 即 立 为 非 奇 异 ， 从 而 ,由 式 (7. 194) 证 得 
BUAU :, 妓 和 起 和 如 为 相似 。 证 明 完 成 ， 
《7) 基于 史密斯 形 的 互 质 性 判 据 
缩 论 7. 37 [ 互 质 性 判 据 ] 两 个 列 数 相同 的 gx 户 和 户 x 多 项 式 乍 阵 Ng) 和 用 () 
为 右 互 质 的 充分 必要 条 件 荐 
LNC) | 的 史密斯 形 为 [1 ] (7. 198) 
对 侦 地 ,两 个 行 数 相同 的 gxp 和 gXxg 多 项 式 答 阵 N,(s) 和 Dits) 为 左 互 质 的 充分 必要 条 
件 是 
LDLG Ni(s)] 的 史密斯 形 为 [1， 0] (7. 199) 
证 限于 证 明 右 互 质 性 结论 。 对 此 ,由 最 大 右 公 因子 即 gerd 构造 定理 ,有 
~ Re ]- [es (7. 200) 
Nes) - 办 0 
其 中 ,RCs) 为 gcrd, EC 为 (pg) x 《 记 十 四 单 模 阵 ， 
先 证 必要 性 。 已 知 N(s) 和 D(s) 肝 互 质 ,由 定义 知 及 (3) 为 单 模 阵 , 旦 玉 0s7 阳 为 单 
模 阵 。 基 此 ,将 式 (7. 200) 右 蔷 R-1(s) ,并 表 VCs) 二 且 C3) 为 单 模 阵 ,可 以 导出 


| 


Ds) Dt{s) ri 
vel Jo = )| | y= | "| 
5 ye y (5) Ns) VCs) | 《7. 201) 
从 而 ,证 得 吏 密 斯 形 为 
I 
ACs} 一 | 《7. 202) 


1, 
再 证 充分 性 已 知 4 (二 | “|. 表明 存在 (pg) x (p 十 办 单 模 阵 UGC) 和 px 单 挤 


a rr 一 ~- - -一 
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阵 W(ts) ,使 成 证 
了 rT 7 | 
ro yey =T (7.203) 
LNCD J _0-. 
考虑 到 8 (8) 也 为 单 模 阵 ,将 式 (7. 203) 右 乘 Y 165), 并 表 RG 一 WV Ta 以 得 到 
DCs)] M 0 1 
| =- 一 1) 
Uo Ne 0 oj 


这 表明 gerd Rts) 二 ¥-! (5) 为 单 异 阵 . 依 定义 知 NG(s} 和 Dts) 为 右 互 质 。 证明 完成 。 


7.13 波 波 夫 形 


波 波 夫 形 (Popov form) 又 称 多 项 式 阶 梯形 (polynomial-echelon iorm》。 波 波 夫 形 是 
多 项 式 矩 阵 的 一 种 规范 形 ,由 波 波 夫 (V，M，Popov) 在 20 世纪 60 年 代 末 引信， 本 千足 
对 波 波 夫 形 的 简要 讨论 ,内 容 涉 及 波 波 夫 形 的 形式 .基本 特性 和 算法 等 。 


波 波 夫 形 的 形式 


这 一 部 分 中 , 先 来 给 出 多 项 式 矩 阵 的 波 波 夫 形 和 准 波 波 夫 形 的 定义 
定义 7. 2 [ 波 波 夫 形 ] 称 pxXp 方 多 项 式 算 阵 
dnls) 9) 


Dr(s) 一 (7. 207 1 


dn ts} a pons) 
为 波 波 去 形 ,如 果 具 有 如 下 特性 : 
(1) 了 De 为 列 蔗 约 , 且 列 次 数 非 降 即 有 ku 所 扫 … 扫 大 ， 
(2) 于 列 jj 一 1,2,.…,p, 存 在 主 指数 m, E[i,2,…，, 划 ,使 主 元 ds(*) 满 是 如 下 
条 件 : 
OD deglL dj Cs) 一 大 
色 dn,(s) 为 首 1 多 项 式 ， 
名 列 7 中 位 于 ds 以 下 所 有 元 多 项 式 的 次 数 罗 小 于 列 次 数 , 即 
deg[d, G3) 一 .， Yi mm C7, 205) 
井 对 列 ; 和 列 ), 如 果 i<<j 而 二 ,= 二 , 则 有 Mm, ms 
GB) dm, (3) 在 所 在 行 中 为 次 数 最 高 , 即 
degldn st Yqj (7. 207) 
例 7.21 给 定 3x3 多 项 式 知 阵 Dts) 为 
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5s1 sr2 4s+6 
DC 一 13y+T4 2+1 二 十 2 
[十 了 3 5 

现 来 判断 DCs) 是 否 为 波 波 天 形 Di(,)， 

人 判别 Dos 的 列 醋 约 性 和 列 次 数 非 降 性 

由 中 41 一 1 上 二 2, 上 6 二 3 和 deg detD() 一 6 知 , 了 (5) 为 列 既 约 , 并 满足 列 次 数 非 降 性 
k=1< ks 一 2 

Qi 判 加 各 个 列 的 主 元 是 否 满 足 定 久 条 件 

按 定义 中 主 元 主要 特征 ,在 BD(s) 中 用 虚线 撕 出 每 个 列 想 选 主 元 , 即 

dm is) = 人 CS)》， da 8) = dls ls), dn ks) — dasls) 
基 此 , 定 出 主 指数 为 
Mm 一 了 3， ms 一 ]， Wa 一 他 

进而 ,逐个 检验 定义 中 的 条 件 : 

由 满足 和 deg[ qd ,(s}] 一 上 , ”条件 

degldn ts = 1=ka, deglds(3)) =2=ko, deglds())— 3 k, 

四 候选 主 元 dy (9) ,ds (5) ,dats) 均 为 首 1 多项式, 满足 “ 4 (5 为 首 1* 条 件 。 

@ 位 于 候选 主 元 ds C5) ,da CD sd 以 下 所 有 元 多 项 式 ,满足 其 次 数 均 小 于 对 应 列 
次 数 的 条 件 。 

直 一 1 天 2 一 2 天 ss 一 37 不 出 现 汉 ,一 吉 ,cj 情形 。 

外 候选 主 元 da (5) ,dys (3) ,els (9) 在 所 处 行 中 次 数 最 高 ， 满足 "qd, j;(s) 在 所 在 行 中 次 
数 最 高 ”条 件 。 

综 上 分 析 , 并 据 定 义 ,可 知 给 定 多 项 式 短 阵 D() 为 波 波 夫 形 De 人 5)， 

定义 7. 21[ 准 波 波 夫 形 ] 称 形 为 式 (7. 205) 的 pxp 多 项 式 逢 阵 Dor (5) 为 准 流 波 夫 
形 ,如果 具有 特性 ， 

(i) 同 于 滤波 夫 形 定义 中 对 应 条 件 ， 

(i 中 一 田 同 于 波 波 夫 形 定义 中 对 应 条 件 。 

心 主 元 位 置 指数 即 主 指数 1 {pty 72 + “+mp 为 两 两 相 异 。 

注 由 比较 波 波 夫 形 和 准 波 波 夫 形 可 以 看 出 ,差别 仅 在 于 条 侍 (2) 中 国 不 同 ， 外 用 较 
易 满 足 的 * 主 指数 |mel ,ms ， mo} 网 两 相 异 "代替 较 难 满足 的 “ qd。 (5) 在 所 在 行 中 次 数 最 
上 遍 ”"。 随 后 将 可 看 到 ， , 准 波 波 夫 形 是 由 给 定 多 项 式 矩 阵 导出 波 波 夫 形 的 一 个 过 湾 形 式 。 

例 7.22 给 定 3X3 凶 项 式 矩 阵 DC 为 

S51 st 2 3 45 二 5 
DS) 一 |3s+4 2s+1 二 这 十 2 


:3 十 了 | 45 十 3 35 十 55 十 2 


ET ec 
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通过 与 例 7. 21 中 类 同 判 别 讨 程 可 知 ,满足 定义 中 "条件 C1)*" 和 “条 件 (2) 中 由 一 全”, 
进而 ,可 以 看 出 , 主 指数 ma; 一 3,rm 二 1,783 二 2 为 两 两 相 异 ,但 主 元 多 项 式 在 所 在 行 中 次 数 
不 全 为 最 高 。 这 表明 .满足 准 波 波 夫 形 定 闵 中 "条 件 (2) 铝 ” ,但 不 满足 波 波 夫 形 定义 中 "条 
件 (2)”。 因 此 ,商定 多项式 矩阵 Dis) 为 准 波 波 去 形 ,但 不 是 滤波 天 形 。 


波 波 夫 形 的 基本 特性 


下 面 , 络 出 流 波 去 形 的 一 些 基 本 特性 。 
(1) 波 波 去 形 的 扎 阵 系数 雪 项 式 
结论 7. 38 [和 矩阵 系数 多 项 式 ] 对 pxp 波 波 夫 形 多 项 式 矩阵 Di(s), 表 


列 次 数 一 让,， 二 1 ,2,.…, 轧 ‘7. 208 ) 
二 maX1{ 呈 1 克 。 (7. 209) 

则 可 把 Be (3) 表 为 矩阵 系数 多 项 式 ， 
有 一 有 二 有 二 {7.210} 


其 中 , 抢 阵 系数 D, ,i 一 0,1,.… ,LL 均 为 pp 常 阵 。 
(2) 波 波 夫 形 的 扩展 系数 矩阵 
结论 7. 39 [扩展 系数 矩阵 ] 对 pxp 波 波 夫 形 多 项 式 算 阵 Di(s) 及 其 矩阵 系数 多 项 
式 人 7.210) ,定义 De(s) 的 px pL 扩展 系数 垂 阵 为 
Se 一 [De Di … D’] (7.211) 
其 中 ,六 为 所 示 抢 阵 的 转 置 。 则 人 % 呈现 为 阶梯 形 常 阵 ,而 这 正 是 又 称 波 波 大 有 形 为 多 项 式 
阶梯 形 章 原因 。 
例 7.23 给 定 3X3 滤波 夫 形 多 项 式 矩 阵 Pets) ,并 表 其 为 绝 阵 系数 多 项 式 ,有 
5s 二 1] 总 十 3s 二 2 45 十 6 
Dets) = es 2s 二 1] 站 二 + 
5 二 7 3 了 


0 0 0 0 1 0 5 3 "| 门 2 6¢ 
= 0 由 0 0 1] lt 2 045 十 | 1 :| 
0 0 0 0 D0 0 ] 0 oj 六 3 5 


进而 ,组 成 扩展 系数 矩阵 2 为 


1475300000000 
BE= |2 1 3 :3 2 0:0 0 0i0 0 0 
6 .25 40 0 0 10i0 D.0 
显然 ,3 中 * 圈 人 内 元 1” 对 应 于 Das} 中 相应 列 “ 主 元 多 项 式 首 系 数 *, 并 因此 称 其 为 ZF 


的 主 元 。 可 以 看 出 ,人 形状 上 旺 现 为 以 主 元 中 为 支点 的 阶梯 形 。 并 且 ,e 包含 了 波 波 夫 
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形 Dr (的 一 切 转 征 ， 
(3) 滤波 夫 彤 的 扩展 系数 矩阵 特征 
结论 7. 40 [扩展 系数 矩阵 特征 ] 对 pXp 波 波 夫 形 De:) 的 扩展 系数 矩阵 SF , 令 
2. 二 2 的 第 i 行 中 主 元 所 处 列 位 置 指数 , i 一 1;2，…, (7, 212) 
则 列 位 置 指数 (a ,i 二 1,2,…, 户 ) 为 强 意义 下 不 相等 , 即 有 
oA modp, Ij (7, 213} 
例 7.24 对 例 7,23 的 3X3 波 波 夫 形 past ,由 所 导出 扩展 系数 矩阵 2 可 以 看 出 ， 
主 元 多 在 经 各行 中 所 处 列 位 置 指数 为 
aa 一 6，o 一 ?了 ，al 一 1 
不 难看 出 ,它们 满足 强 意义 下 不 相等 性 , 即 有 
7 二 8 了 二 证 
二 了 中 十 户 二 6 十 3 二 9 
?二 丰 了 十 2 二 6 十 6 一 12 
11 =& om 一 6 
ll 一 % 关 十 p= 二 6 十 3 二 9 
laa 二 2p=6T+6=12? 
11 一 mu 天 四 一 了 
(4) 波 波 去 形 的 扩展 系数 惩 阵 中 的 对 应 关系 
结论 7. 41 [扩展 系数 矩阵 中 对 应 关系 ] 对 pXp 波 波 夫 形 De(;) 的 扩展 系数 矩阵 
9,9e 的 组 成 形式 和 De (5) 的 基本 特征 之 间 具 有 如 下 一 些 对 应 关系 ， 
(1) 对 De (5) 的 主 元 gs ,有 
De《s) 中 ls) 行 位 置 数 m; = 2e 中 对 应 主 元 他 在 据 阵 中 列 位 置 数 〈7. 214) 
Pels) 中 dm,(s) 列 位 置 数 j 二 Be 中 对 应 主 元 在 块 阵 中 行 位 置 数 。 (7. 215) 
(ii) 对 Dets) 中 的 主 元 d。, (5) ,有 
De(s) 中 主 元 为 首 1 多 项 式 ”全 名 中 主 元 中 图 中 数字 为 1 (7. 216) 
Gii) 对 De ls) 中 的 主 元 wd (s) ,有 
Di:(s) 中 主 元 为 行 中 次 数 最 高 ”人名 中 中 主 元 中 为 列 中 惟一 非 零 元 (7. 217) 
(iv) 对 De Cs) 中 主 元 ds,(s) 和 和 饥 中 主 元 四 列 w ,有 
主 元 dm (3) 在 行 中 次 数 最 高 ”全 绩 中 列 (a 十 序 ) 为 零 列 ,8 二 1,2,.… 《7 2]18) 
注 结论 中 这 些 对 应 关系 ,可 由 例 7. 23 的 波 波 夫 形 多 项 趟 矩阵 Pets) 及 其 扩展 系数 
矩阵 守 得 到 直观 验证 ， 
(5) 波 波 夫 形 的 强 惟一 性 
结论 7. 42 [省 波 夫 形 强 惟一 性 ] 给 定 pxp 多 项 式 矩阵 也 (sy 和 任意 一 个 pxp 单 
模 阵 Yts), 则 pis) 和 Di5Y (05 具有 相同 波 波 去 形 De 人 (s)。 
证 ”从 随后 将 会 给 出 的 波 波 夫 形 算法 可 以 看 出 ,多 项 式 和 矩阵 Dts} 的 波 波 夫 形 Di 3) 


a 
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可 地 右 乘 适当 辣 维 单 模 阵 BC) 导出 . 即 Di 一 BJCc。 基 此 ,进而 可 有 
有 一 [DC TUG) = DJwCDJ[TY CIUCs)] 
一 DOES = De(s) (7. 219) 

其 中 ,到 DC 一 YOU 为 单 模 洗 。 证 明 完 成 ， 

46) 淮 波 波 夫 形 的 扩展 系数 怎 阵 

结论 7.43 [扩展 系数 矩阵 ] 对 pX 户 准 波 波 大 形 多 项 式 筷 阵 Das(s) ,类 似 地 可 组 成 
其 扩展 系数 矩阵 qe . 且 Sar 满 足 结 论 7. 40 和 结论 7. 41 中 属性 (与 Ci ,但 不 满足 结论 
7.40 中 属性 (iii) 与 (iv) 。 


波 波 夫 形 的 算法 


原理 上 , 任 一 方 多 项 式 矩 阵 Dis) 的 波 波 夫 形 Dets) 均 可 通过 右 浅 送 当 同 维 单 模 阵 
ts 来 导出 。 下 面 , 在 给 出 相应 算法 之 前 , 先 就 算法 中 涉及 的 理论 问题 建立 其 个 病 备 性 
结论 。 

(1) 求解 方程 DOOUCs) 一 Es} 的 矩阵 对 (UG) ,E(y)} 问 题 

结论 7. 44 [求解 UG) 和 Ets)] 对 pxXp 几 项 式 知 阵 D5) ,组 成 DOOULs) = E(ts), 
其 中 五 (5) 为 准 菠 波 夫 形 Do (5) 或 波 波 夫 形 per(s 。 再 表 


Ds 列 次 数 二 1 一 1,2,,p (7. 220) 
L = max{k., ,ks re Re, ) (7. 221) 
5) = [DG sD oo HDes) I, —s, 2 —sI,] (7.222) 
则 有 
(0 求解 {DD(3),E(s)}) 问 题 寻 结 为 求解 方程 ; 
二 和 放 7. 223) 


其 中 ,各 (s) 二 [Dts) sDPes)y i 1, 一 5 了 ], 待 求 量 .为 2 十 1 十 区 力矩 阵 ， 
《ii 将 得 到 的 解 立 按 下 式 作 分 块 化 表示 ， 


Ui, 
Us 
| |， UE € Wr (7, 224) 
FE, 
FE, 
就 得 到 方程 DO)UCs) 一 ECs) 解 阵 对 和 UC) ,ECs) } 为 
Urs) 一 ET 十 十 有 十 下 (7, 225) 


五 (5) 一 Fis’ 十 … 一 十 的 ， 《7 。 226) 


mn A 
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证 (i 由 方程 DOOUG5) 一 EG) ,可 以 导出 
00)] 
By 一 一 省 《7.227) 
DB) | 
进而 , 表 UG) 和 EG) 为 形 如 式 (7. 225) 和 (7. 226) 的 矩阵 系数 多 项 式 , 并 将 其 代入 式 
《£7.227) ,如 可 得 到 


EL Li _TU, 
0 =LD(s) -6 + LsDis) | um + sD(s) | | 


站 1 一 EL 
| 


DD, 
一 [DO sDCs) e+ srDes) 1, —sl, ' — sl,| 5 
|E, 
= WB) (7. 228) 


这 表明 ,求解 {Uts5) ,ECs)} 妇 结 为 求解 方程 (7. 223)。 命 题 得 证 。 

(i) 由 式 (7.228) 可 以 看 出 ,一 旦 求 得 解 .3x 闭 果 , 按 式 (7,224) 分 块 化 表示 ,并 利用 式 
C7, 225) 和 (7. 226), 即 可 定 出 1UCs) ,E(ts)}。 证 明 完 成 。 

(2) 对 方程 (5s) .x 二 0 求 解 第 阵 .问题 

结论 7.4s [求解 矩阵 ”给 定 方程 (5) .y==00, 其 中 


Bs) = [DG) DC) 一 一 (7. 229) 
进而 ,定义 
相关 列 符 名 Cs) 中 可 表 为 先前 各 列 的 常 系数 线性 组 合 的 列 《7. 230) 
首相 关 询 会 号 Cs) 中 列 位 置 指数 强 意 义 下 不 相等 的 相关 列 7. 231) 
则 有 
C1) 学 (5 的 声 个 首相 关 列 必 出 现在 其 后 半 部 分 [一 下 和 … 一 s+ 了 ,jj 中 ， 


《iil 由 党 (3 的 六 个 首相 关 列 的 常 系数 线性 组 合 可 导出 解 矩阵 必 

证 〈D 从 式 (7.229) 给 出 的 骂 (s) 形 式 可 以 直接 看 出 , 按 上 述 定 六 的 相关 列 和 首相 关 
列 必 不 可 能 出 现在 轨 (s} 的 前 尘 部 分 中 。 命 题 得 证 。 

(ii) 表 免 (5) 为 


Bs Oo hy) ee Bopts) Besvypat{s) er borisn Cs) ] (7¥, 232) 
并 依次 从 后 半 部 分 [bs 《3 bsiirnsts}j] 中 抽出 办 个 首相 关 列 ; 且 设 其 为 
be (3), Ba ts) ,rs be C5) 《了 。 233) 


表 ! bs {s) :bs (Cs) be (5 为 1 四 {3) sb ($s) + Perriyptl Cis 的 常 系 
数 线性 组 合 ,有 
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bs C5) =— wb {5s) 十 cai 有 fr) 二 二 Oarrup.t Bec. np 3 


bs “s) 一 1pb) C3) 十 出 ss) 十 Pe 


再 引 人 符号 : 
aaa 一 一 1 ona 一 一 1 ， 8 一 一 1 
Wi 一 as ， 对 其 他 i,7 
基 此 ,可 将 式 (7. 234) 进 而 表 为 
Gil cs) 十 esi 有 ks) 十 全 十 Gariip i Bettrin ts) 二 人心 
pb 十 aa 起 《57 十 十 Da 一 
而 上 式 还 可 表 为 
-a 
[bs) oe Bovatsy) | bicep ts) 2 Banpl ys) : 
Le 


一 25 一 0 
其 而 , 基 此 即 可 定 出 


lL 中 时 时 lp 
Y= : : 
三 


Dip ao 


(C7. 234) 
(7. 235) 
dp 1 
: | 
ui ,| 
‘7. 236) 
(7, 237) 


在 上 述 预 备 性 结论 基础 上 ， 现在 给 出 化 方 多 项 式 矩 阵 为 波 波 夫 形 的 算法 。 
算法 7.3[ 波 波 夫 形 算法 ] 纵 定 pxp 多 项 式 和 矩阵 了 DCs) ,求解 DOJUGs) = Ds) 的 


解 阵 波 波 夫 形 De(s) 和 单 模 变换 降 UCs), 


Step ] ， 判断 五 (s) 的 列 既 约 性 和 列 次 数 非 降 性 。 若 D5) 为 列 毁 约 且 列 次 数 非 降 ， 表 
Dts)y==D(3) ,去 到 Step 3; 车 D(s) 为 非 列 既 约 或 /和 不 满足 列 次 数 非 降 ,进入 下 一 步 。 
Step 2: 化 DD(s) 列 既 约 和 列 次 数 非 降 . 引信 六 疡 单 模 阵 Vts) ,使 Dts) = 一 DisV(s) 


同时 满 是 列 既 约 和 列 次 数 非 降 ， 


Step 3: 计算 也 427 列 次 数 一 上 ， 一] 2 户 ; 家 LL 二 tnax{k. + kez sn :上 


(5) =[DGsyY 1 yp) 一 五 一 5 


Pet 
在 [一 五 ~… 一 s+T,- 中 , 找 出 记 个 普 相 关 列 , 设 为 
ba ts), ba (Cs), * bs Cs) 
Step 4， 导 出 和 个 首相 关 列 的 常 系数 线性 组 合 方 各 
Tub (ts) 十 an be) - appibatnse tis) = 0 


[RE 


站 ,组 成 
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Step 5; 基于 上 述 方程 的 系数 ,组 成 


r 他 中 时 
4 |: : 
itrlipp 
人 LT alpsp 


并 对 其 按 户头 疡 块 阵 引 人 分 块 化 表示 : 


， UE, 区 Hr 


KEL4 ] pv 户 


Step 6; 组 成 
Lv) 一 Uis* 十 .… 十 Usot, 
Es = Ersr + + Es+E, 
Step ?7: 着 Ets) 为 波 波 夫 形 , 取 Ets) 二 Dr(ys) 和 (5) 一 Us 去 到 Step 9; 若 五 (7) 为 
准 波 波 夫 形 , 进 入 下 一 步 。 
Step 8: 基于 波 波 夫 形 特征 ,对 .” 作 行 初等 变换 使 之 化 为 阶梯 形 ,以 导出 Dp. (Cs) 和 
Uts}, 
Step 9: 对 DCG) 为 询 艇 约 且 列 次 数 非 降 情形 , 表 DC 一 EC) 对 万 (5) 为 非 列 既 约 或 / 
和 不 满足 列 次 数 非 降 情 形 , 表 U3) 一 V0) Ds)， 
Step 10: 停止 计算 ， 
例 7.25 给 定 2X2 多 项 式 算 阵 Di,}) 为 
— 3s “| 
一 + 十 1 1 
6D 判断 Ds} 的 列 既 约 性 和 出 次 数 非 降 性 。 对 此 ,有 
Ra 一 1， ke=l1, Lomaxik ,ks 1 
deg detD(s) = 2， Ds) 为 列 既 约 且 列 次 数 非 降 
(ii) 定 出 2 个 首相 关 列 。 为 此 ,组 成 
B(s) =[LDCs) sD(s)y ~—1 ~ ss] 
-| 二 3 7 十 2 一 1 0 一“ | 
一 上 十】 1 :一 到 十 5 : 0 一 1 0 —s 
bi Cs) bts (5) bts) Bots) beCsd bs(s)b,(s) 
并 在 [本 (Cs) ,Bb 《3) ,byts) ,ba《s)] 中 找 出 2 个 首相 关 列 


一 当 YY 十 了 一 ] 0 
b ) | |=-[ |- | |-! |=-， “ ” | 
【7 0 1 2 0 _] 2 Cs) bis) — bets) 


Dis) = | 


TT he pe 
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bls) | ° |= | 上 | ° -3 = bi Cs) + beds) — 3b; Cs) 
” is 一 + 十 1] L-- 1 0 


可 以 看 出 ,它们 的 列 位 置 指数 为 强 意义 下 不 相等 ,符合 首相 关 列 定义 。 
(iiD 定 出 .xY。 六 此 ,导出 2 个 首相 关 列 的 常 系数 线性 组 会 方程 : 
bts) 2b t+ bs) + hs) = 人 0 
一 二 bes 二 3b bts 0 


即 有 
0 一 1 
1 0| 
0 0 
0 0 
BIA = [hls), bals) bs Cs) ,bs) .bs (Cs) ,bts),b:(s), bts)] ,=0 
1 一 1 
1 了 
0 1 
从 而 ,得 到 
一 ] 
1 0 
0 0 U, 
0 0 DU, 
2 0 |E 
1 —1 Fa 
1 3 
0 1 


{iy 定 出 Ets)。 所 上述 了 的 结果 ,可 以 定 出 
1 3 2 0 s+2 3 
EC = Es+te— | 小 + =| 1 $s | 
可 以 看 出 ,不 满足 “ 主 元 为 行 中 次 数 最 高 "条 件 , 所 以 E(s) 为 准 滤波 天 形 ， 
(v) 定 出 滤波 夫 形 。 为 此 ,基于 波 波 夫 形 特 征 , 对 "和 作 行 初等 变换 使 之 化 成 为 阶 
梯形 : 
v=| 0 1:0 0.2 1.1 | 
1 0:00:0 —]1 3 1 
| 0 1.0 0 2 1.1 9] [oD ,EI YY 
—1 -300 -6 _4.0 | ~ 
由 此 ,有 妈 可 得 到 
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,1 0 和 
Ded EstE = tl a 


0 ro 下 T° -1 
ts) Oo so Ly :| = | 


7.14 德 阵 束 和 克 罗 内 克 尔 形 


第 阵 束 是 一 类 特殊 的 各 项 式 和 矩阵 ， 克 赐 内 上 克 尔 (KKronecker) 形 是 相对 于 吓 阵 束 的 一 
类 多 项 式 矩阵 规范 形 。 克 罗 内 克 尔 形 能 够 直观 友 觅 和 分 析 系 阵 束 的 正则 性 和 奇异 性 。 本 
节 是 对 矩阵 东 及 其 克 罗 内 克 尔 形 的 一 个 简要 介绍 。 


写 阵 柬 


本 部 分 中 , 先 就 矩阵 束 的 一 些 有 关 概 念 进行 说 明 。 
(1) 窍 阵 上 束 的 定义 
令 巨 和 不 为 mn 实 常 阵 ,sE ,出 有 
短 阵 束 生 (五 一 44) 【7.238) 
可 以 看 出 ,矩阵 东 是 列 次 数 和 行 次 数 均 不 大 于 1 的 一 类 多 项 式 矩阵 。 
《2) 第 阵 束 的 实质 
型 扩 P 起 阵 东 ( 霹 一 入) 实质 上 是 对 nXn 特征 矩阵 (了 一 4) 的 推广 若 癌 一， 和 EE=I， 
则 甜 阵 束 (CE 一 A4) 虹 化 为 特征 征 阵 {sl 一 A)。 比 之 特征 矩阵 (sf -- 4) , 知 阵 东 (sE 一 4) 的 特 
征 结构 要 丰富 得 多 ， 
(3) 矩阵 束 的 背景 
在 控制 理论 中 ,和 矩阵 束 ( 亚 一 4) 的 提出 是 基于 研究 广义 线性 系统 的 需要 。 广 立 线性 
时 不 变 系 统 状 态 方 程 具 有 形式 ， 
Er = Ax+Bu (7, 239) 
在 经 济 . 社 会 .生态 工程 等 领域 ,都 存在 ~ 一些 系统 需要 采用 广义 线性 系统 模型 描述 。 三 六 
线性 系统 的 特征 结构 由 矩阵 束 ( 瑟 一 4) 所 表征 ， 
(4) 严格 等 价 性 
称 两 个 mxn 和 矩阵 束 (一 4) 和 (CsE 一 筷 ) 为 严格 等 价 ，, 如 果 存 在 mx 和 nn 非 奇 
异常 阵 上 和 VV, 司 成立 ， 
tsE — 4) = DE — AYY {7 240) 
严格 等 价 系 统 的 特点 是 两 者 具有 相同 特征 结构 . 
(5) 矩阵 束 的 正则 性 和 奇异 性 
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m—n 和 det(sF — A} 关 0 (C7, 241) 
称 mn 夭 阵 束 (下 一 息 ) 为 奇异 , 当 且 仅 当 它 不 是 上 正则 的 。 


死 罗 内 克 尔 形 


对 任 一 mx 短 阵 束 (3sE 一 息 } ,都 叮 通 过 合适 的 mxXmm 和 mxza 非 奇异 变 搞 阵 1 和， 
使 之 化 为 克 罗 内 交 尔 形 。 下 面 , 纵 出 克 罗 内 克 尔 形 的 形式 和 六 性 ， 

(1) 到 轴 肉 克 尔 形 的 形式 

铺 论 7. 46 [ 克 罗 内 克 尔 形 ] 关 Xmr 征 阵 东 ( 王 一 4) 在 非 奇异 阵 玉 和 Y 变换 下 导出 的 
克 罗 内 克 尔 形 K(s} 具 有 形式 . 


L, 
LL, 
Kls) — Ut{sE — AYV = 本 
L, 
st—1 
红 一 - 下 
(7. 242) 
其 中 ,{F, 了 ,Le } (了 }} 汶 惟一 , 且 有 
“1 下 为 若 当 (Jordan) 形 ,例如 
a 1 
a ] 
下 一 ”i (7. 243) 
a 
bp 1 
: 6 
《ii J 为 零 特征 值 著 当 形 ,例如 
0 1 
0 1 
了 一 | 0 ; i (7. 244) 
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iii 工 。 为 皮 , Xtp, 十 1) 短 阵 , 具 有 形式 
一] ] 
[= 0 (7. 245) 
《iv) 工 , 为 (十 1)Xw, 矩阵 ,具有 形式 


号 


— 1 


Lad 
| 


7. 246) 


上 述 关 系 式 中 ,aa 和 居 为 常数 ,没有 标 出 元 均 为 堆 元 。 
(2) ‘L,， ;一 1 22) 的 含 交 
结论 7. 47 [ 右 冶 异性 ] 克 罗 内 克 尔 形 G5) 中 ,项 {Li 二 1,2,…,a} 对 应 反映 失 阵 
东 ( 下 一 入) 的 右 青 异性 ,有 具 称 ij via 为 在 克 罗 内 克 尔 指数 ， 
证 对 坟 X(p 十 1) 矩 阵 IL ,i 一 1,2,…,a, 由 其 形式 (7. 245) 可 以 导出 
1] 1 - 
| 


3 一 s 


| 
全 


《7. 247) 


; —1 | 
且 等 式 左边 的 右 乘 多 项 式 向 量 是 保证 式 (7. 247) 成 立 的 最 小 次 多 项 式 向 量 。 进 而 ,对答 阵 
东 (C 开 一 息 ) ,构造 nX1 老 项 式 向 量 f(s): 


fils y=V, 第 ;组 ， i = 1,2,*,a 《7. 248) 


基 此 ,并 注意 到 Ks) 二 DU(sE 一 4)VY, 可 以 得 到 


Mn er 
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六 


CoE — AAFC 一 下 下 (了 (CW 


| sw 


LO 

且 六 (5) 是 使 式 (7, 249) 成 立 的 最 小 次 多 项 式 向 量 。 这 就 表明 , (到 一 站 ) 的 右 奇 异性 可 以 
由 (Li 二 1,2,…,Q} 上 反映。 而 因 最 小 次 数组 {jp ,pw) 反 映 (sE 一 入 ) 的 右 奇 异 程度 ， 
常 称 其 为 右 克 罗 内 克 尔 指数 。 证 明 完成 。 

(3) {Lj 二 1,2,… ,局 的 含义 

结论 7. 48 [ 左 奇异 性 ] 克 罗 内 克 尔 形 K(s) 中 ,项 全 ，j 二 1,2,…, 训 对 应 反 肌 和 矩阵 
束 ( 下 一 4 的 左 奇 异性 , 且 称 {wm ,vw 8 为 堪 克 允 内 克 尔 指数 

证 对 Gy; 十 1) Xu 矩阵 工 , 一 1,2,…,B, 由 其 形式 (7. 246) 可 以 导出 


皇 
[1 s 六 一 1 =0 (7, 250) 
| 


且 等 式 左边 的 左 乘 多 项 式 向 量 是 保 让 式 (?. 250) 成 立 的 最 小 次 多 项 式 向 量 。 进 而 ,对 和 矩阵 


7 一 [0 0 1 0 OU, 1,2),8 (7.251) 
第 7 组 
基 此 ,并 注意 到 KC(s) 一 UGsE 一 A)VY, 可 以 得 到 
FNCGE~AY=(0 oO se 0 me OUIK(V 0 
j= 1,2,-",P (7. 252) 


且 f;(5) 昨 使 式 (7. 252) 成 立 的 最 小 次 多 项 式 向 量 ， 这 就 开明 ,( 亚 一 4 的 左 硒 异 性 可 以 
由 (上 ，7 一 1,2,…, 有 反映。 而 因 最 不 次 数组 ' 反映 《 开 一 息 ) 的 左 奇异 程度 ， 
常 称 其 为 左 克 罗 内 吉尔 指数 .证 明 完 成 。 

(C4) Csf 一 让 的 含义 

结论 7. 49 [* 一 2 处 特征 结构 ] 克 罗 内 克 尔 形 量 ( 引 中 ,项 (本 一 让 对 应 反映 常 阵 玉 
的 奇异 性 , 即 反 映 抢 阵 束 ( 虹 一 4) 在 = co 处 特征 结构 ， 
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证 令 4=s ', 基 此 可 表 CJ 一 让 为 
J ss 1) =- J) {7.253) 

再 由 y 为 零 特征 值 若 当 形 , 果 知 J 的 特征 秆 A 一 0, 对 应 在 (二 吕 。 从 而 ;CJ 一 了 
反映 御 阵 束 ( 正 一 &) 在 :一 所 处 特征 结构 .证 明 完 成 。 

(5) (CsI 一下} 的 含义 

结论 7.50 [ 有限: 处 特征 结构 ] 克 寺 内 克 尔 形 KC(s} 中 ,项 (8 一 下 对 应 反映 和 矩阵 东 
〈 严 一 4) 在 有 限 处 特征 结构 . 

(6) 克 罗 内 克 尔 形 KK(;) 和 和 和 矩阵 来 EE 一 秆 ) 对 应 关系 

结论 7. S1 [(sE 一 4) 和 牙 (3) 对 应 关系 」] mx Xn 矩阵 上 虹 ( 开 一 入) 及 其 点 田 内 克 尔 形 
其 (5 之 间 存 在 如 下 一 些 对 应 关 率 。 

(iD 若 矩 阵 束 ( 亚 一 4) 为 正则 , 且 至 非 奇 异 , 则 其 克 罗 内 克 尔 形 在 (9 只 由 (可 一下) 组 
成 , 即 有 


BC 下 一 上 一 可 一 下 《7. 254) 
生 对 此 情形 ,进而 可 有 
si—F=UsE— A = UECGI ETA (7. 255) 
即 
LEY =I, U=V'E', F=ViE A C7, 256) 


Ci) 车 矩 阵 束 (sE 一 态 ) 为 正则 , 且 玉 为 奇异 , 则 其 克 罗 内 克 尔 形 Ks) 由 (村 一 下 ) 种 


可 一 了 
UsE — A)Y = | J | (7. 257) 
中 一 


(iii》 若 和 矩阵 束 (CsE 一 A) 为 奇异 , 且 n 守 mz 和 rank(E 一 4) 二 mm 即行 满 秩 , 则 其 克 罗 内 
殉 尔 形 有 (5) 由 (和 一) (J 一 也 和 { 工 。 ,i 二 1,2,:…,a) 组 成 , 即 有 
了 上 = 
K(s) 一 L, (7. 258) 
如 一 了 
一 下 


(iv) 车 和 矩阵 束 (sE 一 A) 为 奇异 , 且 mm 这 nn 和 rank(sE 一 4) 二 n 即 列 满 秩 , 则 其 克 罗 内 
克 尔 形 K(s)} 由 《 开 一 ,sf 一 中 和 {Lj 二 1,2,…,B} 组 成 , 即 有 


"1 


K{s) 一 Li, C7, 259) 
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(7》 克 罗 内 克 泵 形 的 广义 惟一 性 

结论 7.52 [天 (5) 广 尺 惟一 性 ] 严格 等 价 的 任意 两 个 和 矩阵 束 具 有 相同 克 罗 内 克 
尔 形 。 

证 ” 设 任意 两 个 普 关 ?年 阵 东 ( 让 一 上 和 (下 一 和 为 严格 等 价 , 即 成 立 ， 


(五 一 4 — DUCE ~— AYVY {7. 260) 
其 中 ,已 和 Y 为 mxm 和 nxXn 非 奇异 常 了 泗 。 再 表 (xE 一 入 ) 的 克 曙 内 克 尔 形 为 及 Cs), 即 有 
UE — AY - K(s) (7. 261) 

于 是 ,由 式 {7.261} 和 (7.260), 可 以 导出 
Kts) = UE — A — UUGE— AVVo UGE AY (7. 262) 


其 中 ,DU=DU 和 WV 为 非 奇异 常 阵 。 从 而 ,证 得 (sE 一 4) 和 (3E 一 4) 愉 有 相同 克 轩 内 
克 尔 形 。 证明 完 成 。 


7.15 ”小结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 。 本 章 是 对 作为 线 忻 时 不 变 系统 复 频率 域 理 论 数学 基础 的 多 项 东 生 
阵 理论 的 一 个 系统 性 介绍 。 内 容 涉 及 单 模 变 换 .多 项 式 和 矩 阵 属性 和 多 项 式 矩阵 规范 形 一 
个 基本 部 分 ， 多 项 式 算 阵 属 性 包括 互 贰 性 和 既 约 性 。 多 项 式 矩阵 规范 形 有 埃 尔 米 特 形 、 
史密斯 形 、 波 波 夫 形 和 克 罗 内 克 尔 形 等 。 

(2) 单 模 变 换 意义 和 实质 。 单 模 变 换 是 指 对 多 项 式 矩阵 左 乘 或 /和 右 习 单 模 阵 。 单 
后 阵 是 行列 式 不 重 为 零 的 一 类 方 多 项 式 矩 阵 ， 左 素 单 模 变换 实质 上 等 价 于 对 多 项 式 矩 阵 
作 相应 一 系列 行 初等 变换 , 右 乘 单 模 变 挨 实质 上 等 价 于 对 多 项 式 算 阵 作 相应 一 系列 列 初 
等 变换 。 初等 变换 包括 行 或 列 交换 .用 非 零 常数 乘 于 行 或 列 . 以 及 用 多 项 式 乘 于 行 直列 后 
再 加 到 另 一 行 或 列 等 三 种 基本 运算 。 单 模 变 换 是 线性 时 不 变 系 统 复 频率 域 方法 中 进行 理 
沦 推 帝 和 简化 计算 的 基本 手段 ,其 角色 类 同 于 线性 系统 状态 空间 方法 中 的 非 奇异 变换 

《3) 互 质 性 的 实质 和 作用 。 互 质 性 是 表征 维 数 相 容 的 两 个 多 项 式 矩 阵 间 不 可 简约 性 
的 一 种 属性 。 拒 磊 性 分 类 为 右 孔 质 和 左 互 质 ,分 别 定 义 为 两 个 多 项 式 拭 阵 的 最 大 右 公 因 
子 和 最 大 左 公 因子 为 单 模 阵 ， 常用 互 质 性 判 据 有 负 优 特等 式 判 据 、 秩 判 据 和 和 次数 判 据 等 ， 
在 线性 系统 复 频 率 域 方法 中 , 左 互 质 性 对 应 能 控 性 , 右 互 质 性 对 应 能 观测 性 

(4) 既 约 性 的 实质 和 作用 。 妍 约 性 是 反映 多 项 式 矩 阵列 / 行 次 数 上 不 可 简约 性 的 一 
种 属性 。 氢 约 性 可 分 类 为 列 既 约 和 行 既 约 ,分 别 定义 为 多 项 式 矩 阵 的 列 次 数 系数 阵列 满 
秩 和 行 次 数 系数 阵 行 满 秩 。 党 用 既 约 性 判 据 有 列 / 行 次 数 系 数 阵 判 据 . 次 数 判 据 等 . 既 约 
性 在 线性 时 不 变 系统 复 频 率 域 方法 中 是 研究 系统 真性 和 严 真性 的 一 个 基本 属性 

(5) 史密斯 形 的 实质 和 作用 ， 史密斯 形 是 最 具 重 襄 性 的 一 种 多 项 式 矩 阵 规范 形 , 特 
纯 是 中 多 项 式 和 矩阵 不 变 多 项 式 显 式 表示 。 不 变 多 项 式 可 由 多 项 式 矩阵 各 阶 子 式 最 大 公 因 
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子 当 出 ， 史 泌 斯 形 是 寻 出 有 理 分 式 算 隆史 密斯 -麦克 米 伦 形 的 桥梁 ,史密斯 -去 克 米 伦 形 
则 是 研究 多 输 和 人 多 输出 线 竹 时 不 变 系 统 极点 和 零点 的 基础 。 

(6) 上 克 罗 亩 兄 尔 形 的 实质 和 作用 ， 克 罗 内 只 杀 形 是 相对 于 元 阵 东 一 类 多 项 式 矩 阵 的 
规范 形 。 窍 阵 束 插 癸 究 广义 线性 时 木 蛮 系 统 中 导出 的 一 种 特征 第 阵 ， 克 轴 内 克 杀 形 能 以 
显 式 和 分 钨 形式 ,将 矩阵 束 分 因为 硒 异 和 正则 部 分 , 左 奇 异 和 右 奇 异 部 分 ,无 穷 远 处 特征 
结构 和 有 穷 处 特征 结构 。 克 罗 内 多 尔 形 是 研究 线性 时 不 变 系统 奇异 性 的 基本 手段 , 基 此 
导出 的 克 罗 内 克 尔 指数 则 是 对 奇异 性 程度 的 一 栖 度 盘 ， 


习 题 


7.1 判断 下 列 各 多 项 式 扎 阵 是 否 为 非 奇 民 ， 
CD oO 二 十 3 直人 4 |] 
-3 二 +2 1 
# 十 2 35 十 3 站 
十 3s 二 2 证 ds 十 3 
5 二 3 ss 十 4 ] 
(iD 人 一 | 1 s+1 | 
总 ss ' | 
7.2 判断 下 列 各 多 项 式 向 是 组 是 否 为 线性 无 关 ， 
[全 人 1 
L 5 十 3 - 1 


站] 二 1 
{11) | s 十 3|， $2 ， | Ss | 
十] 二 避 


一 


7.3 判断 下 列 备 多 项 式 和 矩阵 是 否 为 单 模 甜 阵 : 


Cii) .=| 


二 $s 十 2 
(i) oo 一 | , + + | 
$5 二 25 一 1 8 
5 一 4 1] ~ 
《7) oO -| , 
3 十 2s 十 1] s+2) 


十 ] 1 十 ] 


1 十 3 ] js 十 3 
7.4 表 下 列 单 模 阵 为 初等 矩阵 的 乘积 : 


nn Tee 
ou me 上 
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六 十 2 十 1 4 1 
0()=| 1 -1 0 
-一 (ff 十 4) i 0 
7.5 设 P 和 和 旭 ( 分 别 为 nXn 常 其 阵 和 n Xn 多项式 知 阵 , 苦 Q(s) 为 单 模 算 阵 . 试 间 
能 古 断 言 PQ(:) 也 为 单 模 矩阵 ,并 说 明理 由 。 
7.6 将 下 列 名 项 式 扯 阵 灾 换 为 行 埃 尔 米 特 形 . 


-一 二 


六 9 0 1 一 天 十 十 下 
Ot) = | 0 0 一 (ts 二 + 1) | | 
5 十 1 人 十 8 | 


7.7 求 出 下 列 多 项 式 矩 阵 DCs3} 和 AN) 的 两 个 不 同 的 gerd: 
中 二 25 5 十 3 
2 十; | 
7.8 证 明 geld 构造 定理 ;对 行 数 相 同 的 gxg 和 gq Xp 多 项 式 矩 阵 4(s) 和 旦 (3), 若 
可 找到 一 个 (六 十 g) Xx (pp 十) 单 模 阵 VCs) ,使 成 立 


Dis) 一 | N(s) = [Ls 1 


Wts) VCs) 
[ACs) BD YI) 一 [09) B65)]| | 


Wls) Wls) 
二 [Lts) 们 

则 49x9a 多 项 式 算 阵 上 (5 为 4 和 B(s) 的 一 个 geld， 

7.9 证 明 ; 设 Cs) 为 行 数 相 同 的 gxg 和 g Xp 多 项 式 后 阵 4Cs) 和 BCs) 的 一 个 geld， 
则 三 (sz? 必 可 表 为 

Lisy = ACS)I XE) + BOY (sy 

其 中 闫 (sy 和 YC 为 gxg 和 pxyg 多 项 式 矩 阵 。 

7-10 判断 下 列 各 矩阵 对 是 否 为 右 互 质 ， 


i) pp=| ST) 9 | NG 一 Fe+2 s+1] 
1 + 二 2 s—1 ' 由 二 | 要 
5 一 】 
(ii》 Dt ;=| | NCGs}=[s—2 s+1 
" 5 十 $3 一 2 $s 十 1 ols st1] 
0 tl (2 
(ii DC 一 | DG 1] Ny =| ,| 
«ssT2) Cs 二 2) —s s? 


7. 11 证 明 奖 互 质 贝 估 特等 式 判 据 : 行 数 相 同 的 gxXe 和 gxX 记 多 项 式 和 矩阵 入 (1) 和 
B(s) 为 左 互 质 , 当 且 仅 当 存在 gx9e 和 pxXg 多项式 拒 阵 竞 (y) 和 Y(s) ,使 成 立 ， 
4(5) 基 (5) + BOY(s)y 一 了 
7.12 定 出 下 列 才 项 式 矩 阵 的 列 次 数 和 行 次 数 ， 


们 5 十 怠 
MO 一 | 下 十 2 十 5 十 23 十 3 
5 十 25 二 1 了 


7.13 定 出 上 题 中 多 项 式 柴 阵 MI 的 列 次 数 表示 式 和 行 次 数 表 了 示 式 。 
7.144 判断 下 列 多 项 式 系 阵 是 香 为 列 记 维和 是 否 为 行 既 约 : 


中 十 三 十] 25 十 1 2 十 1 
Mis) = 12 二 st 一 1 0 2 十 
] 一】 | 


7.15 对 下 列 多 项 式 算 阵 Ms) 寻找 单 模 阵 UG) 和 V6, 和合 MOODCG) 和 Vs)M(s) 
为 列 既 约 ， 
Ci) Mo- | 
5 5 十 2 
35 十 后 十 1 十 1! 4457 十 十 3 
Cy Ms) ~— te 0 2 时 十 5 | 
l s—1 5 一 生 
7.16 化 下 列 委 项 式 矩 阵 为 史密斯 形 ， 
7s 十 2 0 
[和 3 i 
5 十 1 3 十 3 
7.17 证 明 : 单 模 窍 阵 的 史密斯 形 为 4 (3) 一 I 
7 证明: 行 数 相同 的 gXg 和 gq Xp 多 项 式 短 阵 A(s) 和 如 (3) 为 左 互 质 , 当 且 仅 当 
[A(5) BCs)] 的 史密斯 形 为 A (5)=[I 0]。 
7.19 ”判断 下 列 各 多 项 式 窜 阵 是 否 为 滤波 夫 形 或 准 波 波 夫 形 ，; 
We "1] 
了 s 十 4 
4s: 二 1 39 十 232 十 1] 十 十 2 
[ii po 二 35 十 3 crs 
:十 s 二 1 s 二 1 5 十 了 
7.20 导出 下 列 多 项 式 算 阵 的 波 波 夫 形 ， 


45 小 5 十 了 十 了 D 
Dts} 一 | PS 38 十 4 十 | oa 


4 25: 十 s dds” 
7.21 判断 下 齐备 矩阵 对 {EE, 态 } 组 成 的 矩阵 束 (sE 一 4) 是 否 为 正则 : 


4 1 4 1 
 E=| |， 4 一 | | 
0 0 4 1 


《1》 有 (sy 一 


re 一 。- 
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2 0 0 1 0 2] 
(iD E=|0 3 01, + 1 0| 
1 0 0 3 1 1| 


7 好 对 上 题 中 给 出 的 怎 阵 东 ( 实 一 4) ,导出 它们 的 克 轩 内 克 尔 规范 形 。 


7.23 设 (下 一 4) 和 ( 氨 一 吾 ) 为 两 个 同 维 邱 阵 束 , 且 知 它们 具有 相间 克 轴 内 克 尔 规范 
及 其 (证 论证 ( 王 一 4 和 ( 青 一 了 好) 是 否 为 严格 等 价 。 


me er -一 一 一 - 


第 8 章 
传递 函数 和 矩阵 的 矩 阵 分 式 描述 


传递 函数 宇 阵 的 先 阵 分 式 搁 述 是 复 频率 域 理 论 中 表征 线性 时 不 变 系 统 输 人 输出 关系 
的 一 种 基本 模型 。 采 用 和 矩阵 分 式 描述 和 基于 多 项 式 远 阵 理 论 使 有 可 能 对 线性 时 不 变 系 统 
的 复 频 率 域 分 析 和 综合 建立 简便 和 实用 的 理论 和 方法 ,本意 是 对 矩阵 分 式 描述 的 一 个 较 
为 系统 各 较为 全 而 的 讨论 。 主 要 内 容 包 括 和 矩阵 分 式 描述 的 形式 和 构成 , 乔 阵 分 式 描述 的 
真性 和 严 真 性 ,以 及 矩阵 分 式 描述 的 不 可 简约 性 等 。 


8.1 和 矩阵 分 式 描述 


答 阵 分 式 描述 (tmatrix-fraction description, MFD) 实质 上 就 是 把 有 理 分 式 和 矩阵 形式 
的 传递 函数 矩阵 @ts) 表 为 两 个 多 项 式 算 阵 之 “ 比 ”， MFD 形式 上 则 是 对 标量 有 理 分 式 形 
式 传 递 函 数 gts) 相 应 表示 的 一 种 自然 推广 。 


右 MFD 和 大 MFD 


考虑 p 维 输入 和 gq 维 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 表 征 其 输出 输入 关系 的 传递 活 

数 矩 阵 G(s) 为 gx 有 理 分 式 答 阵 。 数 学 上 ,对 gX 户 有 理 分 式 矩阵 G( ,一 - 定 存 在 gxXp 
种 疡 X 疡 密 项 式 算 阵 NG(3) 和 DC3) ,以 及 gx pp 和 9gXg 凶 项 式 和 阵 N.Cs) 和 DL(s) ,使 成 立 ， 

GD) C= NCOOD Cs) = D'syN, (8) {8.1} 

并 且 , 称 NGCs)D (5 为 G(s) 的 一 个 右 矩 阵 分 式 描述 即 右 MFD, 称 Di Cs)N (5) 为 G05) 
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的 一 个 左 奸 阵 分 式 描述 即 左 MFD， 


例 $ 给 定 2X※X3 传递 话 数 逢 阵 G0) 为 
| (s+ 1) 
Cs otst 3) 
人 (YY] =- 
-ts 十 2) 
1 Cs 3) 


(十 号 (十 2 


(人 3) 4 | 


{so 1) | 


ts 二 1) 《so 了] 


首先 ,构造 (63) 的 厂 MFD。 为 此 , 定 出 Bt) 各 列 的 最 小 公分 母 ， 


di(s) = (sd 2) (s+ 3):, 
基 此 , 表 GCs) 汶 


(3 十 1) 
(ss 


一 全 Ts 二 2 十 3) 


G(s) 一 


dots) = 31(5 十 4)， 


到 一 (s+ 2)ts 1) 


Cs 十 Dts 二 4) sis 二 1) 
(一 3 十 4 Cs 十 20(5 二 1) 
Cs 十 3) ys 2) 


(5 二 2)ts 37 
于 是 ,就 可 导出 , 冶 定 G0) 的 一 个 露 MFD 为 


,41) 
Go = NC Ds) -| ‘s 


5 二 2)(s 十 3) 


《5 十 3)505 十 和} 


一 《8 十] 二 2 二 3 


at 


{zs 十 1)(s 十 4) "| 
Cs sts 二 2 
-1 
(3 十 3 十 4) 


人 十 2 十 1 


进而 ,构造 G(s5) 的 左 MFD。 为 此 , 定 出 G05) 各行 的 最 小 公分 母 ， 


ty) = C1 十 2)0s 十 3):， 


dets) = {si 3)(s dts + 1) 


基 此 , 表 GCs) 为 
4 十 1) ts 二 13 十 2 十 3) sts 3) 
co = (s +20(s + 3) (s+ 2 二 3 人 5 十 2)(5 十 3)7 
一 《$s 十 17(ts 二 dyts 二 1) (s+ 3) :ts 二 + 1) 5ts 33¢5s 才 生 } 
GDGTOGTD GCCGTT GF ri 
从 而 ,就 可 导出 ,给 定 G(5) 的 一 个 左 MFD 为 
Gts) =—Di' TS) 
= 二 
GerocGrn) ~ 
[ (5 十 1) 4 十 1 十 23705 十 3) SS 十 3 和 
一 《3 十 1 十 40 十 1 ts 二 3):(s 十 1) | 


MEFD 的 特性 


下 面 ,基于 MFD 定义 ,进而 给 出 MFD 的 一 些 基本 特性 。 


一 -一 rm 号 一- 


8. 1 矩阵 分 式 描述 和 Mi 


(C1) MFTD 的 实质 
结论 8.1 LMFD 实质 ] 类 问 于 单 输 入 单 输出 线性 时 不 襟 系统 的 传递 函数 
ns) 


5) 一 一 pts 一 CC (8, 27) 
St5) = en nits)d (x) Cain 
的 分 式 化 表示 .多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 统 传递 函数 窍 阵 的 MED 
CGE) = NND ICs) = D(AIN, (0) {8.3) 


实质 上 也 属于 Gis) 的 分 式 化 表 未 。 习 惯 地 , 称 Dis) 和 Duts) 为 GCs) 的 分 母 短 阵 ,N(3) 和 
NC 为 G(s) 的 分 子 矩 阵 。 

注 不 同 于 单 输 和 人 单 输出 情形 ,对 传递 函数 年 阵 C(s) , 右 MFD 和 左 MED 的 分 母 矩 
阵 和 分 子 矩阵 一 般 均 为 不 相同 。 

(2) MEFT 的 次 数 

结论 8.2 [MFD 次 数 ] 对 传递 函数 矩阵 G0635) 的 一 个 右 MFD NCyD- io ,规定 


GD 05) 的 次 数 一 deg detDf5) 《各 4141) 
对 传递 冰 数 矩阵 CC9) 的 一 个 左 MFD Di Or)N CD ,规定 
Di (CN (5) 的 次 数 二 deg detD, (,) CR.5) 


注 对 给 定 一 个 G5) ,其 右 MFD 和 左 MFD 在 次 数 上 一 般 为 不 相等 。 

(3) MEFD 的 不 惟一 性 

结论 8. 3 LMFD 不 惟一 性 ] 对 传递 函数 矩阵 CCs) ,其 契 MEFD 和 左 MFD 为 不 惟 
一 , 且 不 同 的 MFD 可 能 具有 木 同 的 次 数 。 

例 8.2 给 定 2x2 传递 函数 矩阵 GCs) 为 


3] 3 


sl (s+2) (+2 


Gis) 
_ _ 
L 《5 十 2 (十 2)2 | 
容易 验证 ,其 两 个 右 MFD 为 
* Cs 1 Cs 2): 0 -1! 
G(s) = NDitG) = | ' , | so Cs ] 
一 $5t3 十 1)° 一 #3JL 有 《9 十 2): 
s 0 0 G+ 2 
GW = Npe es) =| ,| < 十 3 十 ] 
2 (s 十 2) 


并 且 , 可 以 导出 
deg detDi(s) = 6, deg detDs ty) = 5 
《4) 不 同 次 数 MEFD 的 扩展 构造 
结论 8, 4 [ 右 MFD 扩展 攀 造 ] 对 4X 户 传递 消 数 矩阵 G3) , 没 Ne) 1 (5) 为 其 一 
个 在 MFD, 表 W(5) 为 任 -一 pxp 非 奇 异 多 项 式 挫 阵 , 定 义 
NEG) 一 NC) WLs), Ds) = DOWes) (8. 6) 


ne ee re PE Tr pp 
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则 NED 1 也 为 人 6 的 一 个 二 MFED, | 有 
deg detD(ls) ~ deg detD(s) C8. 7) 
证 让 48.6) ,可 岂 导 出 
NO 一 NOW COD (8) = NCOD (sy) = GU) (3.8) 
这 就 证 得 ,NGID 1 0) 为 Go) 的 一 个 右 MFED。 进 而 ,考虑 到 deg detWV(s) 0, 并 利用 
式 (8.6), 又 可 证 得 
deg detD({s) = deg detD(s} 十 deg de ~ deg detD (3,9) 
结论 8.5 [| 左 MFD 扩展 构造 ] 对 gxp 传递 耳 数 矩阵 GCs), 设 Di i(s) 和 NG) 为 其 -- 
个 在 MEFD, 表 Wi.(s) 为 任 一 gxg 非 育 异 多 项 式 生 阵 , 定 义 


NGC = Wi Cy) N (5), Dits} 一 WND. (3) (8.103 
则 瑟 1CDINiCs) 也 为 G63) 的 一 个 左 MFD, 旦 有 
deg de (s) >> deg detD Cs (8.11) 


(5) 同 次 数 MFD 的 扩展 构造 
结论 8.6[ 石 MFD 扩展 构造 ] 对 ex 户 传 递 函 数 矩 阵 Cs). 设 NGD CS 为 上 其- 
个 右 MFD, 表 Wls) 为 尾 ~- pxp 单 模 和 矩阵 .定义 


N{s) 一 NCOsIV (Cs), Disy 一 中 (SC C8, 12) 
则 六 Cs) 访 -9 也 为 G(s) 的 一 个 右 MEFD, 甘 有 
deg detD(s} = deg detD{s) (8. 13) 


证 注意 到 ,对 单 模 烘 阵 Vis)y 有 deg detV(s) 一 0， 基 此 ,采用 和 结论 8.4 类 同 推 证 过 
程 , 即 可 证 得 本 结论 。 

结论 8.7 [ 左 MFD 扩展 构造 ] 对 gqXp 传递 函数 矩阵 G03), 设 D1()N (45) 为 其 一 
个 左 MFD, 表 Vi.(s) 为 任 一 gxg 单 模 算 阵 , 定 义 


Ni C3) = VL (YN, (9), Ds) = VD (6s) (8.14) 
则 有 rDNA Cs 也 为 GCs) 的 一 个 左 MFD, 旦 有 
deg detD, (4) -= deg detD, (3) (8, ]5) 


(6) 最 小 阶 MFD 
结论 8.8 [最 小 阶 MFD]」 对 4X 户 传递 函数 矩阵 Gs), 设 Nii)D ‘Cs 和 D's) x 
RN 5 为 其 一 个 右 MFD 和 一 个 左 MED, 则 有 
ADD) 为 最 小 阶 右 MFD 二 deg detD(s) 最 小 C8. 16) 
DriCs}yNi(s) 为 量 小 阶 左 MFD 全 deg detD, ts} 最 小 (8, 17) 
注 1 由 MFD 不 惟一 属性 知 ,最 小 阶 MFD 也 为 不 惟一 ， 
注 2 通常 , 称 最 小 阶 MFD 为 不 可 简约 MFD、 关于 不 可 简约 MFD 的 判 据 和 属性 ， 
以 及 将 可 简约 MFD 化 为 不 可 简约 MED 等 .将 在 本 章 随后 进行 讨论 。 
(7) MFD 的 基本 特性 
结论 8. 9 [MFD 基本 特性 ] 对 传递 郧 数 笔 阵 Gtsy 的 MPFD, 不 管 是 右 MFD 还 是 左 
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MFD, 表征 其 关 梅 特征 的 两 个 基本 特性 为 真性 严 走 性 和 不 呀 向 嫩 性 。 


8.2 和 矩阵 分 式 描述 的 真性 和 严 真性 


传递 范 数 年 阵 的 息 阵 分 式 描 述 的 真性 严 趴 性 是 表征 其 物理 可 实现 性 的 一 个 基本 特 
性 。 严 格 地 说 ,只 有 真 或 严 真 MFD 所 表征 的 系统 才 是 用 实际 物理 元 件 可 以 构成 的 . 即 才 
是 在 现实 物理 世界 中 存在 的 。 本 节 内 容 包括 传递 函数 矩阵 G(s) 及 其 MFD 的 真性 严 真性 
的 定 浆 我 判 困 准则 。 


真性 和 严 真性 
考虑 多 输 和 人 多 输出 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 表 9X 户 传递 范 数 矩阵 G(s) 为 
H(ts) (Cs) 
duts) ds) 
Gis) 一 : : (8, 18) 
Nats) np (Cs) 
Latsy 二 


下 面 , 引 人 G(s) 的 真性 和 严 真性 定义 。 
定义 8.1LG(Cs) 真 性 严 真性 ] 对 (8. 18) 给 出 的 传递 函数 惩 阵 Ces) . 称 Gts) 为 严 真 ， 
当 且 仅 当 
对 i 二 1.2 gr 了 二 1,2.1p， G(s) 元 满足 degm (5) < degd, (3) 
称 忆 (5) 为 真 ,当日 仅 当 
对 2 二 1,240058, 了 二 11,2,…, 思 ,至 少 存在 一 个 G0) 的 元 满足 
degmats) 一 degdos (5) yy 其余 元 满足 dega, (3) < degd, (») 


定义 8.2 LG(s) 真 性 严 真性 ] 对 (8. 18) 给 出 的 传递 函数 年 阵 GC) , 称 G(s) 为 真 , 当 
且 仅 当 


limGt:) 二 G( 非 零 常 阵 ) (8. 19) 
称 G(s) 为 严 真 ,当日 仅 当 
limG(s} ~ 0 (8, 20) 
在 此 基础 上 ,进而 给 出 盾 阵 分 式 描述 的 真性 严 真性 定义 。 


定义 8.3 LMFD 真性 严 真性 ] 称 MFD 为 严 真 , 当 和 且 仅 当 其 导出 的 传递 函数 簿 阵 
G(s) 为 严 真 。 称 MFD 为 真 , 当 目 仅 当 其 导出 的 传递 函数 矩阵 Cs 为 真 。 


TT i ee re . 
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真性 和 严 真性 的 判别 准则 


对 传递 函数 算 阵 以 MFD 形式 给 出 的 情形 ,直接 基于 定义 判断 真性 严 真 性 是 很 不 方 
便 的 。 这 一 部 分 中 .分 别 就 MFD 的 分 母 矩 阵 为 既 约 和 非 既 约 , 给 出 判断 MFD 真性 严 真 
性 的 判 据 。 

(1) 分 母 窍 阵 为 赋 约 的 情形 

结论 8. 10 [ 列 始 约 右 MFD 真性 严 真性 判 据 ] 对 右 MFD NG 有 -0 ,Dts) 为 px 
p 阵 且 为 列 既 约 ,N(5) 为 qxp 阵 , 风 NG)D (63) 为 真 , 当 且 仅 当 


HNC DC), 了 了 一] 2 (83,21) 
NC9)D-:Cs) 为 严 真 , 当 且 仅 当 
GUN < HD), 1 = 12 ip (8, 22) 


其 中 , 为 所 示 和 矩阵 第 广 列 的 列 次 数 ， 

证 上原 于 证 明 真 性 ,对 严 真 性 可 类 似 证 明 。 

先 证 必要 性 。 已 知 NI)D Cs) 为 真 ,签证 式 (8. 21)。 对 此 , 表 NE is) = G(s), 
茜 此 可 以 导出 NCS) 一 G(s) Des)。 再 表 NCs) 的 元 为 ?25 有 5 的 元 为 gs ,G05) 的 元 
为 g,《s), 则 有 


dks) ， 
mCs) = Lgls) ~ wo : 上- Dga Cs) dy, Cs) (8B. 23) 
站 六 人 “7 
其 中 ,i 二 1,2,…,g，j 二 1,2,…,p。 进 而 ,由 NDD (一行 (为 真知 ,上 式 中 gi (3) 的 
分 子 次 数 必 小 于 或 等 于 分 母 次 数 ， 据 此 ,由 上 式 可 知 ,n, (3) 次 数 必 小 于 或 等 于 {dd (3)， 
二 1,2,…, 思 } 的 最 高 次 数 , 即 有 
degn, Cs) < max{degds, (s), k= 1 ,2 ,pp), Yi ‘8.24) 
等 价 地 ,可 以 导出 
GNC ED), 了 一 1,2， 《8. 25》 
从 而 ,证 得 式 (8.21)。 必 要 性 得 证 ， 
再 证 充分 性 。 已 知 式 (8.21)》, 和 谷 证 NCs)D 1(5) 为 真 。 对 此 ,利用 列 次 表达 式 . 表 Dr(s) 
和 Nts) 为 


Dts) = [D+ DCs)$! (3) ]S.Cs) (8. 26) 
NCGS) = LN — No ls)S. (5) ]S.Cs) (8, 27) 
基 此 ,可 以 导出 
G(s) =NUGID (se) 
一 [LA 十 As 人 Sr I[D, + D. (5)9-! {s)]! (8. 28) 


骨 注 意 到 ,D.Cs) <<5.,5.(5) ,而 由 式 (8.21) 知 ON.(s) 之 ,S.C3) ,由 此 可 以 得 到 
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Lim Cs. ts) — 0, lImD .tos ts) 一 下 £8.29) 
基 些 .并 考虑 到 PD{s) 列 既 约 邑 Da! 存在 ;由 式 (8. 28) 进 而 得 到 
limGs) = ND (8. 30) 
再 由 已 知 总 ,NC5) 夺 6,Dts} 意 奈 着 Ni 为 非 零 常 阵 。 由 此 ,并 利用 式 (8., 30) ,就 可 导出 
limG(s) 二 NDr 一 GG { 非 零 常 阵 ) CB. 31) 


据 定 义 知 ,NGs)D 't5) 为 真 。 充 分 性 得 证 。 证 明 完成 ， 
注 需要 指出 ,结论 中 Bt4s) 列 弃 约 是 一 个 不 可 缺少 的 前 担 。 否 则 ,结论 中 给 出 的 式 
(8. 21) 和 《8.22) 分 别 只 是 N(s) DD 10G) 为 真 和 严 真 的 必要 而 非 充 分 条 件 。 也 就 是 说 ,对 
D5) 为 非 列 既 约 情 形 , 尽 管 式 (8, 21) 和 (8. 22) 满 足 , 但 N(s)D-!'(s) 仍 有 可 能 为 非 真 ， 
例 8.3 给 定 3x2 右 MFD NICsJD- Cs) ， 


宇 十 2 十 1 4 , | 
Nts} 一 5 十 了 952 十 ?5 ， 了 pf = | BE] My | 
二 25 一 委 5 十 名 
ds 十 s 十 2 6 一 1 


容易 判断 ,Ds) 为 列 既 约 、 进 而 ,由 直接 验证 知 , 注 足 条 件 (8. 21) ， 
2 = 人 NGG) 一 个 | 有 (5 一 ? 
2 一 人 NG < BD(s) 一 3 
据 上 述 判 据 知 ,给 定 右 MFD NG)D-!0s) 为 真 但 非 严 真 。 
例 84 给 定 1Xx2 右 MED N()D (5). 


如 5 一】 
NO = [1 2], De = | | 
了 十 | 1 


不 难看 出 ,Dts) 为 非 列 购 约 。 所 以 ,尽管 满足 结论 中 条 件 (8. 22)， 
0 = ONGs) ED(s y= 2 
0= GN < 和 Dr = 1 
但 是 ,事实 上 


—1] 一 】 
NODIG) [1 2 了 | 
-5 十 1 1 


1 — (ts—1) 
[ ] sl) [—23—1] 2 5s 十 1j] 


这 表明 , 绽 定 NCS)D '(s) 为 非 真 。 
结论 8. 11 [ 行 既 约 左 MFD 真性 严 真性 判 据 ] 对 左 MFD Di (Ca) NL Dt) 为 
4gXg 阵 且 为 行 腻 纳 ,N.(5) 为 gxp 阵 , 则 Di NS 为 真 , 当 日 仅 当 
SN (3) BDL Cs)， i 一 1,2,.,g 《8. 32) 
Di tsyNits) 为 严 真 , 当 上 且 仅 当 
DNL (C8) -二 个 了 (9)， 一 12 (8. 33) 
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其 中 ,, 为 所 示 和 矩阵 第 i 行 的 行 次 数 ， 

注 对 上 述 结论 ,DLs) 行 既 约 同样 是 -- 个 不 可 甬 少 的 前 提 。 格 则 ,结论 中 给 出 的 式 
《8.32) 和 (8.33) 分 别 只 是 及 ri 为 真 和 严 真 的 必要 而 非 充 分 条 件 ， 

{2) 分 母 短 阵 为 非 既 约 的 情形 

结论 8. 12 [ 非 列 既 约 右 MFD 真性 严 真性 判 据 ] 对 右 MFD NO)D ' (0),D(s) 为 
PX 阵 但 为 非 列 婚约 ,NG) 为 9Xx 户 阵 ,引入 一 个 pxp 单 模 阵 站 (5) , 表 


Ds) = D(sy¥ (Cs) (8. 34) 
Nes) 一 NCOsYVEs) } 《8. 35) 
并 使 Bir) 为 列 肤 约 。 则 Nis)D 5 为 真 , 当 且 仅 当 
DNS EBD), j=1,2,.p (8. 36) 
NCsJD 1(5) 为 严 真 , 当 且 仅 当 
HNCG) < ,Ds), j= 1,2, 1p (8. 37) 


其 中 ,6 为 所 示 和 从 阵 第 j 列 的 列 次 数 。 

证 由 DCs) 列 既 约 和 结论 8. 10 知 , 式 (8. 36) 和 (8. 37) 分 别 是 页 (vyD 1 为 真 和 严 
真 的 充分 必要 条 件 。 进 而 , 义 可 导出 

NOID TCD = NCOYVCY eV WD (9) = NOVD 1iy) {8. 38) 

这 表明 ,N(s)D™'(s) 和 NCs)D-'Cs) 具 有 相同 真性 严 真 性 。 从 而 ; 式 (8. 36) 各 式 (8. 37) 也 
分 别 是 NC(5YD '(s) 为 真 和 严 真 的 充分 必 朗 条件。 证 明 完 成 . 

例 8.5 给 定 2X2 右 MFD N(s}D- sy， 
: 0 | Cs 二 2)3(s 二 + 1) et] 
zz 5 十 1 D $ 症 2 
容易 判断 ,Dis) 为 非 列 既 约 。 为 此 , 引 人 一 个 2x2 单 模 阵 Vs) , 表 
《5 十 2728s 十 -173 | ] | 


Nis} 一 | Dis) 一 | 


Dls} 一 DO)VC5) = l 


0 8 十 2 5 十 2 1 
0 1] 
| s 十 了 
加 5 0D ~ 1 0 
NCS) = NOY) = |S | | 
2 s+1J._s+2 1 


-0 
+4 s:$ 十 1 
并 知 Dts) 为 列 妈 约 。 那 么 ,由 于 
2= 人 ONG} = HB) 2 
1 一 Cos < HDs) m3 
据 上 述 绒 论 知 , 给 定 ws)D-:(s) 为 真 但 非 严 真 。 
结论 8. 13 [ 非 行 既 约 左 MFD 真性 严 真性 判 据 ] 对 左 MFD Di CN CD (5 为 
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gqXgq 阵 但 为 非 行 既 约 ,NCs) 为 gxp 阵 ,引信 一 个 gxg 单 模 阵 VLGs), 表 


DiCs} = CSDN (5) (8, 39) 
NICs) = VLCSIN (ts) (8. 40) 
并 使 吾 , (5) 为 行 既 欧 。 则 DL IC Is) 为 真 , 当 且 仅 当 
EN (Cs) < 人 万 (5)， 1 一 1 ,2 《8. 41》 
Doe)NL(9) 为 严 真 ;当日 仅 当 
NL CD) <6,D) (1), i = 1,2, ,dg (8.42) 


其 中 ,5., 为 所 示 和 矩阵 第 i 行 的 行 次 数 . 


8.3 从 非 走 矩 阵 分 式 描述 导出 严 真 矩阵 分 式 描 述 


线性 时 不 变 系统 的 复 频 率 域 分 析 和 综合 中 常会 导出 非 真 矩阵 分 式 描述 。 从 非 真 矩阵 
分 式 描 述 导出 严 真 矩阵 分 式 描述 问题 是 复 频率 域 方法 中 经 常 可 能 遇 到 的 一 个 基本 问题 。 
本 节 是 对 解决 这 一 问题 的 有 关 理 论 和 方法 的 简要 介绍 。 


基本 结论 


由 非 真 矩阵 分 式 描述 导出 严 真 矩阵 分 式 描述 的 问题 在 数学 上 可 归结 为 党 项 式 和 矩阵 的 
除法 。 下面, 区 分 为 右 MFD 和 左 MFD 两 类 情形 ,给 出 这 一 问题 的 有 关 原 理 和 结果 . 
结论 8.14[ 右 MFD 除法 定理 ] 对 非 真 右 MFD NC(DT'CG0),DGs) 为 pxp 名 项 式 
矩阵 ,Nis) 汶 gxp 多 项 式 弟 阵 , 则 惟一 存在 两 个 gxXp 儿 项 式 答 阵 QCs)y 和 R(s) ,使 成 立 ， 
NUDD CD = OQ) + ROYD 1(s) (8, 43) 
且 R(s)D is) 为 非 真 NtDD 《5 导出 的 严 真 右 MFD， 进而 , 若 玉 (9 为 列 既 约 , 则 有 (5) 
和 R{s) 在 列 次 数 上 满足 如 下 关系 ， 
DCs) ~ BR), =,2. ,pp (8. 44》 
证 为 使 证 明 思路 更 为 清晰 起 见 ,分 成 三 步 进 行 证 明 ， 
首先 ,证 明 多 项 式 第 阵 对 {Qs) ,RGs)} 的 在 在 件 。 对 此 ,由 Gls) 一 NG)D 1(5) 为 非 
真知 ,GCs) 中 每 一 个 非 真 和 真 元 有 理 分 式 均 可 通过 多 项 式 除 革 分解 为 


By (3) = tg C5) + gr (sy (8. 45) 
其 中 ,qj (5) 为 名 项 式 或 常数 ,(g, (3))， 为 严 真 有 理 分 式 ， 基 此 ,相应 地 可 得 
NOND 9)》 一 (5) 一 {C5) + Os) C8, 46) 
其 中 ,QCs) 为 多 项 式 生 阵 ,Gs (6) 为 严 真有 理 分 式 惩 阵 ， 将 式 48. 46) 右 乘 PCs) ,可 以 导 中 
NO = Go (HD) + OIDG) = RE) + QDs) (8. 47) 


其 中 ,由 Go (DDODARG) 一 NGCQCs)D(s) 为 两 个 多 项 式 矩阵 之 益 知 ,及 (5 为 多 项 式 


YO rn 
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矩阵 . 且 RODD 1) 一 Ge) 为 严 真 右 MFD。 于 是 ,由 式 (8.47) 右 乘 DD !(;) 知 ,存在 多 
项 式 和 矩阵 对 { 旭 (3) ,REs)} 使 成 立 : 
NCDD (5) = Ot) + ROID (si 8.48) 
从 而 ,存在 性 得 证 。 
其 次 ,证 明 多 项 式 窍 阵 对 {Qs) ,Rs 的 惟一 性 。 对 此 , 反 设 看 在 两 个 多 项 式 气 阵 对 
:Cs ,Rs 和 180s) ,RCs)} ,使 成 立 ， 


NODDY) = OQ) + ROYDT SD) ~ O00) RNYDits) {8.49) 
其 中 ,RCDDT1(3) 积 RCs)D-1ts) 均 为 严 真 厨 MED、 再 由 式 (8. 49) ,可 以 导出 
dQ) 一 下 0) = (ROG) 一 ROG)D CG) 《8. 50) 


显然 ,上 式 等 式 右边 为 有 理 分 式 抑 阵 ,等 式 左边 为 多 项 式 托 阵 ， 所 以 ,和 欲 使 上 式 成 立 , 当 且 
佼 当 
Qs) = Os), R(s) = Rts) (8.51) 
其 而 ,惟一 性 得 证 。 
最 后 ,证 明 次 数 关系 式 (8, 44)。 对 此 ,由 DC 为 列 既 约 ,并 利用 去 MFD 严 真 性 判 据 ， 
就 可 由 Rs)D 1s) 为 严 真 导出 式 (8.44)。 证 明 完成 。 
结论 8. 15 [ 左 MFD 除法 定理 ] 对 非 真 诺 MFD D(C)N CG) ,DD.(5) 为 gxy 多 项 式 
矩阵 ,NL(s) 为 gXp 多 项 式 矩阵 , 则 惟一 存在 两 个 gx p 名 项 式 矩 阵 和 (9 和 中 (3) ,合成 立 
Di Cs}Ni Cs) = OL (5) + Dr (CIR (5) (8. 52) 
且 De" (sRL(5) 为 非 真 De! Cs)NiCs) 导 出 的 严 真 左 MFD 进而 , 若 D (3) 为 行 既 约 , 则 
DL 和 尼 (5) 在 行 次 数 上 满足 如 下 关系 ， 
各 .Dis > 6.,R(s), 1 一 12 {8, 53) 
证 基于 对 偶 性 ,由 结论 8. 14 可 直接 导出 本 结论 ， 具体 推 证 过 程 略 去 。 


确定 严 真 MFD 的 算法 


可 以 看 出 ,对 结论 8. 14 的 证 明 是 构造 性 的 ,其 中 已 经 包含 由 非 真 大 MED NDS) 
确定 严 真 RKs) 厂 -Cs 和 多 项 式 矩阵 Q(5) 的 计算 公式 和 计算 步骤 。 下 面 ,基于 归纳 给 出 确 
定 严 真 右 MFD Rs)D-1(s) 的 算法 ， 

算法 8. 1 [确定 严 真 右 MFD 算法 ] 给 定 非 真 右 MFD NG)D- (3) ,要 求 确定 其 严 
真 右 MFD RCs) D1(s) 和 多项式 和 矩阵 Qs), 

Step 1; 计算 冶 定 Nts)DT'(y) 的 有 理 分 式 和 矩阵 G(s)， 

Step 2: 对 G(s) 中 所 有 非 真 和 真 元 有 理 分 式 ,通过 多 项 式 除法 得 到 

Bu (5) 一 gCs) 十 (Bu C5)) 
其 中 ,gs(s) 为 多 项 式 或 常数 , (gs (s)}, 为 严 丰 有理 分 式 。 对 G(s} 中 所 有 严 真 元 有 理 分 
式 , 直 接 得 到 


rr er 
= me 
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Bo ba) = OF (a, typ 

Step 3: 以 (Cg, L500)% 为 元 组 成 严 直 有 理 分 式 害 阵 Gs (5) .以 9 或 0 为 元 组 成 多 项 
式 矩 阵 Q(s)， 

Step 4; 计算 Rt5) = ,C0 有 D(:) 。 

Step 5; 求解 结果 Nts} 1) 一 (0) 十 ROO)D 下 (5) ,其 中 RC3)D 1¢5) 为 非 真 右 
MPFD NtOD 《5 的 严 真 部 分 ,@09 为 多 硕 式 目 阵 部 分 ， 

Step 6: 停 让 计算 。 

注 关于 从 非 真 左 MFD 来 痛 定 其 严 真 左 MFD 的 算法 , 吕 基 于 左 MFD 和 右 MED 
各 的 对 偶 性 而 来 直接 导出 ,这 里 不 再 另行 讨论 ， 

例 8.6 给 定 1x? 非 真 右 MFD NGsyD- 0s). 

Ns) 二 (s+ IGT 2 一 (二 277] 

Cs 二 2)ts 二 +1) + 

十 了 十 ] 
首先 : 定 出 (PIC 的 有 理 和 分 式 短 阵 如 Cs) ， 

Gs) = [和 十 ?3 十 5 一 至 十 8 二 5 


Dts} 一 | 


$s S 
再 对 元 传递 函数 运用 多 项 式 除法 ,把 G(s) 表 为 多 项 式 短 阵 各 严 真有 理 分 式 烧 阵 之 和 ， 
fie, 4 十 2 1 
G9 =| (s+) + (s+ 0) m2 | 


=[(s+3) — (C25+6)]+ Ee -二 | 


= + Gs) 
于 是 ,基于 上 述 结 困 , 可 以 定 出 
Qt 一 [5 十 3) — (2s+6)] 


2) 1) 1 
RD) =G, (Ds) 一 ee -三 (十 1)》 > 十 | 
5 十 3 5 5 十 2 s+ 
一 [ds 十 8 一 1 


RD (ss) = [4s +8 -1 1) ss 十 下 
5 十 了 十】 


一 失 特 殊 情形 的 多 项 式 矩阵 除法 问题 


本 部 分 讨论 一 类 特殊 情形 的 多 项 式 矩 阵 除法 问题 。 其 中 :被 除 矩 阵 为 一 般 形式 多 项 


式 怎 阵 , 除 式 矩 阵 为 特征 矩阵 即 (可 一 4)。 在 MFD 状态 空间 实现 问题 的 讨论 中 ,常会 出 
现 这 种 类 型 的 多 项 式 和 矩阵 除法 问题 。 


HT ne 
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首先 .讨论 这 类 特殊 情形 的 右 除 法 。 考 虑 具有 相知 列 数 的 声 x 声 矩阵 (可 一 和 本) 和 @ 汉 让 
多 项 式 矩 阵 NO ,4 为 户 X 户 常 阵 ,( 红 一 4) 为 非 奇 异 县 列 次 数 和 行 次 数 满足 


Cs 一半) = — AY=1, j=1,2,..,p (8, 54) 
表 Nts) 为 矩阵 葵 数 多 项 式 ， 
NCGS) = Ns + 二 Nis+ No 《8. 55) 
其 中 ,Ni 二 1,2,… 1W) 为 gXp 常 阵 , 耐 
n= maxtdN(G)}, 7= 1,2,.,p) (8, 06) 


结论 8. 16 [特殊 情形 右 除法 定理 ] 对 具有 相同 列 数 的 px p 和 矩 阵 (s1 一 A} 和 gp 
多 项 式 抢 阵 和 Nts} ,惟一 存在 gXp 常 阵 NN,(A4) 和 9X 名 项 式 痊 阵 旭 ,is) ,使 成 立 ， 
NCGS) 一 此 人 一 站 十 Na) (8. 57) 
其 中 
NG = NA 二 NA NI (8. 38) 
Os) 一 Ns 十 CN 和 十 Ni) 二 十 
CN 二 NA" 二 十 和 Nj 8 十 
(NA NA" 二 NN) (8. 50) 
证 将 式 (8.55)、(8.58) 和 式 (8,59) 代 入 式 (8.57), 即 可 验证 等 式 (8, 57) 的 成 十 。 其 
体 推 证 过 程 略 去 。 
进而 ,讨论 这 类 特殊 情形 的 左 除法 。 考 虚 具 有 相同 行 数 的 gqXg 类 阵 (I 一 A) 和 gxp 
多 项 式 矩 阵 Ni ,4 为 gxg 营 阵 ,53 一 4) 为 非 奇异 且 行 次 数 和 列 次 数 满足 


Gs A) GT A= 1， i= 20g (8. 60) 
表 Ni(s) 为 类 阵 系数 多 项 式 ， 
和 NLC) 二 Nas” + 十 府 15 十 评 。 ‘8. 61) 
其 中 ,人 (一 1;2 ma) 为 gX 声 党 阵 , 而 
m= ImaXf 全 (7， 了 一 l.2," 0) {8. 82) 


结论 8. 17 [特殊 情形 左 除法 定理 ] 对 具有 相同 行 数 的 94Xg 短 阵 (sT--4) 和 gxp 和 多 
项 式 矩 阵 NL(s) ,惟一 存在 gXp 常 阵 NL(A) 和 gXp 多 项 式 算 阵 Q,(s) ,使 成 立 ， 
NC = (ts — ADL G+ NA) ‘8. 63》 
其 中 
NL(s) 4"N ,二 二 AN 二 + IN, (8. 64) 
QL(s) —N,s™ i (CAN 十 移 ， 1 8 十 … 十 
(4 AN 十 4 丙 。， 十 十 丙 ) 十 
(ATIN, + A™N, |) + NN,) (8. 65) 
证 式 (8. 63) 的 正确 性 可 将 式 (8. 61) 、(8. 64) 和 式 (8. 65) 代 入 式 (8. 63) 得 到 验证 。 
具体 推 证 过 程 略 去 。 
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8.4 不 可 简约 和 矩阵 分 式 描 述 


不 可 简约 MPFD(Irreducible MED》 实 质 上 是 系统 传递 范 数 算 阵 的 一 类 最 简 结构 
MFD, 通 常 也 称 为 最 小 阶 MED。 在 线性 时 不 塞 系统 复 频 率 域 理论 中 ,对 系统 的 分 析 和 综 
合意 是 相对 于 不 可 简约 MFD 进行 讨论 的 。 本 节 是 对 不 可 简约 矩阵 分 式 描述 的 一 个 系统 
性 的 讨论 。 主要 内 容 包括 不 可 简约 MFD 的 定义 和 基本 特性 。 


不 可 简约 MFD 


考虑 yxp 传递 函数 矩阵 G(s) ,NCs)D-!(5) 和 Dr (5)N,(3) 为 它 的 一 个 右 MFD 和 - . 
个 左 MFD。 其 中 ,DC 和 Nis) 为 pXp 和 gxp 多项式 矩阵 ,Di(s)} 和 Nts) 为 gxa 利 
4X 声 多 项 式 怎 阵 .下 面 . 给 出 G5) 的 不 可 简约 MFD 的 定义 。 

定义 8.4 [不 可 简约 MFD] 称 GG) 的 一 个 右 MED NOPD- 5} 为 不 可 简约 或 右 水 
可 答 约 , 当 且 仅 当 DC) 和 和 No 为 右 互 质 ; 称 G6) 的 -- 个 左 MFD DPD CeyNiCs) 为 术 可 简 
约 或 左 不 可 简约 , 当 且 仅 当 二 (5) 和 Ni 为 左 互 质 。 

例 8.7 丝 定 1X2 严 真 右 MFD N(W)D- 1's)， 

< 十 ] 1 
mt 一 1 —1), po = 人， | 


5 十 l 
rank| s—2 |- 好 于 车 区 
] 一 上 


据 右 互 质 性 秩 判 据 知 ,D(Cs) 和 (3) 为 在 互 质 。 从 而 , 据 定义 知 ,给 定 NCGDD -ts) 为 不 可 
简约 MFD，, 


容易 判断 : 


不 可 简约 MFD 的 基本 特性 


在 定义 的 基础 上 ,现在 进而 给 出 不 可 简约 MFD 的 一 些 基 本 物性。 这 些 特性 对 基于 
复 频 尝 域 方法 的 线性 时 不 变 系 统 分 析 具 有 重要 的 应 用 。 

(1) 不 可 简约 MFD 的 不 惟一 性 

结论 8. 18 [不 惟一 性 ] 对 qxp 传 递 沙 数 短 阵 G(s) :其 石 不 可 简约 MFD 利 左 术 呆 
简约 MFD 询 为 不 惟一 。 

(2) 两 个 不 可 简约 MFD 间 的 关系 

镇 论 8. 19 [两 个 右 不 可 简约 MFD 关系 ] 设 人 (YD (和 ND (Gy)N yxp 
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传递 函数 证 阵 Et 的 任意 两 个 右 不 可 简约 MFD, 则 必 存 在 户 < 产 单 措 阵 LU 使 成 立 ; 
Dts)y 一 DCUs). PC — N, (Us) {8.66) 
证 ” 闵 使 证 明 轧 路 更 为 清晰 ,分 成 三 档 进 行 证 明 ， 
ti) 构造 满足 式 t8. 86) 的 乍 阵 EC 。 对 此 ,由 已 知 


有 C8, 昌 7 

可 以 导出 
NICts} 一 有 (5 有 DC) 有 DT (SB. 68) 

基 些 ,当权 

下 (一 (8B. 39) 

即 可 导出 
NIC = NID IID (3) = WoDCs) (C3. ?0) 
Dts} = Dt DD, CD 一 DCE) (8B,.71) 


这 表明 , 式 (8. 69) 给 出 的 UC,) 满 足 式 (8.66), 日 由 Di(s) 和 DD， ts) 韭 奇异 知 UCs) 为 非 
奇异 。 

《ii) 证 明 0 为 案 项 式 上 矩阵 ， 对 此 ,由 {Dts) ,Nts)} 右 互 质 ,并 利用 右 瑟 质 性 内 佐 
特等 式 判 据 ,可 知 存在 pXp 和 户 Xg 多 项 式 短 阵 竟 (sy) 和 Fo ,使 成 立 ， 


KODAs) + PIN Cs) = 1 (8. 72) 
注意 到 Dts) 一 DOU 和 NC)=N, COU-' Cs) ' 还 可 将 上 栋 改 写 为 
EID OU IC) FYOIN (COU (sy 1 (8. 73} 
再 将 上 式 右 乘 Ts) ,可 以 得 到 
UCs) ~ KCID (Cs) FPOYN,(s) 《8. 74) 


上 式 等 式 右边 各 个 短 阵 均 为 多 项 式 和 矩阵 ,它们 的 缚 和 加 运算 不 改变 多 项 式 候 阵 属 件 , 从 而 
证 得 BC) 为 多 项 式 上 矩阵 。 

(nn 证 明 DGs) 为 单 模 阵 ， 对 此 ,由 {D0s) ， Nits)} 右 互 质 ,并 利用 右 互 质 性 贝 优 特 
等 式 判 据 , 可 知 存在 pXp 和 pxXg 多 项 式 和 矩阵 下 (s} 和 Y(s) ,使 成 立 ， 


COD) YN 一 了 (B. 7 了 5 
将 Di 一 BT 和 Ni 一 No (DOU(CD) 代 入 式 (8.75), 又 可 导出 
KOIDADIUCY) FYOIN, (Us) 一 了 (8. 76) 
再 将 上 式 右 乘 中 -5(s) ,可 以 得 到 | 
U3) = K(s) DCs) + Ys)N, Cs) (8. 77) 


这 表明 ,[ (5 也 为 多 项 式 矩阵 , 据 单 模 阵 属性 知 UCs) 为 单 模 阵 。 证 明 完成 。 
结论 8. 20 L 两 个 左 不 可 简约 MFD 关系 ] 设 Dr (syNiits) 和 和 Di ts) Nis{s) 淤 gxp 
传递 函数 矩阵 Gs) 的 任意 两 个 左 不 可 简约 NFD, 则 必 存 在 gxg 单 模 阵 Y(s) 使 成 立 ， 
Dits) 一 VC(s)D,ts), Nuits) = Vs}yN,, Cs) (8. 78) 
证 证 明 过 程 类 同 于 结论 8. 19, 生 有 Vs) = Du (Cs) Ds (3s), 具体 推 证 过 程 栈 去。 


es - 
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{3) 不 可 简约 MFPD 的 广 文 惟一 性 
结论 8.21[ 广 六 准 一 性 ]】 传递 函数 矩阵 G6) 的 有 不 可 简约 MFP 满足 广义 惟一 性 。 
团 若 定 出 一 个 右 不 可 简 芍 MFD. 则 所 有 厂 不 可 简约 MFD 可 以 基 此 定 出 。 有 具体 地 说 . 若 
MFD NCDD (Dj) 为 qxp 的 G6 的 右 不 可 科 约 MFD,D G5) 为 任 一 XxX 轧 单 模 阵 , 阅 取 
Disy = DeiYUC,). Nis) 一 ACID) (8. 79) 
则 NCD TC) 也 为 G05) 的 右 不 可 简约 MFD。 
证 首先 ,由 式 (8.79) ,可 以 导出 


NG = NOIUCOOU DO = NIAND I) 一 Go (8. 80) 
这 表明 , 座 (sD (GG;) 也 为 GG) 的 一 个 右 MFD。 进 而 ,利用 单 模 变 换 特 件 , 又 可 得 到 
Ds) DYDD) 
ea] 
Ns) NENU CS) 
De,) [Ns 
=rank| jees = rank | Vit (3. 81) 
Nts) -Dis)} 


据 右 互 质 性 牧 判 据 知 ,N(5)D 1(3) 也 为 Gis) 的 一 个 右 不 可 简约 MFT)， 证 明 完 成 。 
结论 8. 22 [广义 惟一 性 ] 传递 函数 矩阵 G03) 的 左 不 可 简约 MFD 满足 广义 惟一 性 ， 
即 阁 定 出 一 个 左 不 可 简约 MFD, 则 所 有 左 不 可 简约 MFD 可 以 基 此 定 出 。 具体 地 说 , 若 
MFD Dr (sONLC) 为 gxXp 的 Gt,) 的 不 可 简约 诺 MED,Y() 为 任 一 gx g 单 模 阵 , 生 取 
Di, (5) = VC 有 DC， Wi — VOsIN, (5) (8. 82) 
则 DiliCs)N,(s) 也 为 (ts) 的 诺 不 可 简约 MED。 
证 证 明 过 程 类 同 于 结论 8, 21 。 具 体 推 证 过 程 略 去 。 
(4) 不 可 简约 MFD 和 可 简约 MFD 间 的 关系 
结论 8. 站 [ 右 不 可 简约 MFD 和 右 可 简约 MFD 关系 ] 对 4 闪 直 传递 吨 数 矩阵 Gs) 
的 任 一 右 不 可 简约 MFD MED- Cs 和 和 任 一 右 可 简约 MFD NB 《52 , 必 存 在 志 x 记 非 
奇异 多 项 式 和 矩阵 TCs) ,使 成 立 ， 
Del) = DTY, NOG) -NoTon (8. 83) 
证 ”为 使 证 明 思 路 更 为 清晰 ,分 成 两 步 进行 证 明 
(DD 由 右 可 简约 MFD NG)D-'Gs) 找 出 一 个 右 不 可 简约 MED NDD 107。 对 此 ,已 
知 AN) 证 -5) 可 简约 意味 着 { 态 (9) , 认 (s)} 为 非 右 互 质 , 即 五 (5 和 六 (5) 的 最 天 右 公 因子 
Rs) 为 非 奇异 但 非 单 模 。 基 此 , 取 


NG) = NCUYR-' tS), Bis)y = DyRie,) [8. 84) 
可 以 学 出 
NDS)》 = NOOR CYRCGOD-' CS) 一 ND ts) (8, 85) 
这 表明 ,NCs}D-1(5) 也 为 (人 的 一 个 MFD。 进 而 ,基于 gcrd 构造 定理 ,有 
Des) R'is) I 
voi) | J= [je . 
区 DE) 0 机 Rts) (8B. BBY 


| 站 Tr -Te 
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将 上 式 右 世上 展 itv), 区 可 得 姑 
» FDOR Cs) _ Dis}y” frI] 
COL = bo |- L0J 
叮 以 看 出 . {DGD NG 最 大 右 公 因子 为 单 模 阵 天 籽 iD( ,NCs) 为 右 百 贰 ， 从 而. 证 得 
NGODD (9) 为 G063) 的 一 个 右 太 可 简约 MED， 
(7) 证 明 (43 的 在 在 性 和 庄 奇 定性 。 对 此 .由 和 NOD 10) 和 和 NG) 五 :为 不 可 篇 
约 , 并 利用 结论 85. 19 .可知 存 在 单 模 阵 已 使 成 立 ， 


(CB. 587) 


Nts) = NOONU(Ss), Dis} — DoTis) C8. BB) 

基 此 ,并 运用 导 (s) 一 NOOR 和 奋 (\) 一 站 CR 0 ,可 以 导出 
NG3) = NIWRG) 一 NOITUCYIRG)] 一 NG) Ts) (3. 89) 
Dls) = DOORGY = DOYIUCIRG)] = DCT) (8. 90) 


这 表明 ,存在 TC) 一 UC(DRCG) 使 式 (8.83) 成 立 . 存 在 性 得 让 明 。 进 而 ,由 Us) 为 单 模 和 
玉 (5) 为 非 奇 异 意味 着 了 (Cs 为 非 奇异 , 非 奇 全 性 得 证 。 证 明 完 成 ， 

结论 8. 24 [ 左 不 可 简约 MFD 和 左 可 简约 MFD 关系 ] 对 gXX 户 传递 陪 数 短 阵 Gs) 
的 任 一 左 不 可 简约 MFD DiCs}N.(s} 和 任 一 左 可 简约 MFD DL!)N, (4), 必 存在 gg 
非 奇 异 多 项 式 秆 阵 了 ,ts ,使 成 立 ， 

BD.) = TT (HD (), Ni{s) = TT (CIN, (,) (3.91) 

证 ”证明 过 程 类 同 于 结论 8. 238。 具 体 推 证 过 程 略 去 。 

(5) 不 可 简约 MFD 在 史密斯 形 和 不 变 多 项 式 意义 下 的 同一 性 

结论 8. 25 [ 右 不 可 简约 MFD 的 同一 性 ] 对 gxp 传递 函数 阜 阵 如 5 的 所 有 右 不 可 
简约 MFD， 


Gs) = NG D's), i 一 1 2 (8. 92 ) 
作成 立 ; (DDN ， 1 一 1,2… 具 有 相同 史密斯 形 ;iD D4;)， i 一 1,2,…' 具 有 相同 不 恋 款 
项 式 。 
证 《i 证 具有 相同 史密斯 形 。 对 此 , 据 结 论 8. 19 有 RN 一 NODDCS TD GD) 为 音 
模 阵 .7 一 2,3，…-。 再 令 A {3) 一石 (NE 为 Ai 史密斯 形 , 可 以 导出 
BCs) =UON (CIVs) = DOON, COUT! (Cs) Vs) 
=D ON OV CGY, j= 2,3 (8. 93) 
其 中 ,也 45) 一 五 Cs) 和 VC) 二 UIC5V(s) 均 为 单 模 阵 ， 这 表明 ,N,{;s) 具 有 和 相同 史密斯 
点 15 一 1，2.3.，…。 
it) 证 具有 相同 不 变 案 项 式 。 对 此 , 据 结论 8. 19 有 Do) 一 有 CD) DC9) 为 单 
模 阵 ,=2,3,……。 注 意 到 det U, (C5) 二 c 人 常数) ,可 以 导出 
detD, (,) =~ dertD, (sj detU,(s} = c,detD, (x) ‘8. 94) 
从 面 ,成 立 
detDi (Cs) oc detDs Cx) oe we oe detD,(s} oc … (8. 95) 
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即 屯 (ri 一 1,2 具有 相同 不 蛮 克 项 式 。 证 明 完 成 ， 
结论 8. 26 [ 左 不 可 简约 MED 的 同一 性 ] 对 gxXp 传递 函数 簿 阵 GCs) 的 所 有 左 不 叮 
简约 MFD， 
GCs) 一 D(x) Ni Cy}. f 一 1.2 ,++ (8.96} 
必 成 立 :D 和 NCW ,i 二 112,… 具 有 相间 史密斯 形 ; (i Di,(3) ,i 一 1.2,… 具 有 相同 不 变 
多 项 式 ， 
证 ”证明 这 程 类 司 于 结论 8. 25。 上 其 体 推 证 过 程 申 去 ， 
(6) 左 椒 可 简约 MFD 和 右 不 可 简约 MFD 的 美 系 
结论 8.27 [ 左 和 右 不 可 简约 MFD 的 关系 ] 对 gxXp 传递 函 数 夭 阵 G6) 的 任 一 友 不 
可 简约 MFD Pi ' CG)N(s) 和 任 一 右 不 可 简约 MFD NGCDD 1 (4), 必 成 阅 ， 
deg detD. (5s)} = deg detD's) (8, 97) 
证 据 第 10 章 中 给 出 的 MED 实现 理论 知 ,对 G(s) 的 右 不 可 简约 MFD NW)D- 1103)， 
维 数 为 deg detD(s) 的 实现 是 最 小 实现 ;对 G(s) 左 不 可 简约 MFD 有 CAN) 维 灶 为 
deg detp (5 的 实现 是 最 小 实现 。 并 且 ,G(Co 的 最 小 实现 必 具 有 相同 维 数 。 基 比 , 即 可 导 
出 趟 48.97》。 证 明 完 成 . 
(7) 不 可 简约 MFD 的 最 小 阶 性 
结论 8. 28 [不 可 简约 MFD 最 小 阶 属 性 ] 对 gxp 传递 阔 数 短 阵 Gs) 的 一 个 左 
MFD Di ts 和 一 个 在 MFD N(D 1(4) , 定 艾 它们 的 阶 次 为 
HL 一 deg detD, (Cs)}, mr 一 deg detDt,) {8. 98) 
则 Di'C5)Ni(s) 为 最 小 阶 当 且 仅 当 其 为 左 不 可 简约 MFD,NCJD :5 为 最 小 阶 当 上 且 仅 当 
其 为 右 不 可 简约 MEFD.。 
证 限于 对 右 MFD NC5) 矿 (5 进行 证 明 ,对 左 MFD 了 D YNi(s) 的 证 明 类 隔 . 
先 证 必 变 性。 已 知 NOD 1 Cs) 为 右 不 可 简约 , 欲 证 NG)D- 《5 为 最 小 阶 ， 对 此 ,由 
No (5) 为 G(s) 的 不 可 简约 MFD, 并 表 记 (5) 硬 -505) 为 Ci 的 任 一 在 可 简约 MFD, 据 
绪论 8. 23 可 以 导出 


N(s) 一 NC}YTCS), Dts) = DCTCS) (8, 99) 
其 中 ,TCs) 为 非 奇 异 。 由 式 (8.99) ,可 以 进而 导出 
deg detD(s) 一 deg detD(s) 十 deg detTs) (8. 100} 
一 由 T(s) 非 奇异 意味 着 deg detT(s}) 0, 由 上 上 起 还 可 得 到 
deg detD{s) > deg detDts) (CB. 101) 


这 表明 ,G(s) 的 任 一 右 可 简约 MFD NCs}D-' (5) 的 阶 次 都 必 大 于 任 一 右 不 可 简约 MED 
NG5D (3) 的 阶 次 。 从 而 ,不 可 简约 NCsyD '(s) 的 阶 次 为 最 小 。 必要 性 得 证 ， 

再 证 充分 性 . 已 知 N(WD 1s) 为 最 小 阶 , 徐 证 GD (G3) 为 右 不 可 简约 。 对 此 , 采 
用 反 证 法 , 反 设 Nts)D (5) 为 右 可 简约 。 据 结论 8. 23 证 明 过 程 知 ,通过 定 出 DC(s) 和 
NCs) 的 一 个 非 奇 异 最 大 右 公 因 子 RC), 可 由 
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NiO) = NNR ‘(Cs), Diy)y = DNR (i) 《8. 102) 
构成 右 不 可 简约 MED NG) 了 1(s)。 进 而 ,由 上 式 叉 可 导出 DC()RGS) 一 Dls) ,并 对 应 有 
deg de 用人) 十 deg detRts} = deg det 了 0》 ‘3. 103) 
而 中 (s} 为 非 奇 异 意味 着 有 deg det 及 (0, 基 此 并 由 上 上 式 吕 以 导出 
deg detDts} > depg detD'(s) ‘BB. 1047) 


这 表明 ,可 以 找到 NG it 使 其 阶 数 较 NC5) D105) 为 低 , 不 证 于 已 知 NO) 为 
最 小 阶 。 反 设 不 成 立 ; 即 Na 1(3) 为 右 术 可 简约 。 充 分 性 得 证 。 证明 完成 ， 
注 上 述 结 论说 明 , 最 小 阶 必 性 反映 了 不 可 简约 MFD 在 结构 上 的 最 简 性 . 


8.5 了 确定 不 可 简约 矩阵 分 式 描 述 的 算法 


不 可 简约 MFD 在 线性 时 不 变 系统 的 复 频率 域 分 析 和 综合 中 具有 基本 的 地 位 。 由 可 
简约 MFD 确定 不 可 简约 MFD 是 一 个 沼 明 到 的 基本 问题 。 本 节 的 内 容 着 重 于 介绍 有 关 
这 个 问题 的 几 种 常用 算法 。 


基于 最 大 公 因 子 的 算法 


这 里 讨论 的 问题 是 ,对 传递 函数 矩阵 G(s) ,在 已 知 其 可 简约 MFD 万 () 方 ，(s) 或 
Di (sy NLCs) 的 前 提 下 ,由 府 (s)D-'(s) 确 定 不 可 简约 NCD 5) 由 有 Co)N (C3) 确定 
不 可 简约 DD. ' (5)N, (5)， 

对 基于 最 大 公 因 子 的 算法 ,理论 依据 为 上 节 中 指出 过 的 如 下 结论 。 

结论 8. 29 [基于 最 大 公 因 子 算法 依据 】 对 gxp 传递 函数 矩阵 GG), 表 从 CD-1(s) 
为 任 一 右 可 简约 MFD,pxp 多 项 式 答 阵 民 (s} 为 应 (s) 和 NN(s) 的 一 个 最 大 右 公 因子 且 为 
非 奇 异 ,那么 若 取 

NI 一 睛 (有 05)， Des) = DiyR (sy 《8. 105) 
则 NA)D- G5) 作为 GCs) 的 一 个 右 不 可 简约 MFD。 对 偶 地 , 表 Dz! (syN, its) 为 任 一 左 可 
简约 MFD,qxg 多 项 式 和 矩阵 RG) 为 记 .(s) 和 认 .(5) 的 一 个 最 大 左 公 因子 且 为 韭 奇 异 , 那 
么 车 取 


NOY = RNIN, Dl(s) = Re CBD, Gs) ‘8. 106) 
网 Di CDNLEs) 必 为 G(s) 的 一 个 左 不 可 简约 MFD， 
算法 8. 2 [确定 右 不 可 简约 MFD 算法] 给 定 qxp 右 可 简约 MFD 讲 (5)D (5s) ,要 
求 确定 一 个 右 不 可 简约 N(s}D-' (3)， . 
Step 1: 计算 石和 六 (9 的 一 个 最 大 右 公 因子 pXp 多 项 式 失 阵 RCs)， 
Step 2: 计算 RG 的 逆 RR (1)，。 
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Step 3; 计算 NG 一 有 (及 1!(s) 和 D(Cs) 一 DCs}yR 5)， 
Step 4: 组 成 Nt5)D 'tis) 即 为 所 求 一 个 右 不 可 简约 MFD。 
Step 5: 停止 计算 。 

例 8.8 给 定 2x2 可 简约 右 MFD ND (0s): 


> s stsc+ 1y’ 四 Cs 1 Cs 2 0 1 
NG =| ,|， Dew =| ， | 
— ss 1 一 十 1 0 《一 
要 求 确定 一 个 右 不 可 简约 MFD NM 了 1'(3)， 
首先 . 定 出 五 (>) 和 六 人) 的 一 个 最 大 去 公 因子 Rs); 
1 ( 1)° 
R(ts) = | s+ 1) | 
一 《x 二 之) 0 
对 R(s) 求 道 ,得 到 
l 
Ga 
(ss 
R!i(s)y = 十 “1 
1 l 


(is 二 1 {ts 二 1):Cs+ 22) 
于 是 ,所 求 一 个 右 不 可 简约 MEFD 为 NCID-'ts), 其 中 
N(s) =N()R Cs) 
__1 
《3 十 2) -| $ 器 
1 1 | | | 
ts 二 + 1 (s+ 1 (sd 2) 


-| $8 "| 0 


sts 二 1) 一 5 十 133 


Dls)y DVR ts) 


0 l 


[Gt 0 G2 
0 ec 1 1 

4 十 1 (5 十 1)3205 十 2) 
-| 一 (十 Dr 十 2 
Lt 2) (s+ 2) | 


算法 8.3 [确定 左 不 可 简约 MFD 算法 ] 给 定 gXp 左 可 简约 MFD Dr'(s) N, (Cs), 
要 求 确定 一 个 左 不 可 简约 Di' (sON Cs) 。 

Step 1: 计算 BB(s) 和 访 ,《s) 的 -个 最 大 左 公 因子 9Xg 多 项 式 和 矩阵 RL(s)， 

Step 2; 计算 RLC5) 的 逆 R's5)， 

Step 3; 计算 Ai (=Ri'CONLCG) 和 DCs)=R-'(DD, (5). 

Step 4: 组 成 D7 (ONLts) 即 为 所 求 一 个 左 不 可 简约 MFD， 

Step 5; 停止 计算 。 


TE a 
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基于 最 大 公 因 子 构 造 定 理 的 算法 


对 基于 最 大 公 因 子 构造 定理 的 算法 ,理论 依据 为 最 太公 因子 构造 芙 系 式 的 如 下 结论 。 
结论 8. 30 [基于 最 大 公 因 子 构 造 定理 算法 依据 ] 给 定 gxp 传递 铺 数 和 矩阵 如 {5), 设 
上 (5 五 - 158) 为 任 一 右 可 简约 MPFUD,EC5) 为 (p 十 gp 十 的 单 模 阵 , 使 成 立 ， 


[5 [ 

[ 一 | 《名 107) 
LN(Gs) 心 

pp 密 项 式 怎 阵 素 (sxs) 为 5(o 和 号 (5 的 一 个 最 大 右 公 因子 ， 再 表 


有 3 
VC Veals), 
其 中 ,W405) 为 Xp 阵 ,Va(9) 为 gXp 阵 ， 则 Wo (OVii(D) 必 为 府 (o)D-1(s) 的 一 个 右 不 
可 简约 MFD。 对偶 地 , 设 Di' (5)Ni CD) 为 任 一 左 可 简约 MPFD,DL CI 为 Cg 十 py x (g++p) 
单 模 阵 ,使 成 立 : 


Us) = Vs) = | (C8. 108) 


[DCs) NOOO = [RG) 中 (8. 109) 
4X9 多 项 式 和 矩阵 有 C5) 为 DD,(s) 和 和 NLC3) 的 一 个 最 大 左 公 因子 。 肯 家 
Vints) Vtls) 
Viats? yo 
其 中 ,Vs) 为 gxg 阵 ,Vosks5) 为 gxp 阵 。 则 VolCOVos C8) 必 为 了 zi G3) 记 (35) 的 一 个 
左 不 可 简约 MFD.， 
证 限于 对 右 MFD N(s)D-1(s) 进 行 还 明 , 对 左 MFD D; (C3)R, (G3) 的 证 明 类 同 。 对 
此 ,由 式 (8. 1077 可 以 导出 
五 (5) R{s} Vt{s) Vls) -rRes) Vi Ce) Rs) 
[so] 0 上 | vl 0 上 vy Re)] ‘8. 111) 
基 此 ,并 考虑 到 Rts) 为 非 奇 异 , 又 可 得 到 
Ya = NORIO), Vu(s) = DYR Es) (8. 112) 
据 结论 8. 29 知 ,Va (DVD 为 语 (5) 历 1(5) 的 一 个 右 不 可 简约 MED. 证 明 完 成 。 
算法 8.4 [确定 右 不 可 简约 MFD 算法 ] 给 定 gxp 右 可 简约 MFD (CS 万 -1(5) ,要 
求 确定 一 个 右 不 可 简约 MEFD。 
Step 1: 对 六 (5 和 碎 (s) , 定 出 一 个 (2 二 0 x (p- 十 g) 单 模 阵 (sy 合成 立 ， 


Dis) 
DC j= [|] 
Nis) 0 


其 中 ,RCG3) 为 pxXp 最 大 右 公 因 子 。 
Step 2; 计算 单 模 阵 CCs) 的 着 并 分 块 化 ， 


U's) 一 Vis) 一 | 8. 110) 


ea 
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， Vnls) Vatsy 
UD YD Iy, 0 v 0] 
其 中 ,Vi (5) 为 Xp 阵 ,Vay (5) 为 qxp 阵 。 
Step 3: 组 成 Vota)Vnits) 即 为 所 求 的 一 个 右 不 可 科 约 MFD。 
step 4: 停止 计算 ， 
算法 8.5 上 确定 左 不 可 简约 MFD 算法 ] 给 定 gxp 左 可 简约 MFD DBD, !(s)N, (3)， 
要求 确定 一 个 左 不 可 简约 MFD。 
Step 1: 对 DL(3) 和 NLC), 定 出 一 个 (gq 十 pp) Xtq+p) 单 模 阵 DCs) 使 成 立 : 
[五 (> NCIJU ts) = [RC 0] 
其 中 ,RL(s) 为 gxXg 最 大 左 公 因 子 。 
Step 2: 计算 单 模 阵 DCs) 的 道 并 分 块 化 ; 
Vi ls) Va C5) 
Uris) = Wts) | | 
Vatsy Vi (Cs) 
其 中 ,Yi (9) 为 gxg 阵 ,Wis(5) 为 GaX 户 阵 。 
Step 3: 组 成 YE CsYusfs) 即 为 所 求 的 一 个 左 不 可 简约 MFD 
Step 4: 停止 计算 。 


由 右 可 简约 MFD 确定 左 不 可 简约 MFD 的 算法 


算法 8. 6 [由 右 MFD 确定 左 不 可 简约 MFD 算法 ] 对 4X 声 石 可 简约 MFD 
(5) 奋 1(s) ,要 求 确 定 一 个 左 不 可 简约 MED DLCsIN, CS) 
Step 1: 对 pxXp 的 DC) 和 qxp 的 译 (s) ,组 成 矩阵 方程 ， 


a 


~ 加 Ds) 
Re meol[aco] -。 
[ i 05)] Nis) 


求 出 多 项 式 和 矩阵 对 解 {D,(s) ,NLCGs)}, 且 成 立 祖 7 (OR (5) 一 训 C 石 -CD 

Step 2: 判断 {D(C;s)， 入,(s)} 的 左 互 质 性 ， 若 为 左 互 质 , 取 

Di(s) = D, ts), Ni (s) = N, (s) 

并 去 到 Step 6; 若 为 非 左 互 质 ,进入 下 一 步 。 

Step 3: 对 [DD (5) NL(s)] 利 用 列 初等 运算 , 求 出 {DBD, (5)， NL(s)) 的 一 个 gxq 最 大 
诺 公 因子 Ri(s)。 

Step 4: 计算 有 RC(5) 的 道 R110)， 

Step 5: 计算 Di (G5) =R CB, (6) 和 Nt(s) = Ri (CN, C5). 

Step 6: 组 成 Dr Cs)NL(s) 即 为 所 求 的 一 个 左 不 可 简约 METD、 

Step 7: 停止 计算 。 

例 8.9 给 定 2X3 右 可 简约 MFD NCWDB-'s). 


OT 
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$ 0 sts 十 1 人 ° | 
ts) 一 | sl 2 jt Dis) 二， 用 0 
[ Q 0 ss 2)1 
要 求 确定 一 个 左 不 可 简约 MFD Di'(s) Ni(s)。 
首先 ,组 成 并 求解 矩阵 方程 ， 
5 十字 0 0 | 
一 Bt 一 有 rs 一 有 af an(s) qts) “ 了 9 
0 — bls) — bls) anls) 2 | 
了 0 st# 二 1) 
0 s 十 1 十 之 
容易 定 出 ,一 组 解 为 
bu (Cs) — s, bf 一 YY 十 1， aa 一 2 十 1 
bo C3) = ss 2), bts) 一 十]， bis(s} 一 站 十 4 
atks) 一 3 十 2 Rss) = 
Qazi (ts) = (s+ 2)°， dz Cs} = 
于 是 ,得 到 
Bs) 二 [eS |- | s 十 2 2 ] 
Gazi(s) ara Cs) (s+ 2 
N.Cs) = [ bs ts || 5 5 十 1 33 十 1 | 
Boats) boats) bry ls) sts 十 2) 5 一 1 十 4s 十 2? 


经 判断 知 , (DC ,N.Cs)} 为 非 左 互 质 。 进 而 , 定 出 {B.G3), 六 (5)} 的 一 个 2X2 最 
大 左 公 因 子 RL (5). 


1 1 
Ri1s) -| | 
5 十 2 1 
再 计算 道 ROCs), 有 
__l 1 
Ri =| :11 +] 
3 十 2 1 
5 十 1 十] 
在 此 基础 上 ,可 以 定 出 所 求 的 一 个 左 不 可 简约 MFD 为 D-' CON.Cs) ,其 中 
.1 1 
DC) =RPO 记 CD | :1 +l | s 十 2 ?]- [1 
+ 二 2 1 Cs 二 2)2 ys 0 2 
3 十 ] s 十 1 


Nits) — Ri! (ON, Cs) 
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| 
t 
十 
-一 


5 “一 】 2 十 1 | 


stys 2) 4 二 1 人 十 4 十 了 
| 5 十 1 FI| 


「 0 “十 
La so1 s 4 
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传递 函数 算 阵 的 可 简约 MEFD 和 水 吓 简 约 MED 具有 不 性 一 属性 。MFD 的 下 惟一 性 
可 能 导致 对 某 些 癌 题 分 析 上 的 不 方便 。 传递 孙 数 第 阵 的 MFD 惟一 化 的 途径 是 对 MFD 
分 母 矩 阵 限 定 为 规范 形 而 得 到 规范 MFD， 本 节 是 对 埃 尔 米 特 形 MFD 和 婆婆 夫 形 MEFD 
的 一 个 简短 的 讨论 。 


埃 尔 米 特 形 MFD 


对 gxp 传递 函数 矩阵 GCs), 给 出 列 埃 尔 米 特 形 MFD 和 行 埃 东 米 特 形 MFD 的 
定义 。 

定义 8.5 [ 列 埃 尔 米 特 形 MFD] 称 gxp 的 NatsyDnt(s) 为 传递 函数 逢 阵 Gs) 的 
列 埃 尔 米 特 形 MFD, 如果 pxp 分母 矩阵 Dnts) 具 有 列 埃 尔 米 特 形 ， 
di ts) 
dals} dals) 


Duts) = (8. 113» 


dps) dpats) i doo Cs) 
其 中 
(i) 对 角 元 d, (5) 为 首 ] 针 项 式 ,i 一 1,2,…,p。 
(ii) 当 di (s) 为 请 ;多项式 ,满足 关系 式 degd, (全 dego (3),j 一 1,2,,i 一 1; 当 
dz. (5 一 ] ,满足 关系 式 d,(s)==0, j 二 1,2401 ,i 一 ]。 
定义 8.6 [ 行 埃 尔 米 特 形 MFD] 称 gxp 的 Dil(syNin(s) 为 传递 函数 矩阵 GCs) 的 
行 埃 尔 米 特 形 MFD, 如 果 gxg 人 分母 箱 阵 Dints) 具 有 行 埃 尔 米 特 形 ， 


du ts) ina ty) Se | 
三 i) i 过 §) 

Dnts) = EN Fats (8. 114) 
| 


其 中 
《iD 对 角 元 dL, ts) 为 首 1 多 项 式 ,i 一 1,2,*…,g， 


I eC 
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(ii 当 吕 5 为 会 5 多项式 ,满足 关系 式 degdis Cx) 人 degditsly 7 一 1,2 ,1 一 1; 当 
ds 一 1 满足 基 系 式 d,s5) 一 0, jy 二 1,2,r ,1 一 1。 
注 按 MFD 实质 ,也 称 列 埃 尔 来 特 形 MFD 为 埃 尔 米 特 形 右 MFD, 行 埃 尔 米 特 形 
MFD 为 埃 尔 米 特 形 左 MFD， 
下 面 , 进 而 给 出 埃 尔 米 特 形 MFD 惟 一 性 的 结论 。 
结论 8. 31 [ 埃 尔 米 特 形 MFD 惟一 性 ] 对 9X 户 传递 函数 托 阵 G@ts) ,其 所 有 不 可 简 
约 右 MFD 均 具有 相同 列 埃 尔 米 特 形 MFD Ni Cs)Du16s) ,其 所 有 不 可 简约 左 MFD 均 具 
有 相同 行 埃 尔 米 特 形 MFD Di (oY Ni (3)。 
证 限于 证 明 不 可 简约 看 MFD 情形 ,对 不 可 简约 左 MFD 可 类 同 证 明 ， 
设 NBD 3) 和 (Cs)Pe 0s) 为 传递 函数 矩阵 GCs) 的 任意 两 个 不 可 简约 右 MED、 
据 两 个 不 可 简约 右 MFD 关系 属性 知 , 必 存 在 一 个 pXp 单 模 阵 Us) 使 成 立 ， 
Dts) 一 了 CD， Nils} 一 N: Co)U,) {8. 115) 
峡 由 列 埃 尔 米 特 形 性 质 知 ,Ds(s) 和 D. (syUts) 具 有 相同 列 埃 尔 米 特 形 , 即 Dt 和 D. ts) 
具有 相同 询 埃 尔 米 特 形 Dn《s}。 并 颖 ,相应 地 可 以 导出 
NI CIDY Ss) = Nn (sy DE Cs), NHIDs 5) = NotsjDailsy (8.116) 
进而 ,由 上 式 还 可 证 得 
Nntsy = NINOD CD ts} = NC Di Cy Drits) 一 Nls) (83. 117) 
基 此 ,并 表 Nn C59) 一 Nog (5s) 一 Nu(s) ,可 由 式 (8. 116) 得 到 
NI COD (3) = Nts Dis) = Nit Dy (0) (8.118) 
从 而 ,由 NCODr'(s) 和 Ns (3s)Dz!(s) 的 任意 性 ,证 得 Gts) 所 有 不 可 篇 约 右 MFD 具有 相 
同 列 埃 尔 米 特 形 MFD。 证 明 完 成 。 


波 波 夫 形 MFD 


对 9gX 户 传递 函数 矩阵 G(s) ,给 出 波 波 夫 形 右 MFD 和 和 波 波 夫 形 左 MEFD 的 定义 。 

定义 8.7 [ 波 波 夫 形 MFD] 称 gxp 的 Ne (syDDz' 《si) 为 传递 函数 矩阵 6G(s) 的 滤波 
夫 形 右 MFD, 如 果 祖 X 户 分 母 矩 阵 卫 eg(s) 具 有 波 波 夫 形 ; 称 4X 疡 的 Pie 为 传递 
函数 矩阵 G(s) 的 波 波 夫 形 左 MEFD, 如 果 gxg 分 母 矩 阵 了 bz(5 具 有 波 波 夫 形 。 

下 面 ,给 出 着 波 夫 形 MFD 惟一 性 的 结论 ， 

结论 8. 32 [ 波 波 夫 形 MFD 惟一 性 ] 对 gxp 传递 函数 矩 阵 G(s), 所 有 不 证 简约 右 
MFD 均 具 有 相同 滤波 夫 形 右 MFD Ne (sy Dz! (s), 所 有 不 可 简约 诺 MFD 均 具有 相同 波 
波 夫 形 左 MFD Dia (sy)Nicts). 

证 限于 征明 不 可 简约 右 MFD 情形 ,对 不 可 简 药 左 MFD 可 炎 同 证 明 。 

设 ACID 和 ms(5Dzi0y) 为 传递 函数 矩阵 G(s) 的 任意 两 个 不 可 简约 右 MFD， 
表 和 eCs)Die (s) 积 Nze (5)DE(s) 为 它们 的 波 波 夫 形 右 MFD， 据 两 个 不 可 简约 右 MFD 
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关系 属性 知 , 必 存在 一 个 px 单 模 阵 UCs) 使 成 立 ， 


Dt(s) = D(AUts), Nts) — Ns Cs)U (Cs) (8. 119) 
再 表 Pest) 为 DsYUCs) 的 波 波 夫 形 , 则 由 波 波 夫 形 性 质 和 式 (8. 119) 有 
Dsls) 一 Hoe ts) 一 了 EC 一 Dees} (8, 120) 
相应 地 ,又 可 导出 
Nets) 一 EN Cs Dr (s) |De ts) 汪 [Ns Di! Cs) IDe ts) 一 RE 一 Nr Cs) 
8, 121) 


从 而 ,证 得 G(s) 所 有 不 可 简约 右 MFD 具有 相同 波 波 夫 形 厂 MFD NDS) 

基于 土 述 结论 及 其 证 明 过 程 ,进而 给 出 确定 波 波 夫 形 MFD 的 算法 。 

算法 8. 7 [ 波 波 夫 形 MFD 算法 ] 对 gxp 传递 函数 纪 阵 G(s), 要 求 确定 波 波 夫 
形 MFD., 

Step 1: 车 确定 波 波 夫 形 右 MFD( 或 波 波 夫 形 左 MFD) , 定 出 G(s) 任 一 不 可 简约 右 
MFD N(s)D 1G) (或 任 一 不 可 简约 左 MFD Dy (5Ni(s))， 

Step 2: 判断 Dis) 列 既 约 性 (或 D,(s) 行 既 约 性 )。 车 了 (5) 列 既 约 (或 D5) 行 妈 
约 ) ,去 到 Step 5; 若 D(s) 非 列 既 约 (或 BCs) 非 行 既 约 }, 进 入 下 一 步 ， 

Step 3: 司 找 -个 pXp 单 模 阵 VCs) (或 gxg 单 模 阵 V0s)) ,使 了 CV 为 询 既 约 
(或 Vi(0D,cs) 为 行 既 约 )。 

Step 4: 计算 

DOG) = DIV (或 D0) = VD, (0)) 
NG 二 NCOOVG) (或 Ni = VC)N (0)) 

并 去 到 Step 6。 

Step 5: 表 有 5 一 及 (5 (或 访 (53) 一 雇 (5)),N(s) 一 N(s}( 或 NL Cs) = NL (Cs)), 

Step 6: 采用 波 波 夫 形 算法 ,计算 DG5) 波 波 夫 形 De(s) (或 D,(;) 波 波 夫 形 Di.e(s)), 

Step 7: 计算 NE() 一 GG) De(s) (或 Nets) = Drta)Ges)) 

Step 8: 所 求 结 果 ， 

右 波 波 夫 形 MFD Ne (syDe' (sy)( 或 左 波 波 夫 形 MFD Ni ts} Drels}) 
Step 9: 停 止 计算 ， 


8.7 小结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 。 本 章 是 对 作为 线性 时 不 变 系统 复 频 率 域 模 型 的 矩阵 分 式 描述 即 
MFD 的 一 个 系统 性 的 介绍 。MFD 在 复 频率 域 方 法 中 的 角色 和 重要 性 类 同 于 时 间 域 方法 
中 的 状态 空间 措 述 ， 但 两 者 具有 不 同 的 属性 ,状态 空间 描述 属于 系统 内 部 描述 ,MFD 属 
于 系统 外 部 描述 。 表 征 MFD 的 两 个 基本 特性 是 真性 严 真 性 和 不 可 简约 性 。 
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(2) MFD 的 真 手 和 严 真 性 的 意义 和 实质 。 内 涵 上 ,在 分 母 矩 阵 为 既 芍 前 提 下 , 若 分 
耶 范 阵 的 列 / 行 次 数 均 小 于 等 于 分 峡 和 矩阵 的 对 应 列 / 行 次 数 则 MEFD 为 真 , 若 分 子 息 阵列/ 
行 次 数 均 严 覆 小 于 分 母 矩阵 对 应 列 / 行 次 数 则 MFD 为 严 真 。 直 观 上 ,MFD 真性 严 真 性 
剧 瑰 其 所 代表 系统 的 物理 可 实现 性 ,系统 满足 因果 性 和 可 用 现实 物理 元 件 构 成 , 当 且 公 当 
系统 为 真 或 严 真 。 

《3) MFD 的 不 可 简约 性 的 意义 和 实质 。 不 可 简约 性 是 对 MFD 结构 最 简 性 的 一 种 表 
征 。 内 池上 ,MEFD 为 不 可 简约 当 且 仅 当 其 分 母 矩 阵 和 分 子 和 矩 阵 的 最 大 公 因 子 为 单 模 阵 。 
直观 上 ,MFD 不 可 简约 性 反映 MFD 的 最 小 阶 属性 ,MFD 的 阶 次 定义 为 其 分 母 矩 阵 行列 
式 的 次 数 。 

《4) 规范 MFD 的 意义 和 实质 。 规 范 MFD 的 提出 起 轨 于 传递 画 数 矩 阵 不 可 简约 
MFD 的 不 惟一 性 。 规 范 MFD 类 型 包括 埃 尔 米 特 形 MFD 和 波 波 夫 形 MFD, 即 分 母 矩 阵 
分 别 限 定 为 埃 尔 米 特 形 和 波 波 夫 形 。 规 范 MFD 的 基本 属性 是 满足 惟一 性 , 即 传 递 应 数 
矩阵 所 有 不 可 简约 MFD 具有 相同 埃 尔 米 特 形 MFD 和 波 波 夫 形 MFD， 


习 题 
3.1 确定 下 列传 递 函 数 矩 阵 G0) 的 一 个 右 MFD 和 一 个 左 MFD， 
25 十 1 5 
Ges = C1] 5 5s 二 4 
1 25 十 5 


5 一 3 十 75 十 ]2 
8.2 确定 下 列传 递 画 数 和 矩阵 G6sy 的 三 个 阶 次 不 等 的 左 MFD， 


stl 2 1 
全 5 


GCs} = 


+ 
5 十 2 s+ 
8.3 给 定 传 递 函 数 和 矩阵 上 GC) 的 一 个 左 MED， 


于 9 Ts 十 1 0 

co =| 四 |” | 
试 :(i) 确定 MFD 是 否 为 最 小 阶 ;人 i) 如 是 . 求 出 男 一 个 最 小 阶 MFD; 如 否 , 求 出 其 最 小 阶 
MFD. 

3.4 ”确定 下 列传 递 晒 数 和 矩阵 G5) 的 左 MFD 的 一 个 右 MFD， 

了 一半 ] [+ 5 一 2 | 
0 全 一 4 Ey 25 一 4 # 十 2 
3.5 判断 下 列 各 传递 函数 矩阵 G05) 为 非 真 、 真 或 严 真 ， 


G(s) = | 
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3 
1) CC 一, oil 0 | 
i 3 十 3 6 | 
本 c ) 下 十 2 十 1 35 十 ] 
C11) Gs i 十 23 十 1 
| 于 十 2 十 5 
"sy 
s 十 1 3 
《ii Gs) 一 
ss 二] 
st5 才 2} 


8.6 判断 下 列 各 MFD 为 非 真 . 真 或 严 真 ; 
.二 十 5 十 1 5 于 sf 十 $7 ! 
| 于 十 1 25 | s 十 1] | 
Tl st rs 1 sl 
加 | 3 | 2 

3.7 判断 下 列 各 MFD 是 否 为 不 可 简约 : 


s 十 1 0 | ! 
<s—1)tst+2) s—1 


fs 0 TIrs+l 0 
ci) | | | | 
1 一 s 十 ] 1 1 


.Ts 0 s 0 7 
【ii | 
2 十 1 JJL 一 下 十 5 十 1 一 s 十 1J 


8.8 确定 下 列传 递 函 数 和 矩阵 Cks) 的 两 个 不 可 简约 右 MFD， 


《il [十 2 + 


1 ss 十 1 
了 S$ 
Gs) = 
5 十 1 3 
5 十 之 8 十 了 


8.9 说 4 (5)B(s) 二 有 A 1(3)BCs) 均 为 不 可 简约 左 MFD, 试 证 明 V(5D 一 A(5)A-1(s) 
为 单 模 阵 ， 
8.10 设 Gts) 一 及!(s)B(s) 为 任 一 可 简约 左 MED,LG3) 一 gcld{A(5), 有 BCo)} ; 现 取 


总 [51 一 天 (AC 和 OO Bi) mL-! (5) BCs), 试 证明 -CB 为 G05) 的 一 个 不 可 简约 
左 MED， 


8. 11 证 出 下 列 可 简约 右 MFD 的 一 个 不 可 简约 左 MEFD， 
3 2 2 、 和 2 3 1 
Grey 二 [ 十 5 十 5 二 1] 5 | 十 5 号 | 
下 十 1 2s 十 1 一 让 十 2s 
8. 12 设 gXp 的 4 ，(5)BB(5) 为 一 个 可 简约 左 MFD,Y(s) 为 俩 
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[ACsy BO]Yes) = [Les 0] 
的 一 个 单 模 阵 ,Lis) 为 Acs) 和 BCs} 的 一 个 geld。 再 表 
}a 


Vits) = Us) = | ee | 
| 


Un (ts) Lys Cs) 
— yp 
9 
试 证 明 ;D5 (500sa(3) 为 及 ~!(5)BCs) 的 一 个 不 可 简约 左 MFD， 


8.13 对 下 列 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 状态 空间 描述 , 试 定 出 系统 传递 函数 矩阵 


GCs) 的 一 个 右 不 可 简约 MFD， 
1 2 1 0 ] 
wit 1 | 0 
0 3 ?| 1 1 
0 
1 


1 1 
”一 | | 
8.14 给 定 一 个 右 MFD N(s)D 1(;3) ,其 中 
十 25 1 
3 十 4s 一 4s 十 3 3s- ,] 
试 论证 ; 对 任意 2x2 凶 项 式 窗 阵 NGNCDD TCs) 必 为 不 可 简约 。 


Dis) = | 


第 9 章 
传递 函数 矩阵 的 结构 特性 


传递 函数 第 阵 的 结构 特性 是 复 频率 域 分 析 和 综合 的 基础 传递 函数 矩阵 结构 特性 由 
极点 零点 分 布 属性 和 极点 零点 不 平衡 属性 表征 。 前 一 属性 决定 系统 的 稳定 特性 和 运动 行 
为 ,后 一 属性 反映 系统 的 奇异 特性 和 奇异 程度 。 本 章 是 对 传递 函数 卸 阵 结构 特性 的 较为 
系统 的 讨论 。 主 要 内 容 包 括 史 密斯 -麦克 米 伦 形 .极点 和 零点 .评价 值 . 零 空间 和 最 小 多 项 
式 基 .导数 等 。 


9.1 史密斯 -麦克 米 伦 形 


史密斯 - 才 克 米 伦 形 实质 上 是 有 理 分 式 抵 阵 的 一 种 重要 的 规范 形 ,由 才 克 米 伦 
(B，MecMiltan)1952 年 在 推广 多 项 式 矩 阵 的 史密斯 形 基 础 上 提出 。 史 密斯 -麦克 米 伦 形 
为 定义 和 分析 多 输 人 多 输出 线性 时 不 变 系统 传递 画 数 握 阵 的 极点 和 零点 提供 了 重要 的 概 
念 性 和 理论 性 工具 。 本 节 内 容 包 括 史 密斯 -麦克 米 伦 形 的 定义 和 特性 。 


史密斯 -麦克 米 伦 形 及 其 构造 定理 
首先 ,给 出 史密斯 -麦克 米 伦 形 的 定义 。 


定义 9.1 [史密斯 -麦克 米 伦 形 ] 称 秩 为 + 的 gXp 有 理 分 式 和 矩阵 为 史密斯- 右 克 米 
伦 形 Ms) , 当 且 仅 当 具有 形式 ， 


ET ET 
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MK = ”i (9.1) 


黄 中 ,16 0 网 人 为 互 质 ,= 1 ,2 ,Fr; 

4 甸 足 整除 性 外人 | 作 人 和 E 人 EC i=1,2, rl, 

进而 ,给 出 更 密 斯 - 喜 克 米 伦 形 的 构造 定理 。 

结论 9. 1 [史密斯 -麦克 米 伦 形 构造 定理 ” 对 gX 思 有 埋 分 式 定 阵 嫩 Cs) , 设 

rankeGts) = 7 A minig, pl} 

则 必 存 在 gxXg 和 pxp 单 模 矩 阵 U(s) 和 Vs) ,使 变换 后 传递 函数 矩阵 UDGCGOV(s) 为 
史密斯 -麦克 米 伦 形 Ms)， 

证 令 多 项 式 305) 为 GG 7 所 有 元 有 理 分 式 的 最 小 公分 母 , 则 GCs) 可 表 为 


i . 
Gis) = A Ns) 【号 , 27 
其 中 ,Nts) 为 包 项 式 短 阵 。 基 此 ,可 以 导出 
NisS} = dts}G(s) (C9.,3) 


理由 多 项 式 和 矩阵 的 史密斯 形 构 造 结论 知 ,存在 gxXg 和 名 xz 单 模 矩 阵 节 (5) 和 V(s) ;可 使 
多项式 矩阵 NCsj 即 d(s)Gts}) 化 为 史密斯 形 , 即 


Al Cs) 
UCIAdDGGIV) = A ts) = : 网 0 (9.4) 
0 0 
将 上 式 等 式 两 边 乘 以 1/dts), 可 以 得 到 
Alts) : 
dats) 
. :0 
M(s) = TCDGCOYVCD 一 全 一 ie (9.5) 
ds) . 
0 0 
考虑 到 对 角 元 有 理 分 式 
A Cs /ds), fo= ] ,2 六 9.6) 
中 可 能 包含 公国 子 , 消 去 公函 子 使 有 
A,Cs) é, (5) 


2 ps 1 《5 由 (3 百 质 《9.71 
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于 是 ,将 式 (9,7 了 代入 式 (9.5) ,就 可 得 到 


M(s) = UCYCGCOVES) = (9. 8) 


且 由 整除 性 X03) 14, 05), 还 可 导出 如 下 整除 美 系 ，; 


ES ds) Els) EC [ECs) 
pts) | Writs) .ts) ws) 


等 价 地 , 清 足 整除 性 多) | 如 (和 Gs)iey. (9) ,1 一 1,2,1 ,Fr 一 1。 据 定义 9.1 知 , 上 述 
导出 的 M(s) 为 史密斯 -麦克 米 伦 形 。 从 而 ,存在 单 模 算 阵 对 {UCs) ,Vs)) ,可 俩 变换 后 算 
阵 UCOGCOVY(s) 化 为 史密斯 - 老 克 米 伦 形 。 证 明 完 成 。 

例 9.1 导出 如 下 2Xx2 严 真有 理 分 式 矩阵 Gy) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 ， 


atls) 


即 


(9.9) 


号 4 
Cs 1)° 2): Cs 2 
Gom = 5 十 《s 十 十 2 


ky 人 
C2 {2 
首先 , 定 出 G(s) 各 元 有 理 分 式 最 小 公 和 分母 Qts) 和 相应 分 子 老 项 式 外 阵 Nis) ,有 
§ ses 1 | 


dls = {ts liCs + 2)’, Nis) 一 | 
sts 二 17 一 十] 


进而 , 取 单 模 阵 对 {DC5) ,Csy) 
vc 一 | ,| vc = | 0 


ts 二 1) 1 ] 
化 NN(s) 为 史密斯 形 
各 (5)] =U)NGIVCs) 


-| 1 "| s sts+t+ 1): Tr 四 
4 十 1 工 一 5 十 1 一 5 二 10 1 


=- 
Lo at 十 1)205 十 2) 
最 后 ,将 上 式 等 式 两 边 乘 以 1/d(3s) ,可 以 导出 


是 
-一 0 
3 十 1) 人 2 
M(s) — A -UVCOVH) 二 | 十 了 全 十 2 
和 0 5 (5 十 [fs 十 2) 


《3 十 1105 十 2 
消去 上 式 中 各 对 角 元 有 理 分 式 的 公 因 子 ,就 即 得 到 ct5) 的 史密斯 - 玫 克 米 伦 形 M(5) 


ro Who -ea sn 


第 3 章 传递 少数 矩阵 的 结构 特性 
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-0 | 
[GT DG | 

TY TU = 1 
四 


0 


5 二 2 


并 且 . 可 以 看 出 ,上 述 得 到 的 史密斯 去 克 米 伦 二 时 {3 不 再 保持 为 严 真 ， 


史密斯 -麦克 米 伦 形 的 基本 特性 


下 面 ,给 出 史密斯 -麦克 米 伦 形 MC;) 的 一 些 基 本 特性 ， 

M5) 的 惟一 性 

结论 9. 2 LMCs} 惟 一 性 ] 有 理 分 式 矩阵 Gs) 的 史密斯 - 胡 克 米 伦 形 MGO 为 惟一， 

(2) 单 模 变 撞 阵 对 (Cs),， Vs)} 的 不 惟一 性 

结论 9. 3 [ 单 模 变 搞 阵 对 不 惟一 性 ] 化 有 理 分 式 年 阵 G(s) 为 史 窒 斯 -麦克 米 伦 形 
星 (3) 的 单机 变换 阵 对 {UC5) ， Vis)} 椒 惟一 。 

C3) MC5) 的 非 保 真 属性 

结论 9.4 LM(s) 非 保 真 属性 ] 严 真有 理 分 式 和 矩阵 Gts) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 MM(s) 
不 具有 保持 严 直 属性 ,M's) 莅 至 可 能 为 非 真 。 

注 不 其 有 保 真 属性 的 大 因 是 ， 单 模 变 换 阵 对 {UC ,VG)} 的 引 人 , 0 能 
会 在 Mts) 中 附加 引 人 莱 子 *, 上 二 1,2,…。 例 9.1 属于 这 类 情 彤 ,其 中 Cs 为 严 真 ,但 其 
史密斯 -麦克 米 伦 形 My) 为 非 真 ， 

(4) 非 奇 异 Cs 的 属性 

结论 9.5 [ 非 奇 异 G(s} 属 性 ] 对 gxg 非 奇异 有 理 分 式 矩阵 G(s) ,成 立 关 系 式 ， 


detG(s) 一 «II 2 (9. 10) 
其 中 ,a 为 非 零 常数 ， 
证 对 gxgq 非 奇异 有 理 分 式 夭 阵 G(s) ,由 史密斯 -麦克 米 伦 形 构造 定理 ,有 
El Cs) 
由 
Mt{s) = UYGCOIVSY) 一 ， ‘9.11) 
E {SY) 
上 (5) 


对 上 式 取 行列 式 , 并 利用 单 模 阵 C3) 和 Vs} 的 行列 式 detUCs 1 和 detV(s) 为 独立 于 常数 
的 性 质 , 即 可 证 得 


detG(sy 一 


Es) els) 
jvenaves ll 5) = el Fe (9. 12) 


其 中 
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= 1 (9.13) 
detU (ty) detV (ys) 


(5) Ms) 的 MFD 去 示 
结论 9.6 [MCs) 的 MFD 表示 ] 对 秩 为 上 的 gx 疡 传递 函数 矩阵 Cs) ,其 史密斯 - 考 


到 米 伦 形 W(s) 为 


[eCsy 1 
1 ss) 
人 ， 0 
Ms) 一 有 (swL5) 二 | 《59.。 1.1» 
E, Cha) : 
ys) 
0 0 
如 车 引入 
els) . ps) | 
: 0 “…. [和 ! 
Ets) 一 : , 更 15) 一 | 
ECs) | ts) : | 
0 : O., Mxtp—ry 由 : 1 ,| 
(0. 13) 
则 可 表 55 为 右 MED: 
M(s) 一 下) 证 0 (9. 18) 
如 车 引 人 和 人 人 
[el Cs) 加 ts) : 1 
FE. Cs) 9 Ls) - | 
时 寺 和 本 rs) | 站 Pt) ， 
0 : Opp 0 I, | 
{9.17) 
则 可 表 MMC) 为 左 MFD. 
Mt(5) = PL CE (8) {9. 18) 


(6) GC 基于 史密斯 -麦克 米 伦 形 Mis) 的 不 可 简约 MFD 
结论 9.7 [G(s) 基 于 用 (5) 的 不 可 简约 MFD] 对 gxp 传递 函 数 捧 阵 G(s) ,其 史 密 
斯 - 麦 死 米 伦 形 为 M(s), 单 模 变 换 阵 对 为 {UCy) VC ,Ms) 的 右 MED 和 左 MFD 为 
MD) = Es 和 M(s) = P(E) 
若 取 
Nt) 一 五 1 下 (5) ， Disy ~ V(r) (9,19) 
则 NG)DT'(s) 为 G(s) 的 不 可 篇 约 右 MFD。 若 本 
NLCs} = EL (SV , D(Cs) 一 CUSs) 《9. 20) 


TI 四 上 Traincecawr me mm MT 
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则 已 55 为 全 的 不 可 简约 在 MFTD， 
证 ”限于 证 明 NI) 163) 为 不 可 简约 在 MFD, 对 有 0)N CO 为 不 可 简约 在 MFD 
可 次 同 证 明 。 对 此 ,分 成 两 步 进行 证 明 。 首 先 ,证 明 NG)D TO 为 四 (5 一 个 右 MFD， 
为 此 ,利用 式 (9. 19}, 即 可 证 得 
NDS =U 1 
Us MY Cs) 


=U UIGOIVOOIY Ts) = Gls) (9, 21) 
进而 ,证 有 明 Re 1(3) 为 不 吓 简 约 右 MED。， 为 此 ,由 
Et、 中信 上 了 质 ,7 了 一 2，r (0. 22) 


叮 知 {于 (5), ECs)} 右 起 质 。 基 此 ,并 利用 gerd 构造 定理 ,可 知 存在 Cp 十 g) x (pz 十 9) 单 模 
阵 Uts) ,使 成 立 ， 


加 亚 人 3) 厂 呈 (5) 
Dc)| = | |. Ris) = {9, 23) 
Es .0 为 单 模 阵 
进而 ,把 上 式 改 写 为 
Rts) 关 [Yts) TI i 
oe TL ol 
四 L Us) I 1s) dL EE) 
Vis}y (sy) ~ Dis) 
=Dco| |= | | (9, 24) 
ET Is Nisy 
其 中 
_ Ves) ! 
Uts) 一 Bo | {9, 25 》 
下 


且 和 由 UCs) 和 WCs) 为 单 模 阵 ,可 知 ECs) 也 为 单 模 阵 ， 于 是 , 据 式 (9. 24) 和 gcrd 构造 定理 可 
知 , 有 (5 和 Ni 的 最 大 右 公 因子 为 Rs) ,Ris) 为 单 模 阵 。 从 而 ,证 得 了 (和 NG) 为 右 互 
质 , 即 Nt5)D (3) 为 G(s) 一 个 不 可 简约 右 MFD， 证 明 完 成 。 


少 2 传递 务 数 抢 阵 的 有 限 极点 和 有限 握 点 


多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系统 的 极点 零点 按 复 平面 上 分 布 区 域 可 区 分 为 有 限 极点 鹤 
点 和 无 穷 远 处 极点 零点 。 传递 函数 矩 阵 的 有 限 极 点 和 有 限 零 点 可 采用 多 种 方式 定义 ,万 
以 罗 森 布 罗 克 {(H，HR，Rosenbrock) 在 20 世纪 70 年 代 初 提出 的 基于 传递 函数 矩阵 史 窗 
斯 -麦克 米 伦 形 的 定义 应 用 最 广 。 本 节 先 来 讨论 传递 吨 数 矩阵 的 有 限 极 点 和 有 限 零 点， 
扩容 包括 罗 森 布 罗 克 定义 和 其 他 推论 性 定义 ， 
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极点 和 零点 的 基本 定义 


先 来 引 和 有限 极 点 和 有 限 零 点 的 要 森 布 罗 克 定义 即 基本 定 立 。 考 虑 5X 疡 传递 函数 
矩阵 G(s) ,rankCts) 一 r 委 mintoyp ,导出 其 史密斯 -麦克 米 伦 形 M 儿 C5) 为 
[fe Cs) 
vw! Cs) 


Mis) 一 《9. 26) 


基 此 ,下 面 给 出 罗 森 布 罗 克 定义 。 
定义 9.2 [有限 极点 零点 罗 森 布 罗 克 定义 ] 对 秩 为 + 的 gxp 传递 函数 矩 阵 G (5)， 
基于 式 (9. 26) 纵 出 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 Ms ,有 
Gls) 有 限 极 点 == “MCs) 中 刚 (5) 一 0 根 ， 一 1.2 ,ro 《9. 27) 
G(s) 有 限 零点 一 “MG) 中 efs) 二 06 根 ， =,2 pr (C9. 28) 
例 9.2 定 出 给 定 2x2 传递 聘 数 第 阵 G(s) 的 有 限 极 点 和 有 限 零点 ,其 中 


性 


(十 1705 十 2 和 05 十 2 | 


G(s) = 
i 
ts 2 [| 
例 9. 1 中 已 经 定 出 ,其 史密斯 -麦克 米 伦 形 MCsS) 为 
人 总 
8 1 四 和 站 
M(s) = Cs 1)*(s 2) | 
? C+ 25| 


基 此 ,并 据 罗 森 布 软 克 定义 ,就 可 定 出 
Gs) 有 限 极 点 : 一 一 1( 二 重 ) ,s 二 一 2( 三 重 ) 
ex) 有 限 零 点 ;: 一 0( 三 重 ) 
进而 ,对 G(s) 有 限 极点 和 有 限 零 点 的 罗 森 布 罗 克 定义 给 出 如 下 两 点 说 明 
(1> 定义 的 适用 性 
基于 史密斯 -麦克 米 伦 形 M (5 的 罗 森 布 罗 克 定义 ,只 适用 于 传递 函数 矩阵 G(3) 在 有 
限 复 数 平面 上 的 极点 和 零点 ,不 适用 于 Gts) 在 无 穷 远 处 的 极点 和 零点 。 这 是 因为 ,在 化 
G(s) 为 史密斯 -麦克 米 伦 形 Mts) 的 过 程 中 ,所 引信 的 单 模 变换 可 能 使 严 丰 如 (353) 对 应 的 


Mts) 为 非 真 ,这 说 明 M3) 在 无 穷 远 处 的 极点 /零点 一 般 不 能 代表 G0) 在 无 窃 远 处 的 极 
点 /零点 。 
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(2) 传递 冰 数 矩阵 极点 零点 分 布 的 特点 

不 同 于 单 输入 单 输 出 线性 时 不 变 系 统 的 标量 传递 困 数 .多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 
统 的 传递 了 两 数 矩阵 G0) 的 极点 和 和 零点 可 位 于 复数 平 而 十 同 -位置 上 府 不 构成 对 消 。 这 
是 因为 ,在 G(s) 的 史 窗 斯 -麦克 米 伦 形 台 (3) 中 .尽管 {e097) 出 Gj 对 i 一 1,2," yr 为 互 质 
中 不 包含 任何 公 因 子 (s 一 oa) ,但 在 sts) 和 非 回 序 针 澡 (s) 之 间 人 允许 和 可 能 包含 公 因 于 如 
t 一 2) 基 此 .并 据 罗 森 布 罗 克 定义 ,可知 尼 () 在 复数 平面 上 间 一 个 置 如 一 和 处 可 以 蕊 有 
极点 又 有 零点 但 不 构成 对 消 。 


极点 和 零点 的 推论 性 定义 


对 线性 时 不 变 系统 传递 咀 数 年 阵 的 有 限 级 点 和 有 限 零 点 .在 罗 森 布 罗 克 定 义 的 基础 
上 ;可 以 进一步 导出 其 他 形式 的 推论 性 定义 。 这些 推论 性 定义 ,由 于 直接 其 于 系统 的 算 阵 
分 式 描 述 和 状态 空间 描述 .因而 在 线性 时 不 变 系 统 的 分 析 和 综合 中 得 到 更 为 广泛 的 应 用 . 
结论 9.8L 有 限 极 点 零点 的 推论 性 定义 ] 对 gxp 传递 函数 矩阵 GCs), 设 


rankeCtsy = rR min{g, p)} (9. 29) 
表 NS 有 1 和 DiCON CO 为 GO) 任 一 不 可 简约 右 MFT 各 任 一 不 可 简约 左 MEFD . 则 
G(s) 有 限 极点 一 “detD() = 0 根 " 或 *detD,(s) 一 0 根 ” 【9. 30) 


Gt) 有 限 零 点 一 “rankNis) < 过 + 的 s 值 ” 或 "rankAit 二 的 yY 值 ” (9.31) 
证 限于 对 和 N( 史 D7 Cs) 征明, DD CN) 的 证 有 明 类 同 。 对 此 ,如 前 所 述 .可 表 
GC3) 的 史密斯 - 玫 克 米 伦 形 果 (*) 为 


有 一下) 《9 22) 
其 中 ,54 和 VC) 为 单 模 矩 阵 ,B(sy 和 于 (3) 为 
EC) TA) 
pos) - | 0 
| a ts) 
0 O06] | 0 i 
(9. 33) 


理据 中 密斯 -麦克 米 伦 形 属性 知 , 若 取 

No (C3) = UIC ES), Ds) = Vs) Ps) (9. 34) 
则 NoCDi 5 为 CG) 的 一 个 不 可 简约 右 MED， 而 由 两 个 不 可 简约 右 MFD 间 关 系 属 
性 知 ,G(s) 任 一 不 可 简约 右 MFD NoDp {sy No Ci) D, 5) 之 间 成 立 闫 系 式 ， 


Nesy 一 有 (5 一 Dt ywWes) (09. 35) 
其 中 ,W(s) 为 户 xp 单 槛 算 阵 。 现 将 式 (9.34) 代 入 式 (9. 35) ,可 以 导出 
Ns) = Db EC Ws), Dls) = Vs) 更 (CC (9, 36) 


基 此 ,并 利用 单 模 条 阵 和 单 模 变换 的 属性 ,可 以 得 到 
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rankN(y} 一 rankkt,), detDes) — cdetE ty) (9.37) 
其 中 ,ce 关 0 为 常数 。 于 是 ,由 此 并 据 极 点 和 用 零点 的 罗 森 布 罗 克 定 义 式 (9. 27} 和 (9, 28), 就 
可 证 得 
ts 有 限 极点 = " 邮 ( 中 则 (0 一 0 根 .二 120r 
一 “detW{s) 二 如 棋 ” 
二 ~“detB(s)y 一 口 根 ” (9.38) 
Gts) 有 限 零 点 一 “Mt 中 6s} 一 0 根 . 二 12, 
二 "使 rankE(s) 二 + 的 s 值 ” 
二 * 柄 rankN(s) 二 了 的 ss 值 ” [9.39) 
例 %3 定 出 给 定 2x2 传递 国 数 和 矩阵 BC 一 WPD-L0)，rankGty) 二 2 的 在 限 极 
点 和 有 限 零 点 ,其 中 
NGC = [和 |， po 二 | 9 | 
2* 十 1 一 ] -3 十 1)(2s 二 1) 一 ys 二] 
首先 ,由 右 互 质 性 秩 判 据 容易 判断 , {DCs) ,Nts)) 为 右 互 质 , 即 NiDOD-! (5) 为 G(s) 的 
一 个 不 可 简约 右 MFD。 进 而 ,运用 极点 党 点 的 上 述 推论 性 定义 ,就 可 定 出 
Cts) 有限 报 点 一 “detD() 一 (一 5 十 1 一 0 根 * 一 一 0(0- 重 ) 二 1” 
ts) 有 限 零 点 一 “rankN(Gs) 一 2 的 * 值 "一 “一 0 二 - ]” 
例 9.4 定 出 给 定 2x3 传递 请 数 敌阵 G(3) 一 DrICDN G3), rankGey) 二 2 的 有 限 极 
点 和 有 限 零 点 ,其 中 
DC 一 | 7 | Ni (s) = [> | 
《一 5 十 1 十 1》 一 十 1 0 ;一 2 5 十 1 
首先 ,由 左 互 质 件 秩 判 据 容易 判断 ,{ Di (s) ,NGCs)) 为 左 互 质 , 即 了 Cs AN (sj) 为 
5 的 一 个 不 可 简约 左 MFD。 进而 ,运用 极点 零点 的 上 述 推论 性 定义 ,就 可 定 出 
G(s 有限 极点 一 “detDt) = 二 (一 s 工 1 二 0 根 ” 一 4s 二 0 三重},s 一 1” 
G(s) 有 限 鹤 点 一 “rankN(s) 一 2 的 * 值 ”= 不 存在 
结论 9.9 [有 限 极点 零点 的 稚 论 性 定义 ] 对 gxp 站 真传 递 汽 数 矩阵 G(s), 设 其 外 
部 等 价 的 任 一 状态 空间 描述 为 {4E 9N*" ,BE Rr,CE 名 ) ,14,B} 完 全 能 控 , {4,Ci 守 
全 能 观测 , 则 有 


G(s) 有 限 极 点 = “detts 一 A} 二 站 根 ” 《9. 401) 
人 A BB 
Cs 二 Ey 
Gis) 有 限 零 点 使 | _e | 降 积 ， 值 (9. 41) 


证 设 严 真 N(5)D (3) 为 GO 的 任 一 不 可 简约 去 MFD ,并 利用 G(s) 和 绍 定 状态 空 

间 描 述 间 的 四 部 等 价 性 ,有 
COT — A B= NOOOD (Gs) C9. 42 1) 
进而 ,对 NCs) 及 105 不 失 一 般 性 令 Dtsj 为 列 既 约 , 那 么 据 第 10 童 的 实现 理论 知 其 控制 


re rr 
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器 形 实现 为 {A.，B., C.)}。 并且, 车 和 N(5)D '(s) 为 不 可 简约 , 则 {A.,B.,C.1 为 最 小 实现 即 
能 控 和 能 观测 实现 。 基 此 .有 
dimA = dimA, = (9. 43) 
再 担 最 小 实现 属性 ,同一 系统 的 两 个 能 控 和 能 观测 状态 空间 找 述 {4.B,C) 和 {4.,B..C} 
之 韶 为 线性 非 奇 异 变换 关系 , 即 存在 非 奇 异 nXn 常 阵 T 使 成 立 ， 
A=TT', B=1B,., C=-CrT! (C9, 44) 
《iD 证 要 点 关系 式 (9.40)。 对 此 ,由 14., BC) 为 NI 的 控制 器 形 实现 ,并 据 
第 10 章 实 现 理 论 中 控制 器 形 实现 属性 ,可 知 (sT 一 4,) 和 有 (5 具有 相同 不 变 儿 项 式 


dettsf — A.) 一 edet 有 05) (9. 43) 
其 中 ,天 0 为 常数 。 基 此 ,并 利用 式 《9. 44), 可 以 导出 
det(sl — A = det{sl — A,) = adetDts) 【9. 46}) 
于 是 : 据 此 和 结论 9. 8 的 极点 等 价 性 定义 , 即 可 证 得 
GLs) 有 限 极点 =“derDKs) 一 0 根 ”= “det(sT 一 4) 一 0 根 ” (9. 47》 


4 证 壹 点 关系 式 (9.41)。 对 此 , 据 第 10 章 实现 理论 中 的 控制 器 形 实 现 属性 知 , 控 
制 器 形 实现 {4.,B. ,C.} 和 不 可 简约 右 MFD NCs)D- (9 存在 史密斯 形 意义 等 价 关系 ， 


J—A. Bl, ri 0 
| [， 网 “9. 48) 
再 据 式 (9, 44) ,有 
AB T OrsT—A. BrT! 0 
Wr 路- | | 一 已 中 ， 了 | ‘9. 49) 


其 中 ,等 式 右边 的 第 一 和 第 三 个 矩阵 为 单 模 阵 。 于 是 ,由 式 (9. 48) 和 (9. 49) ,并 利用 史 密 
斯 形 意义 等 价 定义 和 等 价 性 传递 属性 ,可 以 导出 


A Bls FA 及] ,FL 0 
| | je wo) 9. 50) 
-Cc 0 _C 0 0 Ns) 
或 一 般 地 甫 为 
0 NO Lc 0 (3, 31) 


其 中 ,Ut 和 Vts) 为 单 模 阵 ， 从 而 , 基 此 和 结论 9.8 的 零点 等 价 性 定义 , 即 可 证 得 
G(s) 有 限 零 点 = 第 rankNis) 一 > 的 * 值 
= 使 Ns) 降 牧 * 值 


-使 | ，，] 降 铁 * 什 


| 降 秩 * 什 (9. 52) 
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对 零点 的 直观 解释 


从 物理 第 度 看 ,极点 决定 系统 输出 运动 组 成 分 量 的 模式 .零点 反映 系统 对 与 零点 关联 
的 一 类 输入 函数 具有 阻 赛 的 属性 。 下面 ,给 出 直观 阑 明 有 零点 物理 属性 的 结论 ， 

结论 9. 10 [零点 直观 解释 ] 对 9Xxp 严 真传 递 函 数 定 阵 G(s), 表 其 所 属 线性 时 不 秋 
系统 的 一 个 能 控 和 能 观测 状态 空 问 描述 为 {4,8,C},z, 为 G(s) 任 一 零点 , 则 对 满足 关 
系 式 : 
(9.53) 

Cw Oo Ax =— Bu 
的 所 有 非 零 初始 状态 x。 和 所 有 非 零 常 向 量 ww ,系统 输出 对 形 如 
uti) 一 Wer! (9. 314) 

的 一 类 输入 向 量 函 数 具 有 阻塞 作用 , 即 其 所 引起 的 系统 强制 输出 y(1) 恒 为 零 、 

证 由 z 为 G6Gs) 的 一 个 零点 ,并 据 结论 9. 9 的 零点 推论 性 定义 ,可 知 


1 一 心 


A 加 _ 
昌隆 | _c | 在 ， 一 zn 降 秩 (9,55) 
等 价 地 ,存在 非 零 向量 [x7T ,wi ]" ,使 成 立 
of 一 总 B Lr 
> (9.58) 
显然 ,由 式 59.56) 可 以 导出 式 (9.53)》 ， 进而 ,导出 系统 强制 输出 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
JG) = GY) = Ci 一》 (9.57) 


其 中 ,已 经 利用 式 (9, 54) 所 示 输 入 向 量 (一 we”' 的 拉 普 拉 斯 变换 (5) 二 /Cy 一 和 )， 
于 是 ,对 上 式 求 拉 普 拉 斯 反 变换 可 以 定 出 ,系统 由 wu 引起 的 输出 时 域 响 应 为 
1 


一 委 n 


UE 一 | imccom 《5 -一 = je 一 Gz Ha er 9.38) 


再 考虑 到 
Gz0) = Cirof ~ A)-1B (9. 59) 
其 此 ,并 利用 式 (9. 53? 所 给 出 的 条 件 , 即 可 证 得 
2) —=C{tzof — AY Bu,e™' 
=— Cro A) (rT — A)r, ew 
= Cxoe™ = |, Yi 守 0 《9. 60) 
这 表明 ,系统 输出 对 与 零点 相关 类 输 和 向量 函 教具 有 阻塞 作用 。 证 明 完 成 。 


rm rr i ee 一 r 
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9.3 传递 函数 和 矩阵 的 结构 指数 


引入 结构 指数 的 基本 目的 是 为 传递 函数 矩阵 的 极点 和 零点 及 其 重 数 提供 统 一 的 表 
征 。 传 递 枉 数 矩阵 的 一 个 重要 特征 是 极点 和 零点 可 位 二 复数 平面 同一 位 置 而 不 构成 对 
消 : 采 用 结构 指数 表示 有 助 于 直 疯 地 和 完整 地 表征 这 一 特征 。 此 外 ,结构 指数 对 于 研究 伟 
递 男 数 乍 阵 的 奇异 特性 同样 具有 重要 意义 。 本 节 是 对 结构 指数 概念 和 扁 性 的 一 个 简短 的 
讨论 。 


结构 指数 


首先 ,给 出 传递 函数 矩阵 的 结构 指数 的 定义 。 
定义 9.3 [结构 指数 ] 对 gxp 传递 晴 数 矩阵 Gts) ‘fankG(s) 二 rmin{g, 记 } , 表 


Sn: 一 G{3) 的 有 限 极点 和 有 限 零 点 的 集合 {9.61) 
那么 ,车 对 任 一 E€ 5,. 导 出 对 应 的 rxr 对 角 算 阵 ， 
Cy 一 - 
Me: (Cs) 一 罗 (9. 82} 


(5 一 厨 rt 
则 称 [o (8&》 ;0 为 Gs) 在 了 一 点 的 一 纽 结构 指数 。 
例 9.5 是 出 给 定 2X2 传递 函数 矩阵 Cs) 在 各 个 极点 零点 处 的 结构 指数 ,其 中 


了 
ts 1)2(s 2): 《3 十 2) 


G(s) = 
， 了 
Cs 27 《下 
容易 判断 ,rankG(s)} = 二 2。 并 且 , 在 例 9.1 中 已 经 定 出 ,G(s) 的 史密斯 - 霉 克 米 伦 形 为 
s 
Fe TF De 0 
Ms) 一 ts 二 1)?(s- 2) 
0 _ 
(5s 十 2) 


基 此 ,有 
Gs) 极点 零点 集合 9 一 {一 2, -1,0) 
进而 ,直接 由 史密斯 - 才 克 米 伦 形 Mts) , 即 可 定 出 
Gs) 在 :一 一 2” 结构 指数 (ao (一 2),6,( 一 2)} 二 (一 2 1} 
G(3) 在 :一 一 1” 结 构 指 数 人 (一 1),o (一 1 二 1 2,0} 
G(s) 在 "s = 0” 结构 指数 {0 (0) ,0,(0)) 一 {1,2) 
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对 结构 指数 的 几 点 讨论 


进而 ,对 传递 函数 所 阵 的 结构 指数 给 出 如 下 几 点 讨论 。 

(1) 结构 指数 的 意义 

对 传递 函数 定 阵 Gts? 引 人 结构 指数 的 意义 在 于 ,可 以 用 统一 的 形式 表征 Gty) 的 极点 
和 零点 以 及 它们 的 重 数 ,使 对 极点 零点 的 研究 置 于 更 为 一 般 的 框架 内 ， 

(2) 结构 指数 的 含义 

对 传递 函数 矩阵 Gs}, 由 其 在 == 的 结构 指数 组 la (5 ).… .a,(&)), 根 据 各 个 
4.《) 为 * 正 整数 "“ 负 整数 ”或 “ 零 ” 而 可 判断 所 在 项 中 ;=& 为 零点 ,极点 ,或 无 零点 无 
极点 。 

结论 9. 11 [结构 指数 含义 ] 给 定 G(5) 在 s=& 的 结构 指数 组 {o (总 ) ve (二 刚 
对 so,t&), 有 


Fi ) 二 下 整数 凶 G0) 在 ;= 二 点 有 o,(58) 个 零点 (9.63) 
9) 二 负 整 数 洁 G05) 在 ;= 二 名 有 | 6&) | 个 极点 (9, 64) 
5 一 零 二 Gy 在 5 一 各 无 极点 又 元 零点 {9.65) 


《3) 基于 结构 指数 确定 G(s) 的 极点 和 零点 的 重 数 

对 传递 阴 数 矩阵 GC5) ,根据 其 在 :一 点 的 结构 指数 组 {gi 总),… 0. (名 7, 可 以 定 出 
G(s) 在 s 一 & 处 极点 和 零点 的 重 数 ， 

结论 9. 12 [极点 和 零点 重 数 ] 给 定 Gts) 在 3 一 所 的 结构 指数 组 1e 《后 1 
则 有 


G(s) 在 5 二 ”极点 重 数 = {o (5 人)} 中 负 指 数 之 和 绝对 值 (9.66) 
G(s) 在 "= 一 总 ”零点 重 数 = {ou (6&),… ,0,(&)} 中 正 指数 之 和 《9.67 ) 
(4) 非 极 点 零点 处 的 结构 指数 
结论 9. 13 [ 非 极 点 零点 处 结构 指数 ] 传递 函数 矩阵 ct5) 在 非 极点 零点 处 的 结构 指 
数 必 恒 为 零 。 即 ,给 定 G(s) ,车 ge&S .为 任意 有 限 值 , 则 有 
ca 一 0， i= 1 2， 六 《9. 68) 
(5) 基于 结构 指数 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 表 达 式 
结论 9. 14 [史密斯 -麦克 米 伦 形 ] 对 gxp 传递 函数 矩阵 G0;), 设 
rankG(s) = r <& min{g, p} 


表 
Gls) 极点 零点 集合 Sps 一 {名 总 Li , 《9 669》 
Gt) 在 :一 名 结构 指数 组 = {ao 《总 ] + (9. 70) 
《一 站 75 和 
Ms: {s) 一 » (9. 7171) 


{ss 总 Yr 


dn ph i -- 一 
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则 可 表 Cs) 的 中 密斯 -麦克 米 伦 形 Ms) 为 


diag{ S05 | ol Mee 0 
| 

注 结论 表明 ,一 日 定 出 GC} 的 各 个 极点 零点 及 其 结构 指数 组 ,就 可 由 式 (9. 72) 定 
出 G(s) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 Mt) 。 从 而 ,为 确定 史密斯 -麦克 米 伦 形 提 供 了 一 个 新 的 
途径 ， 


MICs) 一 (9, 72} 


9.4 传递 函数 矩阵 在 无 穷 远 处 的 极点 和 零点 


G(s 在 无 穷 远 外 的 极点 反映 系统 的 非 丰 性 。G(s) 在 无 穷 远 处 的 零点 是 研究 多 输入 
多 输出 系统 根 轨 迹 渐 近 行为 的 基础 。 在 线性 时 不 变 系 统 的 复 频率 域 理论 中 ,传递 函数 矩 
阵 G(s) 在 无 穷 远 处 的 极点 和 零点 同样 也 是 需要 关注 的 基本 问题 本 季 的 内 容 包 括 G(s) 
在 无 穷 远 处 的 极点 零点 和 GCs) 在 无 穷 远 处 的 结构 指数 。 


无 穷 远 处 的 极点 和 零点 


给 定 9Xxp 传递 画 数 矩阵 G5), 下面 讨论 (5) 在 无 穷 远 处 的 极点 和 零点 。 

结论 9.151[ 基 本 推论 ] 对 4 尖 声 传递 函数 征 阵 GC) ,rankGts) 一 rmintdyn}, 则 直 
接 基于 GCs) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 时 (不 能 定义 G5) 在 无 穷 远 处 的 极点 和 零点 ， 

这 是 因为 ,由 G(s) 导 上 出 (5) 所 引入 的 单 模 变 搁 ,可 能 使 G(s 导致 非 真 或 增加 非 真 程 
度 , 即 可 能 对 G(s) 引 人 附加 无 穷 远 处 极 零点 ， 因此 ,作为 对 此 的 一 个 推论 ,Gks) 在 无 穷 远 
处 的 极点 零点 不 能 直接 基于 史密斯 - 考 克 米 伦 形 M(9) 定 义 ， 

结论 9. 16 [确定 ;二 oo 处 极点 零点 思路 ] 对 gxp 传递 函数 短 阵 G(s) ,确定 G05) 在 
无 穷 远 处 的 极点 零点 的 思路 是 ,对 G(s) 引入 变换 ;二 4 ! 使 化 为 GCA- 1!， “再 进而 化 成 以 和 
为 变量 的 有 理 分 式 矩 阵 HH(4), 则 有 

C(5 在“ = 二 20” 处 极点 / 零点 一 提 (4) 在 中 一 0 处 极点 / 截 点 (9. 73) 

上 述 思 路 的 依据 是 ,避免 对 Cts) 的 直接 单 模 变换 所 引起 的 非 真性 影响 ,利用 HC) 的 
单 模 变 换 对 1 一 0 处 零点 极点 的 不 影响 性 。 在 此 思路 下 ,对 G(s) 育 定 无 穷 远 处 极点 和 零 
点 ,等 价 地 化 成 为 对 十 (4) 确定 4=0 处 极点 和 零点 。 

结论 9. 17 [* 一 < 处 极点 零点 ] 对 gxp 传递 函数 所 阵 GCs) , 设 

rankG(ts) 一 r < min{g, p} 

再 基于 变换 ;二 4 :由 G(s) 导 出 HCA) ', 且 有 
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rank HOA) = 7r <& min{(g, p} 
现 引 人 exe 和 户 X 力 单 模 阵 至 (143 和 0) ,导出 有 (2) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 及 (1)， 
ei (4) ] 
Dba) : 


前 (4) 二 1 {9, 74) 


则 有 
es) 在“ = 0” 处 极点 重 数 
一 闻 (0) 中 吕 (4) = 0 的 "4 二 0” 根 重 数 ， 一 1.2.，。r (90, 75) 
Gs) 在 ;二 so” 外 零点 重 数 
一 机 (1) 中 起 ,() 一 0? 的 “4 二 0” 根 重 数 ， i 二 ] ,2,-…',r (9, 76) 
例 9.6 定 出 给 定 3x3 传递 函数 矩阵 G(s) 在 5 一 ce 处 的 极点 零点 ,其 中 


Gls) 一 1 
3 一 了 
《sx 一 1 
首先 ,基于 变换 :一 2 1 ,时 出 
4-1 
六 一 1 
GA 1} = 1 
4 一 1 
【4 一]7)2 
再 家 其 为 以 2 为 变量 的 有 理 分 式 矩 禾 ,有 
1 
Al 
A 
《入 一 卫生 
A: 


进而 , 定 出 HC(4) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 表 (A)， 
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| 
-1 1 
ja 人 一 1) | 
衣 (4) 二 ] | 
A—1 | 
[L ACA— | 
基 此 ,可 以 定 出 
G(s) 在 全 二 cc” 处 极点 重 数 一? 
Cs) 在 “; 一 cc" 处 零点 重 数 = 1 
无 穷 远 处 的 结构 指数 


同样 ,结构 指数 也 可 用 于 统一 表征 传递 函数 矩阵 Gs) 在 无 穷 远 处 的 极点 和 零点 ， 
结论 9. 18 [* 一 = 处 结构 指数 ] 对 9X 疡 传递 函数 矩阵 Bts), 设 
rankGts) = rmin{g, p) 
则 据 Gt) 在 s 二 处 极点 零点 的 定义 式 (9. 75) 和 (9. 76) ,有 
G(s) 在 “s 一 ce” 处 结 相 指 数 {ol (ce) ,…,g,(o0)， 
一 六 GQ) 在 “4 一 0” 处 结构 指数 15.(0),…,5.(0)) (9.77) 
结论 9. 19 [1* 一 co 处 极点 零点 重 数 ] 对 9X 户 传递 函数 和 矩阵 C(s) , 设 
rankG(ts) 一 rs min{g, p} 
再 表 邮 () 在 一 0 处 结构 指数 为 15 (0) ,… ,6,(0)) , 则 有 
Gs) 在 “s = co ”处 极点 重 数 一 (2 (0) ,… ,5.(0)} 中 负 指数 之 和 绝对 值 (9. 78) 
G05 在 = ce” 处 零点 重 数 一 {59100),… ,65,(0)) 中 正 指数 之 和 《9. 79) 
例 9.7 定 出 给 定 3X3 传递 函数 矩阵 Gs) 在 5 一 co 处 结构 指数 和 在 * 一 oo 处 极点 零 
点 重 数 , 其 中 


在 格 3.5 中 ,已 经 导出 


Ha} 一 
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| ACA— 1)°| 
从 而 , 即 可 得 到 GC(s) 在 5=c 处 结构 指数 为 
To) 一 of0) = ol) 一 of0) 一 0， mac 一 tt0)=1 
进而 ,又 可 定 出 Gl3) 在 :一 co 处 极点 零点 重 数 为 
Gts) 在 %; 二 c” 处 极点 重 数 一 1o (cc) | 一 | 一 2 一? 
G(s) 在 "3 一 oo* 处 零点 重 数 一 me) = 1 


9.5 传递 函数 矩阵 的 评价 值 


评价 值 (valuation) 是 传递 函数 矩阵 由 极点 零点 导出 的 一 个 特性 。 评 价值 的 特点 是 可 
直接 根据 传递 省 数 矩 阵 计算 确定 。 评 价值 的 意义 在 于 为 确定 传递 函数 短 阵 的 结构 指数 和 
极点 零点 及 其 重 数 提供 一 种 易于 计算 的 简便 途径 。 本 节 是 对 评价 值 的 一 个 较为 系统 的 介 
绍 , 内 容 包 括 传递 函数 矩阵 在 有 限 位 置 和 无 穷 远 处 的 评价 值 。 


传递 函数 矩阵 在 有 限 复 平面 上 的 评价 值 


首先 ,针对 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系 统 的 标量 传递 函数 gr() :给 出 评价 值 的 定义 。 
定义 9.4[ 评 价值 ] 对 标量 传递 函数 g(s) =#G3) /Qs) , 则 


， (s) 0 
8(5) 在 Cs 一 起 ) 即 "s 二 ”二 评价 值 一 ve (8g) 一 全 8 (9. 80) 
co EC(S} 0 
当 自 充当 gi) 可 表 为 
gl) = {5&6 下 (9. 81) 


其 中 ,dts) 和 nls) 为 互 质 生 均 不 能 为 (一 名) 所 整除 。 
进而 ,推广 定义 多 输 和 人 多 输出 线 任 时 不 变 系统 传递 函数 矩阵 G(s) 的 评价 值 。 
定义 9.5[ 评 价值 ] 对 gxp 传递 孙 数 矩阵 Gs rankG(s) oremin{gp}) , 表 | Gl! 
为 GG) 的 ixi 子 式 , 则 
Cts) 在 (s 一 点) 即 *" 一 ”上 第 i 阶 评 价值 
= wh 0) = min{v (| G 1)}, fi 2 ,mr ‘9, 82) 
例 9.8 定 出 给 定 2X2 传递 函数 矩阵 G(s) 的 各 阶 评价 值 ,其 中 


si mr 
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5 号 
ET ET (十 293 


Gis} 一 ， tankgetsy 一 2 
2 (sx 十 297| 
首先 , 定 出 G0) 的 所 有 1 阶 和 2 阶 子 式 ， 
G1 = 3 2 3 
1) 《ss 十 2 并 ”1 十 2)2 7 《s 十 全 7 
1G1: = 


(s+ 1D Cr+ 2 
进而 , 据 评 价值 定义 式 (9.82) 和 (9. 80), 可 以 定 上 出 
ts 在 :一 0 的 评价 值 为 
WG = mintl, IT TI 一 1 
VG 一 3 
Gts) 在 :一 一 1 的 评价 值 为 
2 = min{— 2,0,0,0} 一 一 2 
vy G) 一 一 2 
好 (2 在 :一 一 2 的 评价 值 为 
v0 = min{ 一 2, 一 2 一 2, 一 2 一 一 ? 
vo (G) 一 一 3 
下 面 ,给 出 对 传递 冰 数 矩阵 GCs) 评 价值 的 几 点 讨论 。 
(1} 评价 值 的 整数 属性 
结论 9. 20 [评价 值 整数 属性 ] 对 gxp 传递 函数 矩阵 (5), 设 
rankG(s) 一 了 所 min{o,p) 
则 其 各 阶 评价 值 wv (G) ,i 二 1,2,…,r 只 能 取 值 为 负 整 数 、 零 或 正身 数 . 
《2) 单 模 变 换 下 评价 值 的 不 变性 
结论 9. 21 [ 单 模 变换 下 评价 值 属 性 ] 对 gxXzp 传递 函数 矩阵 G(s) , 设 
rankGts) 一 二 min{g, p} 


表 G 人 5 的 有 限 极 点 和 零点 集合 ; 
Sps 一 {二 ， 二 ， ii 品 》 (9. 33) 
并 导出 G(s) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 ， 
M() 一 UYGOOVG) = Ps ， (9. 84) 
0 0 


其 中 ,DC 和 Cs 为 单 模 阵 ,而 
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sO 


Ms (s) 一 ., (9. 85) 


财 对 任 一 总 所 写成 立 : 
ve (0) = ve CM) = ue (M,: )， i = 1,2，…,r (9. 86) 
证 为 使 让 明 思路 更 为 清晰 ,分 成 两 步 进行 让 明 ， 
(iD 证 明子 式 的 一 个 关系 式 。 对 此 ;由 忆 G) 为 gxp 阵 知 .各 有 和 和! 种 方式 选取 ji 
个 行 和 i 个 列 组 成 G03) 的 iXi 子 式 , 其 中 (和 C1 表示 由 p 和 gq 中 到 ; 的 组 合 。 令 :G1 
表示 按 规定 顺序 由 第 上 个 方式 选取 ; 个 行 和 由 第 ! 个 方式 选取 ;个 列 形成 的 G0 的 jx; 
子 式 , 则 由 宾 夺 特 - 柯 西 (Binet-Cauchy}) 定 理 可 以 导出 ,对 捧 阵 等 谍 


Cs) = UCGIMCOYIVYCs) (9. 87) 
必定 成 立 
[Gh = 2 0 | MI | P|;, (9. 88) 
其 中 ,MGs) 为 史密斯 -麦克 米 伦 形 .UC 和 VG) 为 单 模 隆 。 再 令 
Vv 一 wh(| 计 | 二 于 式 | M1, 在 s = 的 评价 值 (9. 89) 
基 此 ,并 据 传 递 医 数 评价 值 的 定 文 式 (9. 81) ,可 以 得 到 
五 Cs) 
| M's = (s ) t ce Cy (0. 90) 
其 中 ,aws (5) 和 可 4《s) 为 互 质 和 且 均 水 能 为 (1 二) 整除 ， 将 式 (9.90) 代 入 式 59. 88) ,并 令 
vi CM 一 min{ve | M ;a )) (9.091) 
就 可 导出 所 要 推导 的 关系 趟 ， 
[GI = Go— én ges) (9. 92) 


其 中 ,8(s) 是 一 个 有 理 分 式 。 

ti》 证 明 结论 关系 式 (9.86)。 对 此 ,由 式 (9. 91) 并 考 患 到 忆 (s) 和 (5s) 为 多 项 趟 条 
阵 ,可 知 所 5) 只 可 能 包含 (s 二 &) 的 正 适 次 项 ,而 不 可 能 包含 (s=&) 的 负 基 次 项 这 表明 ， 
对 所 有 妆 汪 必 成 立 


ve (| G 1) 全 oOMD) (9. 93) 
基 此 ,并 据 传 递 消 数 矩 阵 评 价值 定义 式 (9. 82) ,又 可 得 到 
v0) > we OM) (9. 94) 


胃 一 方面 ,可 将 式 (9. 87) 改 写 为 

MO)Y 一 了 CGO 可 109) (9. 95) 
其 中 ,由 Uy) 和 VCs) 为 单 模 阵 知 , 宫 已 和 到 3) 也 为 单 檀 阵 . 于 是 ,通过 和 上 述 类 同 
的 推 证 过 程 ,可 以 进而 导出 


ine = i 二 
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ve CM) BE we (GO) 《9. 96) 
从 而 ,由 武 C9. 94) 和 (9. 95), 即 可 证 得 
UG 一 MD 1 (9, 97) 
而 式 (9， 86 ;的 右边 等 武 显然 成 立 ， 证 明 完 
《3) 非 极 点 零点 处 的 评价 值 
结论 9. 22 [ 非 极点 零点 处 评价 值 ] 对 gp 传递 函数 和 矩阵 G(s) ,证 
rankGts) = r < mintg, pl! 
表 5S, 为 G(s} 的 有 限 极 点 零点 集合 , 则 对 复 平 面 上 上 任 一 非 极 点 零点 a 即 a 《 S,, 其 评价 值 
必 为 零 , 即 成 立 ， 
UG 0 了 一 1,2,…,r (9, 98) 
证 由 a# 5S,, 意 昧 着 ,在 G6) 的 史 窗 斯 -麦克 米 伦 形 M6) 中 ,对 所 有 ;一 1,.9,.…,r 
5645 和 和 业 (51 均 不 包含 因子 (3- a)。 据 此 .并 由 传递 函数 生 阵 评价 们 定义 式 (9. 82) ,可 以 
得 到 


vu CAT) 一 D0, ti 一 ly 三 9. 09) 
采用 类 同 于 结论 9. 21 和 于 这 程 ,又 本 时 出 
IG) 一 vi CCM), 了 一 ] ,ar [二 100 3》 


从 而 ,综合 式 49. 99) 和 (9， 100) ， 即 可 证 得 式 (9. 98}。 证 明 完 成 。 
(4) 评价 值 和 结 千 指数 间 的 关系 
结论 9. 23 [评价 值 和 结构 指数 关系 ] ”对 gxp 传递 函数 矩阵 G6) , 设 
rankG(s) = r min{g, p} 
表 {q (人 ,0《 合 } 和 {v6 ow 站 (9)) 为 G00) 在 6 一 入 即 5 一 “的 结构 指数 和 评价 值 ， 
则 两 者 之 间 具 有 美 系 式 ， 


fo ta) 一 ve CG) 
(一 vw (G6) — vt (CG) 


‘9. 101) 
LO = WG) — vi GO) 
证 ”先导 出 G(s} 的 史密斯 - 宕 克 米 伦 形 M(s)， 进 调 基于 (; 一 各 即 * 一 和 表 为 
Cs at CD | 
Hs) | 
KO 和 | 
Mis? = Wi 
0 
Cs 一 S05) 
0 P05 
0 0 


‘9. 102)} 
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其 中 .eC( 和 几 (，) 为 和 质 且 均 不 包含 因子 4 一 他 。 基 此 和 整除 性 属性 ,并 据 传递 孙 数 矩 
阵 评价 值 定 文 式 49.827 和 结论 9.21. 可 以 导出 
vw CE) 一 让) 一 
v0) = vOMD) = a tb) + oo (6) 
JJ 《9. 103) 
w= ww Mo oo 1 
oO = vOMD) ott) + + a(t) 
将 上 式 改 写 并 加 整理 , 即 可 导出 式 (9. 101) 。 证 明 完 

《5) 根据 评价 值 构造 史密斯 -麦克 米 伦 形 

结论 9.24 [构造 史密斯 - 志 克 米 伦 形 〗 对 gx 疡 传递 函数 算 阵 Gos) , 设 

rankGts} = r < minfg,p)} 

表 3 一 1 名) 为 Gts) 的 有 限 极点 零点 集合 。 再 对 所 有 所 ES. ,分 别 定 出 G05 的 
各 阶 评 价值 


wo CO (6) se wi (C0) (9. 104) 
和 结构 指数 组 ， 

rote) = vt (CO) 

| = vO) — wl 0) 


(9. 105} 
{a 68) = WCG 一 下 DC) 
则 Cks) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 Ms 就 可 基 此 定 出 
M(s) = MA : | (9. 106) 
0 0 
其 中 
人 一 2 
M: (3) = ~. | (9, 107) 
人 
例 9.9 定 出 给 定 传递 函数 矩阵 Gs) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 MC;) ,其 中 


， ， rankersl) = 2 
+ 
在 例 9.8 中 己 经 定 出 ,G(s) 在 s=0, 一 1, 一 2 处 的 各 阶 评价 秆 为 
ww OG) = 1, v0) =-— 2, vd (0G) 一 一 2 
wo (CG 一 3， vw (GY 一 一 2， U0) 一 一 3 


Gs} = 


mn en me eb 
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进而 .利用 关系 式 (9.105), 定 出 G(r) 在 s-0, 一 1, 一 2 处 的 结构 指数 为 
o 0) = WG) 一 1, m0) = WG ww (GQ=2 
ot = Go 2 ve0 
Ft 2) = v0 一 一 2， ot— 2) = v0 — wi(0) 一 一 1 
基 此 . 即 可 定 出 G(s}) 的 史密斯 -不 克 米 伦 形 对 (3) 为 


- § 
, OQ 0 
Ts Cs—1} {s+ 2) ts 二 1 ts 十 20- 
Mts) = | i 1 | 二 。 
L 1 ts 二 2) 8 
Cs 22) 


传递 函数 矩阵 在 无 穷 远 处 的 评价 值 


首先 ,给 出 单 输 人 单 输出 线性 时 不 变 系统 标量 传递 函数 (在 :一 处 评价 值 的 
定义 ， 
定义 9.6 [soo 处 评价 值 ] 对 标量 传递 汕 数 gCs) 二 wts)iu(s) ,有 
8《3) 在 *s 二 oo0” 处 评价 值 一 wg) 
三 分 母 多 项 式 dts) 次 数 一 分 子 儿 项 式 n(s) 次 数 (9. 108) 
在 此 基础 上 ,进而 给 出 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系 统 传递 秀 数 矩阵 CC 在 := 一 < 处 
评价 值 的 定 习 。 
定义 9.7 [5 一 < 处 评价 值 ] 对 qx 传递 函 数 征 阵 G6s), 设 
rankGts) = r & min{g, p} 
再 表 |G1' 为 G(s) 的 iXi 子 式 , 则 有 
Gs) 在 "5 一 oo” 处 第 i 阶 评价 值 =vw? (C6) 
=mintv, tIG|IO}, i= 12 (9.109) 
下 面 ,对 传递 函数 矩阵 G 人 (5 在 :一 < 处 评价 值 的 属性 ,直接 给 出 如 下 两 个 结论 
结论 9 25 [评价 值 和 结构 指数 关系 ] 对 gxp 传递 本 数 矩阵 G(s) , 设 
rankeGts) = 7 < min{g, p} 
表 {o co) ,soog (00 和 4 加 (3) ,rpv (9)} 分 别 为 G6s) 在 :一 ce 处 结构 指数 和 评价 值 ， 
则 两 者 之 间 具 有 关系 式 ， 
【co = vl {GY 
gt) = HO vi) 
‘9, 110) 


Fo) = vO vn 0) 
结论 9. 26 [构造 史密斯 -麦克 米 伦 形 ] 对 gxp 传递 函数 和 矩阵 @G(s) , 设 
rankG(s) =r < min{g, p} 


rm a . 


9.5 传递 函数 逢 阵 的 评价 值 


分 别 定 出 Gt) 在 5 一 惰 处 的 各 阶 评 价值 和 结构 指数 组 ， 
vO vO ,vn (GY 
和 
atoo) = v0) 
Geo) -antG) — v0) 
Late = vO) a GC 
则 GCs) 在 :二 吕 处 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 肝 , (4) 就 可 定 出 为 
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‘9. 1117 


(9. 112) 


‘9. 113) 


A 
着 , (A) 一 9 
A ， 
0 0 
其 中 ,一 175。 
例 9.140 定 出 给 定 3x3 传 递 函 数 矩 阵 如 (3) 在 * 二 5 处 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 

村 ,C4) ,其 中 

| 5 

s—1 

Gis) = 1 ， rankGtsy 一 3 
s—1 


L Cs— 1): 
据 * 一 < 处 评价 值 定义 , 先 定 出 G(3) 在 := ce 处 的 各 阶 评价 值 ; 

ao) = min{0,1, ~ 2}) =—2 
v0 一 mintl, 一 1 一 2 一 一 3 
2) 一 一 了 

再 据 关 系 式 (9. 112) , 定 出 Ge) 在 *=< 处 的 结 枸 指数 ， 
ofeoo) = vu (G) 一 一 2 
Go0) = UG — UO 一 0 
TO = OG) — vi GG) = 1 

基 此 , 即 可 导出 C(5) 在 == 吕 处 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 前, (A) 为 

1 
Pa 
Mo CA) = 
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传递 函数 矩阵 的 中 密斯 -麦克 米 伦 形 的 合成 表达 式 


现在 ,同时 考 虚 传递 孙 数 惩 阵 GY} 的 有 限 极点 零点 和 和 无穷 远 处 极点 零点 ;就 此 情形 
导出 G6) 的 史密斯 - 寿 克 米 伦 形 的 合成 表达 式 。 

结论 9.27 LMC 和 斌 ,02) 的 合成 ] 对 gxp 传 前 烽 数 后 阵 GGx), 设 

rankGt:) = ri min{g, pl} 
表 MGs) 和 用 ,() 为 GCs) 在 有 限 处 和 :一 -处 的 史密斯 - 夹 点 米 伦 乒 , 则 GG) 的 史密斯 - 囊 
到 米 伦 形 的 台 成 表达 式 为 
MCA) 一 TCD 本 (9. 114) 

注 合成 表达 式 M;,A) 是 一 :个 其 有 分 离 性 的 二 元 有 理 分 式 短 阵 , 以 :为 变量 部 分 对 
应 于 G(s) 的 有 限 极 点 零点 ,以 2 二 1 为 变量 部 分 对 应 于 G6) 的 无 穷 远 极点 零点 。 采 用 
合成 表达 式 有 助 于 避免 可 能 引起 的 史密斯 - 变 克 米 伦 形 在 ;二 0 和 :二 ~ 的 行为 混淆。 

例 9.11 定 出 给 定 3X3 传递 函数 矩阵 Gy) 的 史密斯 - 麦 具 米 伦 形 台 成 表达 起 


(G3.4) ,其 中 
5 一 1 
G(s) = 1 rankGts) = 3 
1—1 
Cs 1Y 
首先 ,. 定 出 BC 在 有 限 处 的 各 阶 评价 值 : 
vw CO) = 0, (GG C=, wh {在 ) 二] 


wi CO) 一 一 1， Zi) 一 一 2， vlG}=0 
据 此 ,又 可 定 出 G(5) 在 有 限 处 的 结构 指数 为 
TD) = 0, og (0) = ov, aifD) 一 1 
(1l} 一 一 ]， ot1) 一 一 ]， ot1}—2 
从 而 ,G(s) 在 有 限 极点 零点 处 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 M(s) 为 
rts— 1) 7 


1 ， 
MCs) 一 - 1 | 《5 一 737 - 
silL 1 一 了 7 
Cs— 1) 


进而 ,基于 例 9. 10 中 导出 的 结果 ,可 得 到 Gt 在 无 穷 远 极点 零点 处 史密斯 -麦克 米 伦 形 
且 , (4) 为 


] 
品 


-1 
4 一 1) 
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| 1 
A 
MY = 
1 
综合 上 述 结果 ,得 到 Gs) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 合 成 表达 式 于 (5 局 ) 为 


1 站 
C13 | 1 | 
| 无 


Mt(s,A) = 


9.6 传递 函数 矩阵 的 零 空 间 和 最 小 多 项 式 基 


零 空间 是 用 以 刻画 矩阵 奇异 性 的 一 个 重要 概念 。 传 递 丙 数 矩 阵 的 奇异 性 是 反映 其 非 
方 性 或 非 满 牧 性 的 一 个 结构 特性 。 零 空间 的 引 人 有 助 于 对 传递 函数 矩阵 奇异 性 进行 更 为 
深刻 的 描述 和 分 析 。 本 节 的 内 容 包括 传递 函数 年 阵 的 零 空 间 及 其 多 项 式 基 . 


零 空间 


考虑 gxXp 忧 递 函 数 矩 阵 G6，) TankC 一 rmintg 志 ), 则 Cs 的 零 空 间 可 分 类 为 
右 零 空间 Dn, 和 左 零 空间 D1。 
定义 9.8[ 零 空间 ] 对 9X 疡 传递 函数 怎 阵 Gfs) , 右 零 空间 总 ,为 合 


Gs rs 一 0 《9. 115) 
的 pX1 非 零 有 有 理 分 式 向 量 或 多 项 式 向 量 f(s) 的 集合 , 左 零 空间 0 为 使 
iDGCs) 一 0 (98. 116) 


的 1xg 非 零 有 理 分 式 向 量 或 多 项 式 向 量 h(s) 的 集合 ， 
下 面 ,给 出 传递 函数 矩阵 Gs) 的 右 堆 空间， 和 左 零 空间 总 ,的 一 些 基 本 属性 。 
(1) 零 空 间 的 所 属 域 
结论 9. 28 [ 零 空间 的 域 ] 传递 函数 矩阵 Ci 的 右 压 空间 如 ,和 左 零 空 间 有 ,是 定义 
在 在 理 分 式 域 86s? 上 的 向 量 空 间 , 表 为 
= {fF | Fs) € HPICS), GO Ts) = 0) 《9. 117) 
和 
和 = {htsy ERE) E RPA), ROYGECs) — 0} 《9. 118) 
注 比 之 常数 向 量 空间 ,传递 函数 矩阵 G(s) 的 零 空间 具有 更 为 丰富 的 结构 ， 
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(2) 零 空间 的 维 数 
结论 9.29 [ 零 空间 维 数 ] 对 gxp 传递 函数 和 矩 阵 GC5) ,rankG(s) 一 r 太 min{g, 记 ), 则 
零 空 间 的 维 数 为 
dm 有 ,一声 一 《9. 1197 
dim(tf) 一 0 一 * 《9. 120) 
(3) 零 空 癌 的 特征 
结论 9. 30 [ 零 空间 特征 ] 传递 函数 矩阵 G(s) 的 零 空间 具有 特征 ， 
任 一 非 零 f(s) EE 有: 必 正 交 于 G(s) 所 有 行 有 理 分 式 向 量 (9. 121) 
任 一 非 零 hCs》 EE OQ. 必 正 交 于 Gts} 所 有 列 有 理 分 式 向 量 《9. 122) 
(4) 满 秩 Gts) 的 堆 空 间 
结论 9. 31 [ 满 秩 G(s) 零 空间 ] 满 秩 传递 函数 矩阵 G(s) 的 零 空间 具有 特性 ， 
(5) 列 满 秩 即 rankG(s) 一 p,q 守 户 忆 右 零 空间 0, 为 奔 , 即 0 .= 四 (9.123) 
G(s) 行 满 牧 即 rankG(s) = gq, 4 二 户 近 左 零 空间 D 为 空 , 即 站 二 也 (9.124) 


(5) 非 奇 异 G(s) 的 零 空 间 
结论 9. 32 [ 非 奇异 G(s) 零 空间 ] 非 奇 异 传递 函 教 抢 阵 G(s) 的 零 空 间 具有 特性 ， 
G(s) 非 奇 异 , 即 4 一 pp 和 detGts) 关 0 时 
右 替 空间 仓 , 和 左 零 空间 人 为 空 , 即 和 一 安 和 只,= 儿 3 (9. 125) 
(6) 零 空 间 的 线性 无 关 向 量 
结论 9. 33 [线性 无 关 向 量 ] 表 为 传递 函数 矩阵 G(s} 的 一 个 零 空间 ,dim 二 &, 则 
从 中 有 且 仅 有 a 个 线性 无 关 有 理 分 式 向 量 或 多 项 式 向 量 ， 
(7) 零 空间 的 基 
结论 9.34[ 零 空间 的 基 ] 表 几 为 传递 函数 矩阵 GC) 的 一 个 堆 空 间 ,dim 了 =a;, 则 DD 
中 任意 a 个 线性 无 关 向 量 都 有 资格 取 作 为 基 ， 并 且 , 若 基 为 有 理 分 式 向 量 组 则 称 其 为 吕 
的 有 理 分 式 基 , 若 基 为 多 项 式 向 量 组 则 称 其 为 0 的 多 项 式 基 ， 


最 小 多 项 式 基 


对 零 空间 0 引信 最 小 多 项 式 基 的 目的 在 于 定量 地 刻画 了 的 结构 。 下 面 ,给 出 零 空 间 
上 的 最 小 各 项 式 基 的 定义 ， 

定义 9.9 [最 小 多 项 式 基 ] 称 传递 函数 箔 阵 Gts) 的 零 空间 0 的 一 个 名 项 式 基 为 最 
小 多 项 式 基 , 当 且 仅 当 组 成 基 的 各 个 多 项 式 具 有 最 小 次 数 。 

进而 ,对 零 空 间 的 最 小 多 项 式 基 给 出 如 下 的 几 点 讨论 。 

1) 最 小 名 项 式 基 的 搜索 

结论 9. 35 [最 小 多 项 式 基 搜索 ] 对 gxp 传递 函数 矩阵 G(s , 表 站 ,为 其 a, 维 右 零 
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空间 ,和 0 为 其 a 维 左 零 空间 , 则 它们 的 最 小 多 项 式 基 可 核 下 述 步 弛 来 搜索 。 
对 右 零 空间 口 , ,对 应 搜索 步骤 为 
Step 1: 令 1 二 1]1， 
Step 2: 在 满足 
(5 = (9. 126) 
{fs f(t) ,f(s)} 线性 无 关 ‘9. 127) 
的 px 1 多项式 向 量 f(s) 中 ,选择 次 数 最 小 一 个 (3), 记 j= 二 degf (5), 并 有 j 守 pn ， 
Step 3; 令 i 二 i 十 1]。 
Step 4: 车 ;一 十 1, 进 人 下 一 步 : 若 ia 十 1, 去 到 Step 2。 
Step 5: 停止 计算 。 搜索 结果 为 
介 . 最 小 针 项 式 基 一 (fits) ,fals) ss fo Cs)) 19. 128) 
各 :在 最 小 指数 = {psp sp } 《9. 129) 
对 左 等 空间 @ ,对 应 搜索 步骤 为 
Step 1: 令 j= 二 ]。 
Step 2: 在 满足 
由 So) 一 在 《9. 130) 
{1 线性 无 关 (9, 131) 
的 1 Xa 多 项 式 问 量 ,Cs) 中 ,选择 次 数 最 小 一 个 (3), 记 v 二 degh,(s), 并 有 ww 守 v.)， 
Step 3; 令 j 一 j 十 1。 
Step 4: 若 4J 一 2 十 1, 进 入 下 一 步 : 苦 jcm 十 1 ,去 到 Step 2 。 
Step 5: 停 目 计算。 搜索 结果 为 
人 QL 最 小 多 项 式 基 = {hi C8) ,ha Cs) ,ee ,hs C5)} (9. 132) 
全. 左 最 小 指数 = 人 | (9. 133) 
(2) 最 小 指数 的 特点 
结论 9.36 [最 小 指数 特点 ] 对 qxXp 传递 淫 数 和 矩 阵 (7 表 站 ,为 m 维 右 零 空间 ,由 
为 a 维 堪 零 空间 , 则 


2. 右 最 小 指数 满足 非 降 性 即 p< po 二 《9. 134) 
全 . 左 最 小 指数 满足 非 降 性 好 才 ww 才 (9. 135) 


《31 最 小 多 项 式 基 的 不 惟一 性 和 最 小 指数 的 惟一 性 
结论 9. 37 [最 小 多 项 式 基 不 惟一 性 ] 对 qxp 传递 函数 矩阵 G5) , 表 癌 ,为 a 维 右 
零 空间 ,上 Qi 为 a 维 左 零 空 间 , 则 
他 ,最 小 多 项 式 基 { 户 (9 ,f(s),…,f. (3)) 不 惟一 《9. 136) 
人 .最 小 多 项 式 基 {Ri (9) ,号 (5 (s)} 不 惟一 (9. 137》 
但 不 同 选 取 下 的 右 最 小 指数 {ij 扣 p46} 和 左 最 小 指数 4,y，… ,rv。} 为 惟一 。 


NT 
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(4) 零 宝 间 的 阶 
结论 9. 38 [ 零 空间 的 阶 ] 老 D 为 传递 函数 和 矩 阵 G(3) 的 -- 个 替 空 间 , 则 


0 阶 数 op = >》 CD 多 项 式 基 组 成 多 历 式 的 次 数 ) (9. 138) 

并 且 
从 为 最 小 阶 全 明基 为 最 小 过 项 式 基 (9. 139) 

进而 
G(s) 最 小 阶 右 零 空间 的 阶 数 p. 二 Sp C9. 140) 
Gls) 最 小 阶 左 等 空间 的 阶 数 P. 一 Sv C9. 141) 


(5) 最 小 指数 和 克 轩 内 克 尔 指数 
结论 9.39 [最 小 指数 和 克 罗 内 克 尔 指数 ] 对 GCs) 一 tsE 一 4) -类 特殊 情形 ,其 中 五 
和 和 为 gXp 常数 矩阵 , 则 必 成 立 


(sE 一 5) 右 最 小 指数 = (EE 一 A) 丰 克 罗 内 克 尔 指数 (9, 142) 
(ssE 一 4) 在 最 小 指数 一 CsE - 4) 左 克 移 办 克 尔 指数 《9. 143) 


证 灵 于 证 明 关 系 武 (9. 142) ,对 关系 式 (9. 143) 可 类 同 证 明 。 对 此 ,在 第 ? 齐 克 均 内 
克 尔 形 讨论 中 曾经 指出 ,对 gx p 矩阵 束 (sE 一 4), 存 在 4Xxad 和 户头 户 非 奇异 常 降 已 和 下 ， 
使 之 化 为 克 要 内 克 尔 形 ， 
L, 了 


UsE AV = " | 《9. 144) 
| | 


si—1i 
红 一 吾 ] 
其 中 ,1 pe} 为 右 克 罗 内 克 尔 指数 ,fw ，"" Va} 为 左 克 典 内 克 尔 指数 ,月 上, 为 如 下 形 
式 yy,X (tg 十 1 矩阵 ; 


L. = 四 (9. 145》 


一 1 


基 此 , 必 可 找到 (十 1) x1 多 项 式 向 量 p (s) ,使 成 立 . 
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= 《9. 148) 


并 且 , 若 上 一 0 则 p(s) 为 满足 式 (9.146) 的 一 个 最 小 次 多 项 式 身 量 ， 在 此 基础 上 .对 矩阵 束 
(sk 一 自 ) 构 造 一 组 线性 无 关 多 项 式 向 量 为 


[1 ? [| 
. | 
: 0 1 | 
1 1 
_vla 
DY=V | fv f= | (9. 147) 
2 So 
0 0 
L 0 | 0 
由 此 ,可 以 进而 导出 
0 
0 
1 
(GEA) = UGE ANV| “ 
0 


rn 
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: 


= 0, 一 1 人 2 {9.148) 


: 全 se 


4 ; “JL 人 0 
其 中 , * 表示 充 罗 内 克 尔 形 中 余下 各 个 分 块 阵 的 总 体 ，、 这 表明 , 式 (9.147) 定 义 的 & 个 线 
人 性 无 关 多 项 式 向 量 ( 户 人 5) ,…, f(s)} 可 构成 矩阵 束 (sE 一 4A) 右 零 空间 0 ,的 一 个 最 小 多 项 
式 基 , 且 右 最 小 指数 为 {m ，… ,p67 ,而 如 前 述 {p，…,p,} 又 定义 为 右 克 男 内 克 尔 指数 。 从 
而 ,证 得 

《下 一 4) 右 最 小 指数 二 (sE 一 4) 右 克 罗 内 克 尔 指数 (9. 149) 


最 小 多 项 式 基 判 据 


基于 定义 判断 零 空间 最 小 多 项 式 基 是 一 件 不 容易 的 事情 。 现在 ,进而 和 苔 出 最 小 多 项 
式 基 的 一 个 判 据 . 
结论 93.40 [最 小 多 项 式 基 判 据 ] 对 gxp 传递 函数 短 阵 G(s), 表 器, 为 a 维 右 零 空 
间 .DL 为 a 维 左 零 空间 ,再 分 别 给 定 帮 ,和 好 ,的 才 项 式 基 ， 
人 六 和 和 {hs), he Cs), hh C5)} 《9. 150) 
其 列 次 数 和 行 次 数 分 别 满足 非 降 关 系 ， 
让 和 (9. 151) 
并 由 多 项 式 基 向 量 分 别 组 成 多项式 矩阵 ， 
hits) 


Rotsy 


Fs) 一 Lfits), fitsy or, fs (5) | 和 Hts) 一 【9. 152 1 


hh, (Cs) 
则 
fits}, folsy ,+s fr C5)} 为 右 最 小 多 项 式 基 即 ,为 最 小 阶 


今 ”F(s2 为 列 贱 约 和 不 可 简约 (9. 153》 
hs) ， (5) Rs (5)} 为 左 最 小 多项式 基 即 9, 为 最 小 阶 


ve 
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HH) 为 行 赋 约 和 不 可 简约 《9. 154) 
证 ”限于 证 明基 系 式 (9.153) ,对 关系 式 (9., 154) 可 类 同 证 明 。 
先 证 必要 性。 已 知 {C39) ,f(s),… ,f(s)1 为 厂 最 小 多 项 式 基 , 欲 证 FCs) 为 列 既 约 
和 不 可 简约 。 对 此 ,上 反 设 (sj 不 是 齐 既 约 , 则 必 可 通过 列 初等 运算 ,由 非 列 既 约 Fils) 找 到 
一 个 询 既 约 Fs), 
人 = [fCs) ,fts) ,ee fo C5)] (9 165) 


六 过关 后生 记 


且 至 少 有 一 个 到 如 列 i 使 成 立 六 ,二 &,。 基 此 ,可 以 导出 


Si > 3 六 《9. 156) 
这 表明 ,Dags 六) 不 是 右 最 小 多 项 式 基 ,矛盾 于 已 知 条 件 。 从 而 , 反 设 不 
成 立 , 即 严 (s) 为 列 邹 约 。 再 反 设 Fis) 为 可 简约 , 则 F(s) 对 。 的 至 少 一 个 值 邵 (5 一 a) 为 列 
线性 相关 。 从 而 ,存在 一 组 不 全 为 零 常 数 fr ， 112 0,} ,使 成 立 


rc 


Daf a =0 (9.157) 
并 且 , 下 述 定义 的 向 量 
7 = y， Ci (9. 158) 


必 为 多 项 式 向 量 。 设 对 应 c, 关 0 的 所 有 f(,}) 中 (5) 具 有 最 大 次 数 , 则 基 紫 并 由 (9. 158) 
可 以 导出 


degf (3) = degfi (oj) 一 1 一 degf (x) 《9.159 1 
于 是 ,可 进而 采用 包 项 式 向 量 组 
(fis ls), fo 5)) 《9. 160) 
代替 原 多 项 式 基 向 量 组 
人 《9. 161) 


构成 零 空间 的 一 个 多 项 式 基 ,但 赂 < 六 。 这 表 肯 (5) ，… ,所 (3),…,f.(s)) 不 是 右 最 
小 多 项 式 基 ,矛盾 于 已 知 条 件 。 从 而 , 反 设 不 成 立 , 即 F(s) 为 不 可 简约 。 必 要 性 得 证 。 
再 证 充分 性。 已 知 Fs) 为 列 县 约 和 和 不 可 简约 , 欲 证 {了 (C5) f(s tf (3)} 为 右 最 
小 多 项 式 基 ， 对 此 , 反 设 ([f (5) ,fi(5)，… f(s) 不 是 最 小 多 项 式 基 , 则 必 可 找到 另 一 个 
最 小 多 项 式 基 ,如 
‘pits), pats) ,ees pe (3)) 
| Tl 和 MR 芝 扫 玉 
且 {fi(s)} 和 {p,(s)}) 在 次 数 上 满足 关系 ， 
WL Rm Oo Mm Ls 了 全 [2,3,. ,0.] (9. 163) 


(9. 162) 


TE 和 
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另 一 方面 ,由 1 为 零 宰 间 的 基 知 ,可 表 pl) 有 一 1.2, 为 


pi oO 一 12 《9. 164) 
并 由 Fs} 不 可 简约 知 ,q, Cs) 一 1,2 ,a 均 为 涩 项 起 。 再 由 下 Cs? 列 姥 的 ,又 可 得 到 
degPrtn) 一 max[degq. ts} + x, ] (9. 165) 
这 表明 ,在 Fls) 为 列 既 约 和 不 可 简约 前 提 下 ,有 
Wh jE T2,3,. ,0,] (9. 186) 


六 盾 于 上 反 设 如 ,< 六 。 因此 , 反 设 不 成 立 ; 即 {C5) ,febs),… ,f(s)) 为 右 最 小 名 项 式 基 。 
充分 性 得 证 。 证 明 完 成 。 
例 9.12 冶 定 2x3 传 递 函 数 抵 阵 G(s)， 


1 1 1 ] 

GO) = (5 十 ]) 4 十 2)65 十 1) 4 十 1 十 47 | 
2) | Cs 二 2) 

4 十 3) (5 十 3》 4 十 3305 十 4) | 


容易 判断 ,rankG(s})=1。 基 此 ,可 以 导出 ,G(s) 右 零 空间 的 维 数 汶 
dim(Q) =p 1=2 


0 
: fts) = ro| 


-小生 


进而 , 找 出 如 ,的 一 个 多 项 式 基 ， 


一 1 
Fi(s} = 
0 


并 组 成 多 项 式 矩 阵 FCs)， 


一 1 0 
Fls) = [f(s) ,f(s)] = 区 一 ip 


0 ss 十 4 
且 由 不 存在 使 F(s) 降 秩 的 * 知 ,F(s) 为 不 可 简约 。 再 导出 下 (5 的 列 次 表达 式 ， 
0 0 -1 0 
Fis) = | _] | “+ 2 -和 FS (5) + Fs) 
0 1 0 4 


由 列 次 系数 阵 Fe. 满 获知 ,下 (s) 为 列 既 约 。 据 结论 9. 40 判 据 ,多 项 式 基 { 用 (s), 了 《5)) 为 
CG(5) 右 等 空间 和 Dj. 的 一 个 最 小 名 项 式 基 , 最 小 指数 为 {1,1}。 


9.7 传递 画 数 矩阵 的 亏 数 


亏 数 (defect} 是 对 传递 函数 矩阵 极点 零点 个 数 不 平 衡 性 的 表征 。 极 点 零点 个 数 的 不 
平衡 性 源 于 传递 画 数 矩阵 的 奇异 性 。 亏 数 的 引 人 人 有 助 于 沟通 传递 函数 条 阵 两 类 特性 即 极 
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点 零点 和 奇异 性 间 的 关系 。 本 节 是 对 瑟 数 的 一 个 简要 讨论 。 主 要 内 容 包 括 亏 数 定 义 、 羽 
数 和 极点 零点 关系 、 亏 数 和 最 小 指数 关系 等 。 


亏 数 
对 9X 声 传递 函数 搜 阵 到 Cs) ,rankGt) 一 r 安 minfo 庆 )， 表 (上 为 复 平 面 ,&G 芯 为 复 平 
面 上 点 ,ee4G) 为 Cs) 在 一 < 处 的 第 " 阶 评价 值 ， 在 此 基础 上 ,给 出 G(s) 的 亏 数 的 
定义 。 
定义 9.10[ 亏 数 ] 对 秩 为 的 gXp 传递 函数 盾 阵 GCs)，, 则 
Gs) 的 可 类 = def Go) 
会 一 > CGGs) 在 % 的 有 限 处 和 无 穷 过 处 的 第 + 阶 评价 值 ) 
= Dv (OO (9. 167) 


Et 


注 由 GCs) 在 复 平面 # 上 非 极点 和 非 零点 处 各 阶 评价 值 为 零 所 决定 ,车 表 5., 为 
G(s) 的 有 限 极 点 替 点 和 无 穷 极点 零点 的 集合 , 则 定义 (9. 167) 可 进而 表 为 
Gts) 的 亏 数 二 defGts) 
会 一 2 (G(s) 在 有 大 极点 零点 和 无 穷 远 极点 零点 处 第 * 阶 评价 值 ) 


一 一 >》1 uCG) (9. 168) 


ES 


亏 数 和 极点 零点 不 平衡 性 


首先 ,给 出 极点 零点 的 平衡 性 和 不 平衡 性 的 有 关 结 论 ， 
结论 9. 41 [极点 零点 平衡 性 ] 对 单 输 入 单 输 出 即 g 一 p==1 线性 时 不 变 系 统 , 其 标量 
传递 函数 g(5) ,gCs) 半 0, 必 满足 极点 零点 平衡 性 , 即 
8(s) 在 有 随处 和 无 穷 远 处 极点 总 数 
二 g(5) 在 有 上限 处 和 无 穷 远 处 零点 总 数 (9. 169) 
注 经 典 控制 理论 中 著名 的 根 轨 迹 法 就 是 基于 传递 画 数 gts) 的 极点 零点 平衡 性 ， 
正 是 由 于 这 一 属性 ,使 根 轨迹 在 构成 上 较为 简单 和 在 应 用 上 易于 分 析 。 
结论 9. 42 [极点 零点 不 平衡 性 ] 对 多 答 人 多 输出 线性 时 不 变 系 统 , 其 gX 户 传递 函 
数 短 阵 G(s) 一 般 不 满足 极点 零点 平衡 性 , 即 
ti 在 有 限 处 和 无 穷 远 处 极点 总 数 
关 Gts) 在 有 限 处 和 无 穷 远 处 零点 总 数 (9. 170) 
注 对 多 输 人 多 输出 线性 时 不 变 系统 ,由 于 其 传递 函数 矩阵 一 般 不 满足 极点 零点 平 


”rr 一 一 
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衡 性 .使 根 轨 过 在 构造 上 和 应 用 上 都 昌 复 杂 得 多 。 
下 面 , 进 而 给 出 亏 数 和 极点 零点 不 平 痊 人 性 间 关 系 的 结论 ， 
结论 9. 43 [ 亏 数 和 不 平衡 性 关系 ] 对 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系统 的 gxp 传递 函 
数 竹 隆 G063) ,rankGt3) 一 r 委 mintdp ,Gy) 的 订 数 de 后 (;) 和 极点 零点 术 平 衡 性 满足 
关系 : 
defGts) 一 Gts) 在 有 限 处 和 无 窃 远 处 概 点 总 数 一 
GLs) 在 有 限 处 和 无 穷 远 处 零点 总 数 (9. 171) 
证 为 使 证 明 思 路 更 为 清晰 ,分 为 四 步 进行 证 明 . 
(i) 对 有 限 处 极点 零点 推 证 关系 式 {9. 171)。 对 此 , 才 G(s) 的 有 限 极 点 零点 集合 为 
Ss:。 则 如 前 证 ,对 任 一 © S,., 有 
Ot) = (G0) 
oo ve CG — ve 0) 


(9. 172) 
oF) = WG ~ wr (0) 
改 配 上 式 , 可 对 任 一 & ES,,, 有 
VG) = a (été) 
VE (GC) = o£) + ok) 
(9. 173) 


Wu (6) = > ae 人 6) 
二 一 了 


进而 , 表 oi (ow,) 和 oi (a,) 为 正 结构 指数 和 人 负 结 构 指数 , 且 正 结构 指数 表示 所 在 位 置 处 零 
拟 个 数 , 负 结 构 指 数 绝对 值 表示 所 在 位 置 处 极点 个 数 。 基 此 ,并 利用 上 式 , 可 以 导出 


一 zi (0) =— Dol€) 
点 一 1 


=—— {DE) + Dor€)) 
= 2 | or(€) | 一 外 人) 


一 G(s) 在 名 极点 总 数 一 G(s) 在 5 零点 总 数 (9. 174) 
于 是 ,得 到 所 要 推 证 的 关系 式 为 


一 > v0) 
所 ES 


一 ,和 CGC) 在 极点 总 数 ) 一 > (Gts) 在 & 零点 总 数 ) 
ES ES 
二 Gts) 有 限 极点 总 数 一 GCCsy》 有 限 零 点 总 数 (9, 175) 
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Gi) 对 有 限 处 非 极点 非 零点 推 证 关系 式 (9. 171)。 对 此 ,对 任 一 a S。: 和 ae 如 有 


woCG) 一 0 (9. 176) 
从 而 ,导出 所 要 推 证 的 关系 式 为 
— 2 Ww{G}=0 (9. 177) 
1 


kiiiy 对 无 穷 远 处 极点 零点 推 证 关系 式 19.171)。 对 此 ,对 无 穿 远 处 极点 零点 ,有 


一 wp(G) =— Yl) 
kl 


一 一 D3 《ce 一 Da 《ec | 
一 人 | ofifeo) [~ Do (ec) 
二 G(s) 在 < 处 极点 总 数 - Gfts) 在 oc 处 零点 总 数 (9. 178 ) 
(iv) 证 明 结 论 。 对 此 , 表 *==€U ;oc2), 则 由 综合 式 (9.175) (9.1773 和 (9. 178) 结 果 ， 
即 可 证 得 
defG(s) =— D> vb" (0) 


BE 


一 人 (一 > CO) 二 (一 3 0) vn 6) 
5 ES。 


aE 5, 
二 Gts) 在 有 限 处 和 无 穷 远 处 极点 总 数 一 
Gts) 在 有 限 处 和 无 穿 远 处 零点 总 数 (9. 179) 
下 面 ,基于 上 述 基 本 结论 给 出 如 下 一 些 推论 性 结论 。 
结论 9. 44 [ 亏 数 和 不 平衡 性 ] 对 gx 户 传 递 函 数 和 矩阵 Cs) , 亏 数 de{fG(s) 反 睦 G(s) 
极点 零点 不 平衡 性 程度 。 defGts) 意 大 ,G(s) 不 平衡 性 程度 傅 大 ;defG(s) 愈 小 ,G(s) 不 平 
衡 性 程度 请 小 。 
结论 9. 45 [ 援 点 零点 平 奖 条 件 ]】 对 gxp 传递 函数 箱 阵 Gts), 有 
Gs) 极点 零点 平衡 富 defG(y} 一 0 《9. 180) 
结论 9. 46[ 亏 数 为 零 条 件 ] 对 qx pp 传递 沙 数 矩 阵 G(s) ,在 
defG(5) 一 0 局 G(s) 为 正则 , 即 *Gis) 为 方 日 detG(s) 天 有" (9. 181) 


己 数 和 最 小 指数 


现在 , 转 而 讨论 传递 函数 矩阵 的 坊 数 和 传递 函数 和 矩阵 的 奇异 性 的 关系 。 
结论 9. 47 [ 亏 数 和 最 小 指数 关系 ] 对 多 辖 人 多 输出 线性 时 不 恋 系统 的 9Xz 传递 函 
数 矩 阵 G(s5) ,rankGts) 二 rmin{9; 户 } ,G(s) 的 亏 数 和 上 (5) 的 最 小 指数 具有 关系 : 
defG(s) 一 “G(s) 的 右 最 小 指数 之 和 ”十 “Gs) 的 左 最 小 指数 之 和 ” (9. 182) 
证 为 使 证 明 思 路 更 为 清晰 ,分 为 三 步 进行 证 明 ， 


rr rom 一 -- 一 
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(i) 表 yxp 传递 函数 矩阵 G0) 为 
人 ts = GL Cr) ts) (9. 183) 
其 中 .G6; (5 为 gxr 满 列 我 有 理 分 式 矩 阵 , 即 rankGi (5) 一 r,Gi (3) 为 rxXp 满 行 秩 有 理 分 
式 知 阵 ; 即 rankGs (1) = 二 r。 现 要 证 明 
defieGts = defO (3) + defG,. ts) 《9. 184) 
对 此 , 据 评 价值 定 立 ,并 考虑 到 式 (9. 183) ,有 
0 一 min(Gi(3)Gs(s) 所 有 ->Xr 子 武 在 * 二 8 的 评价 值 } 
二 min( 所 有 “(G1060 的 rr 于 式 ) x (Gs) 的 rxr 子 式 )” 
在 :一 及 的 评价 值 } (9. 185) 
并 且 , 最 小 评价 值 出 现 于 “次 数 最 小 的 G46) 的 rxr 子 式 " 和 "次 数 最 小 的 Gt 的 rxXr 了 于 
式 ? 相 乘 情况 。 基 此 ,可 把 上 式 表 为 
WW (G) 一 min{Gi(s) 所 有 上-Xr 子 式 在 , 二 8 的 评价 值 } 十 
mintes ts) 所 有 rr xr 子 式 在 ; 一 如 的 评价 值 } 


= (G0 + (Gs) (9. 1.86) 
骨 将 上 式 对 折 有 BE 一 1co) 求 和 ,得 到 
OG = OG) + Dn 6,) (9. 187》 
BE EE BEF 


从 而 ,由 此 证 得 
defG(C3) 一 一 Dw (G6) 
HE + 


= 一 【一 了 ‘|] ) ) 十 【一 了 (G2) ) 
PET 


PE 
一 deft (3) 十 defG ts) 9. 188) 
《ii) 其 次 ,证明 
直 


7 
defGl CD) = ou, defG(s) = Dip, (9. 189) 
{=1 


菇 中 ,iv | Gs) 的 左 最 小 指数 16=g—r; {um | 如 (3 的 石 最 小 指数 ， 
=p—r, 对 此 , 设 { 而 (Cs) hs) ,ns)}} 为 GiLs) 的 左 零 空间 的 一 个 最 小 多 项 式 基 ,而 
次 数 汶 {vv 基 此 ,并 利用 最 小 多 项 式 基 判 据 , 可 知 多 项 式 矩 阵 


hts) 
His» 一 | : 《9. 190) 
sts) 


为 不 可 简约 和 行 既 约 。 而 由 th (5) ,和 (3),… ,有 (5)} 为 G1(5) 左 零 空间 的 多 项 式 基 ,有 

HIDGCG) = HOYG (YG) = 和 Go) -0 {9. 191) 
于 是 ,由 式 59. 1917 以 站 央 (s) 为 不 可 简约 和 行 既 约 知 ,H(s) 也 为 (5) 的 左 堆 空间 的 最 小 
多 项 式 基 和 矩阵 ,从 而 得 到 
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{pa a Oo 


(9. 
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192) 


进而 .多 项 式 窑 阵 His} 的 行 次 数 满 是 名 记 呈 训令 ww : 且 出 二) 的 不 可 简约 性 和 行 荆 约 


性 可 通过 推导 得 到 
Dw CH) 一 一 和 
Dwr CH) =— w+) 
十 
Dur CH) = 一 DP, 
由 此 ,可 以 导出 


E 
defH(*x) 一 一 Sw (CH) 一 Di 
#1 


再 之 ,由 Ciktsy? 列 满 秩 而 可 表 其 为 
| 
Gr (3) 
同 理 , 由 Hts) 行 满 秩 而 可 表 其 为 
Hit) = [Hts) HH;(s)], Hts) 为 6x5 非 奇异 阵 
于 是 ,由 下 (3) 为 Co 的 左 零 空 间 的 最 小 多 项 式 基 矩 阵 ,有 


GCs} 一 | Cg) 为 上 Xr 非 奇异 阵 


1 
ts =— Ht) — HiC}H(ts)y 一 了 | le (5) 
His}G ts 2 [ ] Gi (5)G 1 1) 1 


=— HHY)G (YG) = 0 
其 中 
Hl) 一 [一 下 Bi) 1, G(s) = | ' | 
本 is) 
进而 ,由 式 (9, 197) 久 可 导出 
— Hs (YH (Cs) GCC = Ws) 
基 此 , 壕 可 将 十 ( 引 和 G(s) 宫 为 
H(i = 一 机 (LWtis) 一 于 


人 is) 一 | JGn ts) 


1 
Wes) 
从 而 ,利用 前 部 分 证 得 的 结论 ,有 

defH(s) = defH;s(s} + deffW(s) -— 于 ] 
I 
defG, (ts) = de ,|+ defG (5) 


号 


青 考虑 到 地 :Ls) 和 种 G(s) 为 非 奇 异 , 有 


(9. 


(9. 


(9, 


.194) 


. 194) 


135) 


136)» 


197) 


.198) 


. 199» 


. 200) 


. 201} 


. 202) 


. 203) 
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defH;{:) = 0, defGi, (ts) = 0 (C0, 204) 
而 由 
[ I1| 和 | Co. 205) 
Wis 一 j G2 
: LW(s) | 


具有 相同 极点 零点 布局 ,又 可 毕 出 
Ws) 
defLW(s) -= defl 1 | (9. 206) 


于 是 .运用 式 (9. 204) 和 (9. 206) ,可 由 式 (9. 202) 和 (9., 203) 得 到 
defH{sy 一 defG (ts) (90. 207) 
将 式 49. 194? 代 大 式 (9. 207) ,就 即 证 得 


defGiftsy = defH(s) 一 Sy £9, 208 1 
采用 类 同步 又 ,也 可 证 得 和 
defG(s) = Sp (9. 209) 
(ii 证 明 结 论 。 对 此 ,将 式 (9. 208) 和 (9. 209) 代 人 式 (9， 188) .就 即 证 得 


了 中 
defG(8) = >) 和 十 Yr, (9. 210) 
并 贞 一 人 


进一步 ,在 上 述 结论 基 础 上 ,就 传递 函数 矩阵 来 给 出 亏 数 和 奇异 性 .极点 零点 不 平衡 
性 和 奇异 性 等 推论 性 结论 ， 

结论 9. 得 [ 亏 数 和 奇异 性 ] 对 4X 六 传递 函数 答 隆 G(s) , 亏 数 defG(s) 上 反映 G(s) 的 
奇异 性 程度 。 亏 数 defG(s) 鳃 大 ,G(s) 的 奇异 性 程度 愈 大 ; 亏 数 defG(51 愈 小 ,Gis) 的 奇异 
性 程度 愈 小 。 

结论 9. 49 [不 平 衡 性 和 将 异性 ] 对 4X 声 传递 函数 答 阵 Gts) ,极点 零点 不 平衡 性 反 
陕 G(s) 的 奇异 性 程度 。 个 平衡 性 愈 大 ,G(s) 的 奇异 性 程度 钝 大 ;不 平衡 性 愈 小 ,G(;) 的 奇 
异性 程度 全 小 ， 

结论 9. 50 [ 气 数 的 正 整数 属性 ] 对 gxp 传递 函数 气 阵 BC) , 亏 数 defG(s) 必 为 正 
整数 , 即 当 G(s) 为 不 平衡 其 极点 总 数 必 大 于 零点 攻 数 。 


9.8 ”小结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 ， 本 章 基于 传递 函数 矩阵 描述 讨论 线性 时 不 变 系统 的 两 类 结构 特性 
即 极点 零点 和 河 异 性 ， 在 线性 时 不 变 系统 复 频率 域 理论 中 ,极点 零点 是 分 析 系统 运动 行 
为 的 基础 :奇异 性 是 研究 系统 奇异 特性 的 根据 . 
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(2) 极点 各 党 点 ， 多 输入 多 给 出 传递 两 数 征 阵 的 有 限 被 总 零点 和 和 无穷 援 点 零点 有 着 
在 同 定义 方式 。 性 限 和 极点 零点 用 传递 晒 数 矩阵 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 定义 , 基 此 异 出 的 
推论 性 定义 使 可 从 不 可 简约 MFD 和 能 控 能 观测 状态 空间 描述 分 析 极点 零点 。 无 穷 极点 
零点 由 传递 耳 数 年 阵 G(s 基于 4 一 1 的 变换 式 G04)} 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 定义 ， 多 输 


平衡 。 

(3) 奇异 性 。 多 得 和 人 多 输出 传递 咀 数 矩阵 的 奇异 性 可 以 多 种 角度 分 析 和 和 度量。 至 观 
t., 告 异性 表现 为 GCs) 的 非 方 性 入 满 秩 人 性。 从 零 空间 角度 ,奇异 性 体现 为 非 空 性 和 最 
小 指数 。 从 极点 志 点 角度 ,奇异 性 反映 极点 总 个 数 和 零点 总 个 数 的 不 平衡 性 。 而 从 三 数 
第 度 , 奇 异性 呈现 为 亏 数 的 非 零 和 大 洲 ， 

(4) 续 构 指数 和 评价 值 。 结 构 指 数 的 作用 是 为 传递 晒 数 矩阵 极点 零点 的 分 布 和 重 数 
提供 统一 表示 。 评 价值 的 作用 是 为 计算 极点 零点 和 分 析 奇 异性 提供 简便 途径 。 传 递 函 数 
年 阵 的 浮 价值 可 通过 简单 代数 计算 定 出 .结构 指数 则 可 利用 转换 关系 式 由 评价 值 定 出 ， 

(5) 万 数 。 亏 数 在 分 析 传递 函数 拭 阵 奇异 性 中 共有 核心 地 位 。 号 数 由 传递 明 数 撼 阵 
的 评价 值 定义 ， 瑟 数 既 可 为 沟通 奇异 性 种种 表征 提供 桥梁 .也 可 为 订 异 性 程度 提供 量化 
度量 。 吕 数 愈 大 ,奇异 性 程度 人 鳄 大 ,极点 零点 不 平衡 性 程度 全 大 ,最 小 指数 和 信息 大 ;二 数 
意 小 ,奇异 性 程度 僵 小 ,极点 零点 不 平衡 性 程度 僵 小 ,最 小 指数 和 值 候 小 ; 亏 数 为 零 , 奇 辟 
性 程度 为 零 即 非 奇 异 , 极 点 零点 不 平 奖 性 程度 为 零 即 满足 平衡 性 ,最 小 指数 和 值 为 替 即 堆 
空间 为 空 。 
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9 1 定 出 下 列传 递 函数 矩阵 GC,) 的 史密斯 -麦克 米 伦 形 MG5)， 


5 s 十 Yi 
a + (Cs 2 (so) 


Gs) 


i ] | 
| Cs 二 28 5s 十 2 
9.2 确定 下 列 各 传递 函数 和 矩阵 G63) 的 MED 的 有 限 极点 和 有 限 零 点 ， 


| [一 : 0 JT sl 5 
C1) | | | 
OD #1 LO sl1 sl 


rel 0 Ir sl 
CiD |” | ” | 
LO srl lz 1 


0 人 一 之 _ ， 0 _) 
GiD lit3 0 | | 
- -上 -1 一 5 十 1 


:一 人 5 十 ] | 


re 
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9.3 确定 下 列 各 传递 闫 数 算 阵 6 的 有 了 原 极 点 和 有 限 截 点， 


2 十 1 + 
GD GO 一 
1 1 28 十 5 
1 5 十 3 十 7 二 12 
_ si 
(11) GCC 一 | 二 二 可 0 | 


9.4 确定 下 列 各 线性 时 不 变 系统 的 有 限 极点 和 有 限 零 点 : 


0 1 0 1 0 
(Ci) -| 0 0 yo 1iu 
一 2 一 4 一 3 一 1 1 


J 


1 0 1 1 0 
Pi 1 xD 1ix 
1 1 0 1 0 

y=[1 4 ijx 


9.5 对 上 题 的 两 个 线性 时 不 变 系 统 , 分 别 确定 一 个 初始 状态 x 和 一 个 输入 函数 
ut) ,使 系统 强制 输出 开间 =s0。 
9.6 纵 定 线性 时 不 刻 系 统 为 


[2 人 
3 一 [2 1 


坛 《i 确定 两 个 初始 状态 x, ,使 系统 输出 的 等 输入 响应 对 所 有 t 空 0 为 y= 3e ‘, 


(ii) 确定 两 个 宁 始 状态 % ,使 系统 相应 于 此 初始 状态 和 wt) 一 全 的 输出 啊 应 对 所 有 
[2 为 


3 = 于 ee 


9.7 给 定 完全 能 控 和 完全 能 观测 的 线性 时 不 变 系 统 ， 

x 二 六 x 十 Bu 

y= Cx Eu 
表 其 传递 函数 矩阵 为 C05) , 试 证 明 ;4 为 G(s) 的 极点 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 一 个 初始 状 
态 x ,使 系统 输出 的 零 输 人 了 应 为 3 一 pe", 其 中 8B 为 非 竺 向 量 。 

9.8 对 上 题 的 线性 时 不 变 系 统 , 今 输 入 wl7) 一 me-", 其 中 必 为 实数 自 不 是 G(s) 的 
极点 ,am 为 任意 非 零 常 向 量 , 试 证 明 ,系统 相对 于 输 大 utt)y 和 初始 状态 
XD0) =— (A — al) -Bu, 
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的 输出 啊 应 对 20 为 
站 一 
9.9 今 传递 葬 数 算 阵 如 一 再 ORG 一 有 0) 有 下 均 为 不 可 简约 MEFEDP, 试 证 
有 明 : 由 Nts) 定 义 的 零点 集 必 等 同 于 由 Nt 所 定义 的 零点 集 。 
9.10 计算 下 列传 递 函数 征 阵 GG) 在 一 0, 一 1, 一 2. 一 3 土 的 评价 值 ; 


四 sts 3 
Gs) 一 ts 二 27 5 十 07 十 2 
5 十 2 5 十 1 


《5 十 1 十 2) 《ss 十 3 人 十 二 ) 
9. 11 对 上 题 的 传递 函数 矩阵 G(s) ,利用 评价 值 定 出 其 在 有 限 复 平面 的 史密斯 - 麦 
克 米 伦 形 ,并 据 此 定 出 G(s) 芍 有 限 极点 和 有 限 零 点 及 它们 的 重 数 。 
9.12 对 于 题 9.10 的 传递 函数 和气 阵 Gs) ,利用 评价 值 定 出 其 在 无 穷 远 处 的 史密斯 - 
麦克 米 伦 形 。 
9.13 确定 下 列 各 传递 隔 数 矩阵 G(C? 的 右 零 空 间 和 j, 和 左 零 空间 口 , 的 维 煞 ， 
Ss 十 1 
< 一 2ts—1)’ 
(i) Gt{s) = 
405 十 1》 十 1 
st 10 Cs—1): 


_， 0 5 1 irs—] 1 一 | 
Cii) G5)=| | | | 
s—1 0 s 十 1 0 5 十 1 
9.14 给 定 传递 本 数 矩阵 G(s) 为 


1 sts | 3) 
ks 十 13085 十 233 5s 十 2 {st lts + oY 
G(s) = 
] 5 十 1 5 十 3 
Cs — 2)1 sts 2) {5 2)7 


试 (i) 确定 其 右 零 空间 的 一 组 有 理 分 式 基 ; (ii) 确定 其 右 零 空 间 的 一 组 最 小 多 项 式 基 ， 
(iD 确定 其 右 零 空间 的 最 小 阶 数 ， 

9.15 计算 题 9. 10 的 传递 函数 算 阵 如 (5 的 亏 数 ， 

9. 16 计算 题 9. 14 的 传递 沙 数 矩阵 GCs) 的 亏 数 。 

9.17 试 从 是 9.15 和 9.16 的 结果 中 归纳 出 传递 函数 短 阵 的 亏 数 的 规律 性 结论 ， 
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第 10 章 
传递 函数 矩阵 的 状态 空间 实现 


状态 空间 实现 简称 实现 (realization》。 对 线性 时 不 变 系 统 .实现 是 外 部 描述 肥 传 递 明 
数 短 阵 和 的 外 部 等 价 和 的 一 个 内 部 描述 踊 状 态 空 间 描 述 。 研 究 实现 的 日 的 在 于 ,建立 系统 各 
种 描述 的 转换 和 反映 关系 ,沟通 系统 不 同 描 述 下 的 结构 特性 ,为 采用 各 类 分 析 技 术 研 究 系 
统 运动 过 程 和 性 能 提供 多 元 途径 。 本 冯 基 对 线性 时 不 变 系统 实 现 癌 题 的 较为 系统 和 较为 
全 面 的 讨论 。 主要 册 容 包括 实现 的 概念 和 属性 ,典型 实现 和 最 小 实现 ,基于 拭 阵 分 式 描述 
的 状态 空间 实现 的 理论 和 算法 等 。 


10.1 实现 的 基本 概念 和 基本 属性 


作为 随后 各 节 讨 论 的 基础 ,本 节 是 对 实现 问题 的 共性 概念 和 共性 问题 的 一 个 引 论 性 
讨论 。 本 节 的 讨论 对 象 为 有 理 分 式 形式 的 传递 函数 矩阵 ,内容 包括 实现 的 定义 .能 控 类 实 
现 和 能 观测 类 实现 .最 小 实现 及 其 属性 等 。 


实现 的 定义 和 属性 


针对 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统 , 给 出 其 传递 函数 些 阵 的 宾 现 的 定义 ， 
定义 10.1 [实现 | 对 真 或 严 真 连 续 时 间 线 性 时 不 变 系统 , 称 一 个 状态 空间 描述 
{x = Ax+ Bu 


10. 12 
y= Cx Eu 


10.1 实现 的 基本 概念 和 基本 属性 


成 障 号 为 (有 ,8.C,EE) 是 其 传递 函数 矩阵 GG5) 的 一 个 实现 ,如 时 两 者 为 外 部 等 价 即 成 立 英 
系 式 ; 
Ct A) BE= CG() 《10. 2) 
注 考虑 到 传递 函数 矩阵 CCD 的 矩阵 分 式 描述 中 已 采用 N(5) D7 (5) 和 Di C3) (5) 
为 右 MFD 和 左 MFD 的 表达 式 ,为 避免 符号 上 的 混同 ,从 本 节 开 始 的 随后 讨论 中 ,约定 状 
态 空间 描述 的 符号 用 (和 ,B,C,EE) 代 替 先 前 的 (4,B,C,D)， 
进而 ,对 传递 函数 抑 泗 的 状态 空间 实现 可 以 导出 如 下 .…- 些 基本 属性 。 
(1) 实现 的 维 数 
结论 10.1 [实现 维 数 ] 传递 鸥 数 矩 阵 G(s) 的 实现 (和 ,B,C,E) 的 结构 复杂 程度 可 由 
其 维 数 表征 。 一 个 实现 的 维 数 规定 为 其 系统 矩阵 4 的 维 数 , 即 有 
实现 维 数 = dim 4 {10,3} 
(2) 实现 的 不 惟一 性 
结论 10.2 [不 惟一 性 ] 传递 沙 数 矩阵 GC3) 的 实现 (4,B,C,E) 满 足 强 不 惟 - 镍 ， 即 
对 传递 函数 矩阵 Gis) ,不 仅 其 实现 结果 为 不 惟一 ,而 且 其 实现 维 数 也 为 不 惟一 ， 
《3) 最 小 实现 
结论 10.3 [最 小 实现 」 最 小 实现 定义 为 传递 函数 矩阵 G(s) 的 所 有 实现 (4 ,B,C.E) 
中 维 数 最 小 的 一 类 实现 。 实 质 上 ,最 小 实现 就 是 外 部 等 价 于 Cs) 的 一 个 结构 最 简 状 态 空 
间 模 型 。 
(4) 实现 间 的 关系 
结论 10.4 [实现 间 关 系 ] 对 传递 函数 矩阵 G(s) ,其 不 同 实现 间 一 般 丰 看 在 代数 等 
价 关 系 ,但 其 所 有 最 小 实现 间 必 具有 代数 等 价 关系 。 
(5) 实现 的 物理 本 质 
结论 10. 5 [实现 物理 本 质 ] 物理 直观 上 .传递 函数 矩阵 Gs) 的 实现 就 是 对 具有 “时 
条 "形式 的 真实 系统 在 状态 空间 领域 寻找 一 个 外 部 等 价 的 内 部 假想 结构 ,内 部 假想 结构 对 
真实 系统 的 可 否 完 全 表征 性 依 束 于 系统 的 有 是否 能 控 和 能 观测 。 
(6) 实现 的 形式 
结论 10.6 [实现 形式 ] 传递 酚 数 矩阵 Cts) 的 实现 形式 取决 于 其 真性 或 严 真性 属 
性 。 当 G05) 为 严 真 ,其 实现 对 应 地 具有 形式 (4,8,C) 即 百 一 人， 当 GCs) 为 真 ,其 实现 对 应 
地 具有 形式 (4A,B,C,E) 即 天 0, 旦 有 
所 = lim Gs 10.4) 
(7) 扩展 构造 其 他 实现 的 途径 
结论 10.7 [构造 其 他 实现 ] 设 状态 空间 描述 (4,B,C,E) 为 传递 浅 数 和 矩阵 G(s) 的 
一 个 实现 ,dim = 二 xx, 则 对 任 一 Xn 非 奇 异 阵 T, 状 态 空间 描述 (TAT-', TB,CT-! :) 必 
也 为 GCs) 的 一 个 网 维 实现 。 
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能 控 类 实现 和 能 观测 类 实现 


能 控 类 实现 和 能 观测 类 实现 是 两 类 基本 的 典型 实现 ,并 在 线性 时 不 变 系 统 实现 理论 
中 扮演 重要 角色 。 能 控 类 实现 和 能 疯 测 类 实现 的 意 疼 在 于 ,不 仅 可 对 真实 系统 提供 外 部 
等 价 的 具有 较 好 结构 特性 的 内 部 假想 结构 ,而 且 还 是 构造 传递 函数 矩阵 的 最 小 实现 的 一 
个 桥 滩 。 

定义 10.2 [能 控 类 实现 」 称 状 态 空间 描述 44, 互 ,C ,下 ) 为 传递 函数 矩阵 Gs) 的 一 个 
能 控 类 实现 ,. 当 且 仅 当 


CT 一 各 ) ! 且 十 四 一 Gs) 《10. 5) 
(4 ,3) 能 控 且 有 指定 形式 (10.6) 
注 传递 函数 矩阵 Gts) 的 能 控 类 实现 可 有 不 同形 式 。 在 随后 的 讨论 中 将 可 看 到 , 当 
G(s) 以 有 理 分 式 窍 阵 或 矩阵 分 式 描述 形式 表达 时 ,可 以 构成 形式 很 不 相同 的 能 控 类 
实现 。 
定义 10.3 [能 现 测 类 实现 ] 称 状态 空间 描述 (4,B,C,E) 为 传递 函数 短 阵 G(s) 的-- 
个 能 观测 类 实现 , 当 且 仅 当 
Cl — A)B+E= G(s) (10.7) 
(4:C) 能 观测 且 有 指定 形式 (10.8) 
注 同样 , 随 传 递 泣 数 和 矩阵 G(s) 为 有 理 分 式 矩 阵 描述 或 矩阵 分 式 描述 ,可 以 梅 成 形 
式 很 不 相同 的 能 疯 测 类 实现 。 


最 小 实现 


最 小 实现 是 传递 函数 矩阵 G(s) 的 一 类 最 为 重要 的 实现 。 最 小 实现 是 G(s) 的 所 有 实 
现 中 结构 为 最 简 的 实现 , 即 从 外 部 等 价 的 角度 实现 中 不 包含 任何 多 余 的 部 分 ,因此 通常 也 
称 最 小 实现 为 不 可 简约 实现 。 

下 面 ,进一步 给 出 最 小 实现 的 一 些 基本 特性 ， 

1) 最 小 实现 的 判 据 

结论 10.8 [最 小 实现 判 据 ] 设 (4,8,C) 为 严 真 传递 函数 所 阵 et 的 一 个 实现 , 则 
其 为 最 小 实现 的 充分 必要 条 件 是 

(4 ,8) 完全 能 控 ,(4,C) 完全 能 观测 (10.9) 

证 上 先 证 必要 性 ， 已 知 (4.B,C) 为 最 小 实现 , 答 证 (4 ,8B) 能 控 和 (C4, 吕 能 观测 采用 
只 证 法 , 反 设 (4,B,C? 不 是 联合 能 榨 和 能 观测 , 则 可 通过 系统 结构 规范 分 解 找 出 其 能 氛 和 
能 观测 部 分 (hi , 画 ,如 ) , 且 必 成 立 ， 
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人 一 性 (一 各 1 1B, = Gs) C10. 10) 


[dimtA) > dimtAn) 
据 定 义 ,CA ,Bi Ci) 也 是 G(s) 的 实现 , 且 具 有 更 小 维 数 。 这 表明 ,4 ,B,C) 不 是 G(s)} 的 
最 小 实现 , 节 盾 于 已 若 条 件 。 反 设 不 成 立 ; 即 (和 ,8,C}) 能 控 和 能 观测 。 必 要 性 得 证 。 
再 证 充分 性 。 已 知 (4,8B} 能 控 和 (和, 品 能 观测 , 徐 证 (4&4.B8.C) 为 最 小 实现 。 采用 反 证 
法 , 反 设 (和 六, 吾 , 品 不 是 最 小 实现 , 则 G03) 必 存在 另 一 最 小 实现 (站 ,让 ,CC) ,使 有 


n= dm(tA) > dim(A)— 7 (10,11) 
并 对 任 一 输入 uu 有 相同 输出 y+, 即 有 
| eer Bucndr = | eer Bundr (10. 12) 
自 各 
考虑 到 上 式 中 必 和 + 的 任意 性 ,由 此 可 进而 导出 
Ce B= Ce "HB, Wtsr (10,13) 
他 r 一 0, 已 表 
H(i) 一 Ce*B, H(t) = Ce*B, y {10. 14) 


分 别 代表 (起,B,C) 和 (各 ,B,C) 的 脉冲 吻 应 矩阵 。 基 此 , 求 出 (7) 的 各 阶 导数 ,并 利用 入 
和 e* 的 可 交换 属性 ,得 到 

HV = CAe*B = Ce*AB 

H 《0 = CAeAB = CA:e*B 一 Ce*A:B 


| (10, 15) 
H'" De) 一 她 及 1e 汪 再 一 人 二 出 iB 
Hi'” ry 一 CA 中 ip 
进而 ,基于 上 式 组 成 ; 
[ Her) HUD 2 Ho" -nr) 
Ho) HO{Y) 再 人 
Lf) 站 ， ， ) 
HH" Hiniery a H''"- (rr) 
Ce*B Ce 起 虽 “a Ce*A*" BB |) 
CAeB CAeAB “CAe*A "IB | 
: : | 
CA esB CA” esrAB |- CA’ ee 
和 
站 . 机 
一 | ， eB AB … A" B| 一 0,et0,, 1 六 0 《10. 16) 
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其 中 ,全 和 及 为 (4 有 ,的 能 观测 性 判 曾 阵 和 能 控 性 判 出 阵 。 考虑 到 趟 410.16) 对 一 功 
0 均 成 立 , 所 以 对 上 0 也 成 六 。 茜 此 ,可 得 到 

Li0) ~ OO. (10. 17) 
对 应 地 , 同 理 可 以 导出 

元 (0) = 2.0. (10. 18) 
其 中 , 心 和 @. 为 (4, 吾 ,CC) 的 能 观测 性 判别 阵 和 能 控 性 判别 阵 。 且 由 式 (10. 13) 和 
(19. 14) 还 可 导出 开 (1)= 二 (7) , 基 此 又 有 上 (一 LG)。 从 而 ,由 式 (10. 17) 和 (10. 18) ,可 
以 得 到 


LO ~ 0.0. (10. .95) 
但 已 知 (4%,8, 吕 能 控 和 能 观测 ,因而 吕 有 
rank@, = nn, rank0. = n, ranko,0O, =— 1 10. 20) 
由 此 ,并 利用 式 (15. 19) 和 乘积 阵 秩 关 系 式 ,得 到 
7 = rankQ,Q. < minlrankd, ,rankO.) {10.21) 
即 
rankd, = n, rankO., >n (10. 22) 


这 和 反 设 dim{ 克 )<n 相 了 矛盾 , 反 设 大 成 立 , 愉 而 ts 不 存在 维 数 比 (4, 吾 ,C 更 小 的 实现 ， 
即 (4,5,C)? 为 G() 的 最 小 实现 。 充 分 性 得 证 ， 证 明 完 成 . 

‘23) 最 小 实现 的 广义 惟一 性 

结论 10.9 [最 小 实现 广义 惟一 性 ] 严 真传 递 函 数 和 矩阵 Gs) 的 最 小 实现 为 不 惟一 但 
满足 广义 惟一 性 。 姑 车 (4,B,C) 和 (四, 时, 忆 ) 为 G3) 的 尾 意 两 个 n 维 最 小 实现 .出 必 可 基 
此 构造 出 一 个 wxn 非 奇异 常 阵 工 使 成 立 ; 

和 一 了 114， 中 一 了 185， C= CT 《10. 23) 

证 为 使 思路 更 为 清晰 ,分 成 两 步 来 进行 证 明 ， 

(i) 构造 非 奇 异常 阵 了 。 对 此 ,由 (和 ,如 ,CC) 和 (各 , 下 ,有 ) 为 最 小 实现 ,并 利用 最 小 实现 
的 判 据 , 可 知 (4,B,C} 和 (及, 吾 , 忆 ) 均 为 能 控 和 能 观测 。 基 此 ,可 有 


rankd. = rang， 一 rankO, = rankO, = > 10, 24) 

且 可 导出 
Q.QT 和 WD 为 非 奇 异 《10. 25) 

从 而 , 据 结论 10.8 证 明 中 导出 的 等 式 ， 

.0. = 0.0. (C10. 26) 

可 以 得 到 
0. = (OOO. = (OY,) "070,0. - 70. C10, 27) 
QQ. =— 00 G0 00.07 0.07) : ~ QT (10. 28) 


其 中 ,所 要 构造 的 nxXn 常 阵 和 于 为 


nn 
T= (00,) :0OID ， T= 00 0.07)- 《10. 29) 
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并 日; 由 此 和 利 月 式 (10.26) .可 以 导出 
TT =(00,) O00.07 (0.07) | 
= (QO, 00,.. 0.0..0.0)'=1 (10. 30) 
这 表明 ,所 构造 矩阵 了 为 非 奇 异 , 耳 有 


了 :一 了 《10. 31) 
4 证 明 结 论 美 系 式 (10. 23)。 对 此 .由 式 C10.27)7 和 和 式 110. 28] ,有 
y="T i0.. 0, = OT (10, 32) 
进而 ,将 其 表 为 
[BRB AB … A 'B]=T'[B AB … A'!'B] 《10. 33) 
CC- re 
Li CA 
=-_ .|T (10. 34) 
CA"i CA ! 
于 是 ,分 别 由 上 述 两 式 中 等 式 两 边 第 1 向 块 阵 相 等 和 第 1 行 块 阵 相等 ,就 可 让 得 
B=T'8B, C= 人 CT (10. 35) 
再 之 ,由 等 式 L10.260) 可 以 导出 
C | C 1 
CA A 
. [IB AB A"'B'I=[B AB A" 1'B |] ， (10. 36 ) 
CAr 1 CA' | 
而 由 上 式 等 式 两 边 相 乘 结 果 , 可 以 得 刘 
CAB CAB, E01 (10. 37》 
蔚 此 , 吕 有 
| 全 1 
CA | 
QA0.=| . |4[B a8 有 六" 可] 
起 ”1 
-EE | 
CA 1 ， 
一 | ， rs AB A" !B] 
CA 1 
=0.4 0. (10. 38) 
从 而 ,由 此 证 得 
A= 0) OQ0A00 C000) :TAT {10. 39) 
全 此 :证明 完成 。 


HT Th ee pr 


516 第 10 章 传递 函数 矩阵 的 状态 空间 实现 


实现 的 最 小 维 数 


通常 ,在 线性 时 不 变 系统 的 某 些 复 频率 域 分 析 中 , 感 兴趣 的 只 是 传递 函数 矩阵 G(s) 
的 实现 的 最 小 维 数 。 对 于 这 类 情形 ,没有 必要 导出 最 小 实现 的 具体 结果 ,只 需 根 据 Gis) 
直接 定 出 其 实现 最 小 维 数 。 

下 面 , 给 出 两 个 结论 以 直接 由 传递 函数 矩阵 G(s) 计 算 其 实现 最 小 维 数 。 

结论 10. 10 [实现 最 小 维 数 ] 对 严 真传 递 函数 矩 阵 G(s) , 表 其 为 宪 级 数 表达 式 : 


GC) = Shs (10. 40) 
其 中 ,hh,， 这 1 2 为 马尔 柯 夫 (Markov) 参 数 矩 阵 ,并 基 此 组 成 汉 克 尔 (Hankei) 抵 阵 ， 
[ [i 看; “el! 


有 , 
HA 和 (10. 41) 


则 G0 的 状态 空间 实现 的 最 小 维 数 为 
nmn = IankH (C10, 42) 
证 令 (4, 有 ,C) 为 严 真传 递 函 数 矩 降 ct5) 的 任 一 最 小 实现 ,将 其 维 数 mv 简写 为 n 
则 据 实 现 的 定义 和 (sf 一 4)-! 的 只 级 数 展开 式 ,可 以 得 到 


hs = CT 一 4) BB- TCA'Bs” (10, 43) 
+ 一 1 一 1 
基 此 ,可 以 导出 
h, = CA'-!B, i 1,2,.: 《10. 44) 
上 下令 
好 
CA 
d=[B AB … A"!'8], Q, = . 《10. 45) 
着 * 1 
则 由 式 510. 44) 和 式 510.45) ,又 可 得 到 
hy he 


瑟 下 0 
(rm 一 | 


下 [| 2 站 2， 
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CB CAB : CA":h 


_ CB CAB ~ CAB| ,yg 10 46) 
CA IB CAB + CAmB 
且 由 最 小 实现 判 据 知 (和 ,8,0) 为 能 控 和 能 观测 , 想 应 地 有 
rank@. = n, rank@, = nn 《10. 47) 
于 是 , 基 此 并 由 式 (10, 46), 可 以 导出 
rankHln,n) < min{rankQ, ,rankQ.)} = n ‘10. 48) 
此 外 ,由 (QQ,.) 为 非 奇 异 和 式 (10. 46), 还 可 得 到 
0. = (QQ,) ‘QI HCOn,n) (10. 49) 
再 考虑 到 rank(O70,) 一 ?Tank 人 .一 mn 和 ranake. 一 n, 故 有 
n =ranko 
simint rank( 人 rr QO,) ,rankO, ,rankH nn)} 
=TrankHin,n} 《10, 50) 
从 而 , 申 式 (10. 48) 和 式 (10, 59) 同 时 成 立 , 可 得 
rankHinin) = 《10. 51) 


进而 , 据 刻 莱 - 哈 密 尔 顿 (Cayley-Hamilton) 定 理 , 就 可 证 得 结论 关系 式 (10. 42) ， 
n= rankH(tn,n) = rankHin + k,n k) = rankH, = 1,2,: {1]0, 52) 
注 从 结论 证 明 过 程 可 以 看 出 ,从 简化 计算 角度 ,上 述 结论 还 可 表 为 
Non = rankHtin,n) C10. 53) 
结论 10. 11 [实现 最 小 维 数 ] 对 gxX 户 传递 函数 矩阵 G(s) ,rankGGs) 一 r, 其 虫 密斯 - 
麦克 米 伦 形 为 


E] (5s) 
p(s) 


MD = CDCGCOYCD 一 、 (10. 54) 
ey) 
DD 
0 :0 
其 中 , 心 (7 和 VC 为 xn 和 pX 上 单 模 阵 。 那 么 'G(5) 的 状态 空间 实现 的 最 小 维 数 为 


mi 一 DS) degy, ls) (10. 55) 
[| 
证 表 计 (5) 一 EC(5) 轨 (5) ,其 中 
ES : 和 Cs) 
ECs) 一 | ， 更 () = “1 ao 56) 
号 ， 


rr - 
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由 出 第 9 章 中 基于 更 密 斯 .才气 米 伦 形 的 不 可 简约 和气 阵 分 式 描 述 知 , 苦 了 
NG — UCE), 了 PC) — VOs) BO,) (10, 57》 
则 NCDD 让 为 G06) 的 个 不 可 简约 有 有 MFD。 进 而 ,利用 本 章 最 后 部 分 关于 不 可 简约 
后 阵 分 式 描述 的 最 小 实现 结果 ,可 以 证 得 NGYD !(5) 即 Gy 的 最 小 实现 维 数 为 
Pan = deg det Dt:) .10,358) 
基 此 ,并 考虑 到 


derD() = Bdet (2) = BT yt). 一 detYt) 常数 (10. 59) 
“一 1 
即 豆 进 得 结论 关系 式 (10,. 55)， 


nn = deg telDis) = Ddegh (8) C10.50) 
+t-—] 


10.2 标量 传递 函数 的 典型 实现 


对 童 输入 单 输出 线性 时 不 变 系 统 ,其 输入 输出 复 频率 域 描述 为 标量 传递 明 数 ,并 具有 有 
有 理 分 式 函 数 形 式 。 本 节 讨 论 标 量 传递 落 数 的 典型 实现 ,主要 包括 能 控 规 范 形 实 现 .能 观 
测 规 范 形 实现 ,并联 形 实现 .串联 形 实现 等 ， 

不 失 一 般 性 ,考虑 真 标量 传递 疝 数 gty) ' 并 通过 严 真 化 先 将 其 表 为 常数 。 和 严 真 有 
理 分 式 nts) dtsj 之 和 , 即 有 


A 十 全 有 二 六 _ 1 52 
805) = et 名 To “了 十 冯 


上 
1 


(10. 61) 
其 中 


dd) = a 
ns oh s+ 
tag aa 1) 各 {8.81} 为 实 常 数 
那么 ,对 #55) 的 各 类 典型 实现 就 归结 为 对 严 真传 递 函数 aidts) 导 出 相应 的 实现 ,而 常 
数 。 为 各 类 实现 中 的 输入 给 出 直接 传递 系数 


能 控 规 范 形 实现 


结论 10. 12 [能 控 规 范 形 实现 ] 成 (10. 61 ) 所 示 标 量 传 递 函 数 pgs) 的 严 真 部 分 
nls)/qd(s) 的 能 控 规范 形 实现 具有 形 江 ， 
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|” 1 - 0 
A = | bp. — c 一 
0 1 心 
一 位 一 立 | 一 全， 1 了 


(10. 62) 
证 容易 看 出 ; 式 (10.62) 给 出 的 状态 裤 间 描述 为 能 控 规 范 形 ， 因 此 , 扣 需 证 明 它 们 
为 antsy id) 的 一 个 实现 。 对 此 , 先 来 导出 


-1 _ ad 一 种》 
(一 全) det( 洒 -一 点 .) 
沉 车 1 ] 
1 (10. 63) 
让 十 G3 十 一 十 3 十 三， : 
其 me 着 1 
其 中 , * 表示 证 明 过 程 中 无 需 确 知 的 元 。 基 此 ;, 即 可 得 到 
1 
一 一 1 -一 由 9 二 和 一 
ce CsT 成 b. 四 二 ,sm 1 rp 问 a 1 x 
其 ae 关 1 -0 
: 0 
关 四 关 4 1 _1 
- A 1 十 一 十 访 s 十 态 Mts) (10. 643 


和 十 的 十 友人) 

战 而 . 据 实现 的 定义 ,结论 得 证 。 证 明 完 成 。 

进而 ,对 标量 传递 函数 的 能 控 规 范 形 实现 进行 如 下 几 点 讨论 ， 

(1) gt 的 能 控 规 范 形 实现 

结论 10. 13 [gts) 能 棺 规范 形 实现 ] 式 (10, 61) 所 示 的 真 标量 传递 函 孝 8fi) 的 能 榨 
规范 形 实现 为 (4.,8 ,ce，e) ,其 中 (A&.,b.,e.) 如 式 (10. 62) 所 示 ， 

(2) 能 控 规 范 形 实现 形式 的 惟一 性 

结论 10, 14 [实现 形式 惟一 性 ] 对 式 {10. 61) 所 示 8 (3) 的 严 真 标量 传递 函数 
ns}/d《s) 不管 dts) 和 nts) 是 殖 互 质 ,其 能 控 规 范 形 实现 都 具有 式 (10. 62) 所 示 形 式 。 

(3) 能 控 规 范 形 实现 维 数 的 非 最 小 性 

结论 10. 15 [ 维 数 非 最 小 性 ] ”对 式 (10, 61) 所 示 gt) 的 严 真 标量 传递 函数 
antsyAd(s) ,车 dis} 和 mts) 非 互 质 , 则 出 式 异 0. 62) 给 出 的 能 控 规 范 形 实现 (A, ,点 ,e 7 的 维 
数 为 非 最 小 , 即 实现 (4. ,5.,c.) 为 完全 能 控 但 不 完全 能 观测 。 

证 已 知 a(3) 和 a( 丰 非 互 质 , 则 两 者 具有 非常 数 型 公 因 子 如 (s 一 4) ， 由 此 ,有 
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nm20 
dtA} = A 二 a, 1A" 十 十 ai 十 一 用 (10.65) 
到 和》 一 有 二 十 记 十 局 一 0 《1 86》 
再 引入 非 零 问 量 ， 
a lA, A 1]! (10,673 


基 此 ,并 由 式 (10. 62) . 式 {10.651 和 和 式 (10.66) ,可 以 导出 


1 
ce 一 [所 ,记忆 1] ， | , 


0 : 1 | 1 1 
| … A A (10. 68) 


二 


i 一 


进而 ,由 上 式 还 本 导出 ,对 & 关 0 成 立 ; 
€. Ct 
CA Ac.a 
, 看 一 : -一 心 (10. b9) 
a A ee 


这 表明 , 式 (10. 62) 实 现 的 能 观测 判别 阵列 降 秩 , 即 (4.,c.) 不 完全 能 观测 由 此 ,并 据 最 
小 实现 状 据 ,可 知 (4, ,6.,c.) 为 非 最 小 实现 即 其 维 数 非 最 小 。 证 明 完 成 。 

(4) 能 控 规 范 形 实现 为 最 小 实现 的 条 件 

结论 10. 16 [C4 ,Bb.,e.) 为 最 小 实现 条 件 ] 对 式 (10. 61) 所 示 (5) 的 严 真 标量 传递 
函数 na(5)/g(s) ,车 4(s) 和 (sy) 互 质 , 则 其 由 式 (10. 62) 给 出 的 能 控 规 范 形 实现 (4 ,Db..e.) 
为 最 小 实现 即 具 有 最 小 维 数 ， 

证 由 qts} 和 ncs) 互 质 , 则 mn《s)/dts) 即 为 其 史密斯 -麦克 米 伦 形 。 由 此 ,利用 能 控 
规范 形 实现 式 (10. 62) 和 实现 最 小 维 数 关系 式 [10. 55) , 研 以 导出 

nmin 一 degets) = np = dim(A.,) 10.70) 

这 表明 ,(4.,b, ,te.) 为 最 小 实现 , 即 具有 最 小 维 数 ， 证 明 完 成 。 

《5) 能 控 规 范 形 实 现 的 方块 图 

结论 10. 47 [能 控 规 范 形 实 现 方 块 图 ] 对 式 (10. 61) 所 示 g(s) 的 严 真 标量 传递 函数 
n(s) /dts) , 式 (10， 62) 给 出 的 能 控 规范 形 实现 (4, ,5.,e.) 的 方块 图 具有 图 10. 1 所 示 的 
形式 ， 
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0.2 标量 传递 函数 的 典型 实现 


独 10.1 能 控 规 范 形 实 现 的 方块 图 表示 


能 观测 规范 形 实现 


结论 16. 18 .能 观测 规范 形 实 斑 ] 式 (10. 61) 所 示 标 量 传递 函数 gis) 的 严 真 部 分 
nts)Aat) 的 能 观测 规范 形 实 现 具 有 形式 ， 


| se 0 : — gn 广 吕 
1 : _ 
全 一 ， 呈 ， b, 一 ， cu 一 [0 01 (10.71) 
] 一 A ] A 


证 ”证明 过 程 类 辣 于 能 控 规 范 形 实现 的 推 证 过 程 。 具 体 推 证 过 程 路 去 。 

局 样 ,对 标量 传递 函数 的 能 观测 规范 形 实现 也 可 进行 如 下 几 点 讨论 。 并 且 , 考 虚 到 其 
结论 相对 于 能 控 规 范 形 实现 的 类 同性 , 略 去 有 关 的 证 明 过 程 。 

(1) gt2 的 能 观测 规范 形 实 现 

结论 10. 19 Lg(s) 能 现 测 规范 形 实现 ] 式 (10. 61) 所 未 的 真 标量 传递 函数 g(s) 的 能 
观测 规范 形 实现 为 C4, ,b,co.e) ,其 中 (4。,p seo 如 武 L10.71) 所 示 。 

《2) 能 观测 规范 形 实现 形式 的 惟一 性 

结论 10. 20 [实现 形式 惟一 性 ] 对 式 (10. 61) 所 示 gts) 的 严 真 标量 传递 函数 
na(s)/qd(s) ,不管 dts) 和 nls) 是 否 互 质 ,其 能 观测 规范 形 实现 都 具有 式 (10.71) 所 示 形 式 。 

《3) 能 观测 规范 形 实现 维 数 的 非 最 小 性 

结论 10. 21 [ 维 数 的 非 最 小 性 ] 对 式 (10, 61) 所 示 8(5) 的 严 真 标量 传递 函数 
ns27d(s), 若 dts} 和 ns) 非 互 质 , 则 其 由 式 (0. ?i 给 出 的 能 观测 规范 形 实现 (C4, ,Bb,,c,) 
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的 维 数 为 韭 最 小 , 即 实现 (和 ,b,c} 为 完全 能 观测 但 为 未 完全 能 控 。 

(4} 能 观测 规范 形 实现 为 最 小 实现 的 条 件 

结论 10. 22 [04., 久 :co) 为 最 小 实现 条 件 】 对 式 (10.61) 所 未 g(s) 的 严 真 标 量 传 递 
羡 数 ns? ds) ,车 dis 和 nts) 下 质 , 则 其 由 式 (10.71) 给 出 的 能 观测 规范 形 实现 (4,,b,， 
5 ) 为 最 小 实现 即 具有 最 小 维 数 ， 

‘5) 能 双 测 规范 形 实 现 的 片上 央 图 

结论 10. 23 [能 观测 规范 形 洋 现 方 块 图 ] 对 式 (10.61) 所 示 g(9) 的 严 真 标量 传递 函 
数 nCs) Wd(s), 式 (10.71) 给 出 的 能 观测 规范 形 实现 (4, ,6b,,e,) 的 方块 图 具有 图 10. 2 所 示 
的 形式 。 


图 10.2 能 观测 规范 形 实现 的 方块 图 表示 


(6) 能 控 规 范 形 实现 和 能 观测 规范 形 实 现 的 对 侦 性 
结论 10. 24 [对 偶 性 ] 对 式 (10. 61) 所 示 gts) 的 严 真 标量 传递 函数 ntsyjQts); 其 由 
式 (10. 62) 给 出 的 能 控 规 范 形 实现 (4.,B.,e.) 和 由 式 (10.71) 给 出 的 能 观测 规范 形 实现 
(入 ,如 ,co) 满 足 对 桢 关系 , 即 有 
嫂 。 一 入 7， =el, ee 二 机 (10, 72) 


并 联 形 实现 


结论 10. 25 [并 联 形 实现 ] 对 式 (10. 61) 所 示 的 传递 函数 g(s) 及 其 严 真 部 分 
nts) /dts) , 设 其 极点 为 


(4 重 ) ,Cp 重 ) ,A (po 重 ),， Dp 二 (10. 73) 
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-- 一 一 一 ~- ---- 


其 中 ,天 员 , 导 1 关 R， 担 表 nis) Ydls) 为 


ms) _ (3 fs 
dts) sO) 
如 严 真 传递 时 数 nt3) dt 的 并 联 形 实现 为 
1 | 
A I 
AI 
4。 一 
A, 1 ] 
A 
ee OO 
由 人 A 
Ch 一 [| fi 机 Nn : , Fm, fm | 
~ 一 一 
上 “* A 


而 g(s} 的 并 联 形 袜 现 为 (4 ,b, ,ce ,e)。 
证 表 实 现 (4,,b, ,co) 的 表达 式 为 


， hb 
入 。 m 
其 中 
A 1 0 
及 ， 二 * 有 ， 5 一 | |， 
pp :. 1 PXl D 
A ] 
于 是 ,由 式 (10. 76? ,可 以 导 山 
CA) 
Co ls 一 六) bh, =[e, -…, | 


= Pes — A.)-'b, 
1=1 
面 由 式 (10. 77) ,可 以 得 到 


rn opm re 


(10.74) 
-0 
HA! 0 | > jp 
1 | 
| 
+ b, 一 : , 
0 
Hn 0 | 
1 
(10. 75) 
ca = [evco] 【10. 761 


lx 


旧 
Cs — A) :ip, 


:C= [fos fy] (10,77) 


(10. 78) 
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i(s—A,) — 1 ! 9 
cs —A) 一 [FA _ 1 0 
由 《5 一下) 1 
上 基 并 1 [0 1 
] . ] 关 其 (一 六) : | 
hn : 0 
其 关 (CsA iI 1 
_ 凸 一 1 sa 世 
GT > fs (10. 79) 
Cs Co A A 
从 而 ,将 式 (10. 79] 代 入 式 (10.78), 即 证 得 
¢, CT — 有) 有 3 一 23 (10. 80) 


< < (oa) ds) 

即 (A44, Bosco) 为 nts) jdls) 的 并 联 形 实现 ,证明 完成 

下 面 , 给 出 对 标量 传递 燃 数 的 并 联 形 实现 的 几 点 解释 ， 

(1 并 联展 实现 在 形式 上 的 属性 

结论 10.26 [并 联 形 实现 形式 属性 ] 式 (10. 61) 所 示 g(;) 的 严实 标量 传递 浙 数 
Rs)4d(s) 的 并 联 形 实现 (4 ,b,c,) 中 ,及 , 为 约 当 型 规范 形 , 基 此 也 称 并 联 形 实现 为 约 当 
弄 规 范 形 实现 。 

(2) 并 联 形 实现 在 构成 上 的 难点 

结论 10. 27 [并 联 形 实现 构成 难点 ] 式 (10. 61) 所 示 &tz) 的 严 真 标量 传递 函数 
a(s)Wd(s) 的 并 联 形 实现 (4, ie) 在 构成 上 的 主要 难点 是 ,需要 事先 定 出 zfs)7erks) 的 极 
点 人 4， ii 一 1,2, oz 和 nCs)/dts) 在 极点 处 的 留 数 (了, ， i 二 1 二] ) ,这 
对 系统 维 数 ” 较 大 情形 将 会 导致 计算 上 的 复杂 性 . 

(3) 对 极点 中 包含 共 斩 复 数 情形 的 处 理 

结论 10.28 [对 含 复数 极点 情形 的 处 理 ] 对 式 {10, 61) 所 示 8t$) 的 严实 标量 传递 函 
数 n(s)/d(s) 包 含 共 f 复 数 极点 情形 ,并 联 形 实现 (4, ,ec ) 中 会 相应 地 出 现 复数 元 ,导致 应 
用 和 分 析 上 的 不 便 。 解决 途径 是 对 (4 和 ,cs) 引 人 适当 等 价 变换 使 之 实现 实数 化 ,以 
一 3 情形 为 例 设 C4, ,b,c,) 为 


及 1 
问 ,一 | 医 刘 
入 3 


其 中 ,复数 矩阵 块 各 , 共 簿 于 入 ,复数 矩阵 块 6 闪 柜 于 5 ,其 余 均 为 实数 矩阵 块 。 现 引信 
线性 非 奇异 变换 : 


3 Ch 一 [Lae 和 1 ， ces | C10. 81) 


10.2 标量 传递 函数 的 典型 实现 525 


A=PAP', b=,, ec=ePp (10. 82) 
且 变 换 放 阵 取 为 
1 1.， : 
nn 5 .10 zh -sih : 0 
P=|jn jh.0|, P-= |1 1., : (10. 83) 
2 | pd pa : 0 
0 0 上 王 2 
0 0 :1 
其 中 ,所 为 维 数 同 于 4 的 单位 阵 ,4 为 维 数 同 于 4, 的 单位 阵 ,j? 二 一 1]。 上 述 变 挽 下 导出 
的 实数 化 并 联 形 实 现 具有 形式 ， 


ReAl ImA! #0 b 
— ImA: ReA! 让 |， b= kK 
0 习 AA， 加 
(4) 并 联 形 实现 的 方块 图 
结论 10. 29 [并 联 形 实现 方块 图 ] 对 式 (10. 61) 所 示 &(s) 的 严 真 标量 传递 函数 
ns)/dts) , 式 (10.75) 给 出 的 并 联 形 实现 (4, ,b,c,) 的 方块 图 具有 图 10. 3 所 示 的 形式 ， 


盘 一 ， c= {Ree, Ime, es] 《10.84) 


图 10.3 并 联 形 实现 的 方块 图 表示 


TM a 
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串联 形 实现 


结论 10. 30 [串联 形 实现 ] 对 式 (10. 61) 的 标量 传递 明 数 g(s) 及 其 严 真 施 分 
nts/dts), 设 其 极点 和 零点 为 1 a :种 之， 9 ”人 .11; 屋 表 n(s}/d (sy 为 


re cr ll = 各 ‘10. 8%) 
则 严 真传 递 耳 数 ns) /dts) 的 串联 形 实现 为 
4 
入 一 芝 
As 一 2 A A 
4T 一 ， =a. 
A 一 si A i 
1 1 A ~ 
er = [0, ,0, 1] (10. 86) 


而 g(5) 的 串联 形 实现 为 (hy ,br ,cr ,e)， 
证 基于 式 (10. 86) 纵 出 的 (4r ,br ,cr) ,可 以 导出 对 应 的 状态 方程 和 输出 方程 为 
1 一 A 十 Bia C— zi 
za = hxs + (Che — wo) Cr 十 启 1u} 


es 《10. 87) 
Tn 
Ts 二 和 Ts 十 (十 二 1 十 局 i) 
和 
y= I (10. 88) 


再 令 各 个 状态 变量 初 值 为 零 , 并 对 式 (10. 87) 和 式 (10. 88) 取 拉 普 拉 斯 变换 , 则 在 整理 后 
得 到 
CA — 


| 
《5 一 加 


Dr) 


用 【5 一 总 -| 


《ha 一 和 (05 一 二 ) 
4 二 上 六. 12TFr 
0) {s— ad)(ts—A) 3) 


(10. 89) 
(A OS 
和 y= _ 1 i Lt 1 号 
DT Ud) 
(so— eS 2 os ) 
Xt ) 一 避 - et 
” a- (AOA Us) 


Ys) = KK, (3) 
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从 而 ;由 上 述 方 程 组 的 最 后 两 个 方程 , 邮 可 证 得 
YGD 8 1 1] (s—2) nfs) 
Us) CO A.) C 》 dls) 
即 C Bier) 为 nlsy/dts) 的 串 碧 形 实现 。 证 明 完 成 。 
下 面 , 给 出 对 标量 传递 阿 数 的 时 联 形 实现 的 几 点 解 群 。 
(1) 串联 形 实现 形式 的 优点 
结论 10. 31 [串联 形 实现 形式 优点 」] 严 真 标量 传递 函数 nCy) /ats) 的 串联 形 实 现 
(站 rsbrscr) 的 优点 是 组 成 简单 和 形式 直观 ,便于 在 系统 分 析 和 和 仿真 中 应 用 ， 
(2) 串联 形 实现 在 构成 上 的 难点 
结论 10. 32 [串联 形 实现 构成 难点 ] 严 真 标量 传递 画 数 n(s)/d(s) 的 串联 形 实现 
(ar 加 ver) 在 均 成 上 的 主要 难点 是 ,需要 事先 定 出 nts)/dts) 的 极点 1 入,… 4) 和 零点 
{zur sz 1); 这 对 系统 维 数 = 较 大 情形 会 导致 计算 上 的 复杂 性。 
(3) 对 极 零 点 中 包含 共 辑 复数 情形 的 处 理 
结论 10. 33 [对 含 复 数 极 零 点 情形 的 处 理 ] 对 式 (10. 617 所 未 5(5) 的 严 直 标量 传递 
函数 a/d(s) 和 包含 共 二 复数 极 零 点 情形 , 囊 联 形 实现 的 C4; ,如 ) 中 会 相应 地 出 现 复数 元 ， 
导致 应 用 和 分 折 上 的 不 便 。 解决 途径 昆 对 (4r ,bryer) 引 入 适当 等 价 恋 接 使 之 实数 化 。 
(4) 串联 形 实现 的 方块 图 
结论 10. 34 [串联 形 实现 方块 图 ] 对 式 (10. 61) 所 示 g(s) 的 产 真 标量 传递 函数 
2(s)4d《s), 式 (10, 86) 纵 出 的 串联 形 实现 CA+ .br er ) 的 方块 图 上 共有 图 10. 4 所 示 的 形式。 


(10. 90) 
ee 


用 10.4 串联 形 实现 的 方块 图 表示 


10.3 基于 有 理 分 式 和 矩阵 描述 的 典型 实现 :能 控 形 实现 和 
能 观测 形 实现 


对 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 系统 ,对 应 于 传递 负数 箱 阵 的 不 同 描述 形式 ,相应 地 需要 
来 用 不 同方 法 构造 其 状态 空间 实现 ， 本 节 针 对 以 有 理 分 式 算 阵 捕 述 给 出 的 传递 丁 数 知 


tt ha ee 
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阵 . 讨 论 两 类 典型 实现 即 能 控 形 实现 和 能 观测 形 实现 的 构造 方法 。 
考虑 以 有 理 分 式 算 阵 描述 给 出 的 真 9 基 声 传递 函数 矩阵 G(y) 
Gs) ~— (g, (5)), f= leg j= lp 
进而 , 表 忆 (5) 为 * 严 真 9X 户 传递 函数 矩阵 四 .Cs 和 ?29X 户 常 阵 吾 " 之 和 , 即 
Cs 一 《8 一 【Ce 十 (8 = EG,(s) 
且 有 玉 二 Gt)。 再 表 加) 诸 元 即 GG3) 浅 元 的 最 小 公分 夺 ds) 为 
ds) 二 十 Qs 十 王 十 81s 十 a 


基 此 , 严 真 9Xp 传递 旺 数 和 矩阵 全 ,(s) 可 进而 表 为 
1 

Ce = AD 

其 中 ,PCR 二 0,1,… ,一 1) 汐 gxp 常 阵 。 


Ps} = ys LP si 二 Ps P,] 


能 控 形 实现 


‘10.91) 


\10. 92) 


(10.93) 


(10. 094) 


结论 10. 35 -能 控 形 实现 ] 对 式 (10. 94} 的 以 有 理 分 式 知 阵 描述 给 出 的 闫 真传 递 函 


数 矩 阵 人 ,其 能 控 形 实现 (4， 'B. :CC ) 具 有 形式 : 


0 了 To 

ri _ 和 “ ， B. + 
ip 0 [, tpxp 0 
一 ap 下 — cal, Wile 一 er 1, 上 


大 。 一 LP,，, PP, 岂 直 P, ,] 


全 


而 真传 递 函 数 和 矩阵 G(s) 的 能 控 形 实现 为 (A.,B., C ，FE) 

证 分 为 两 步 证 明 。 

(i) 证 明 (4., B., CD) 为 Gs (5) 的 一 个 实现 。 对 此 , 令 
Ws) 
| 
其 中 ,V3) (i==1,2,…, 站 为 pXp 阵 。 基 此 ,可 以 导出 

(TAYV() =B Bp ol) = AVG)4E. 
由 上 式 , 考 虑 到 式 (10.95) 给 出 的 及 和 吾 形式 ,并 利用 式 (190, 96) ,可 以 得 到 


Wls) 一 3 
Vets) = sVotls) = ss) 


VEs) A (了 一直) 再 一 


VS 一 一 ss) 


- “- 一 -一 Pe 


‘10. 95) 


‘10. 96) 


‘i0. 97》 


‘10. 88) 
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sis) 一 一 any 1 Ca) —- aVY.ts) 一 Vs) 十 i, C10. 00) 
将 式 (10.98) 代 大 式 (10.99) .区 可 等 出 
(sacs 二 二 8 十 Vt) = dWi(s) = 了 C10. 100} 
将 上 式 改 写 ,得 到 
1 
:1 《10. 101) 
Vs) 二 


再 将 式 (10. 1017 代 六 式 (10.98) ,有 
1 


有 0] = J 了 i 一 1 C10. 102) 
于 是 .由 式 (10.95), 式 C10. 96}) 和 式 (10. 102) ,可 以 证 得 
TS 
，. . 加 到 
CAAT—A) BCV)=[P, Pp 1 Pl 
VCs) 


=P Vs) FPVY D+ FV) 
PtPist e+ Ps ) = Ge 10,103) 
而 


即 (4. ,号 .Ce) 为 G(s) 的 一 个 实现 ,命题 得 证 。 
QD 证 明 (4.,B..C.) 为 Gs) 的 一 个 能 控 形 实现 ， 对 此 ,考虑 到 式 (10. 95) 中 起 .和 
8. 的 形式 ,可 以 导出 


0 0 1 
. ， > 
B. = ， A.B.= |0|, ， 4: :了 .一 |: (10. 104) 
0 1, 
I, x x 
其 中 , * 表示 的 pXp 和 矩阵 为 无 需 确 知 的 常数 短 隆 。 由 此 ,可 以 进而 导出 
| 
Yank 人 2. 一 rank[B., A.B., …， 及: 再 ] = | 一 名 010,105) 
p 其 


从 而 ,证 得 (4.,B.) 完 全 能 控 , 即 (4. ,B,C ) 为 Gt5) 的 一 个 能 控 形 实现 ， 证 明 完 成 . 
注 1 结论 中 式 (10. 95) 给 出 的 严 真 ? 浆 户 传递 函数 算 阵 的 能 控 形 实现 (起 ,B,C )， 
实际 上 就 是 式 (10. 62) 给 出 的 严 真 标 量 传递 函数 的 能 控 形 实现 (C4. ,5b.,c.) 的 推广 形式 
注 2 严 真 qXp 传递 师 数 矩阵 的 能 控 形 实现 (A. ,月 ;CC.) 一 般 不 保证 为 完全 能 观测 ， 
即 其 维 数 一 般 不 具有 最 小 性 ， 


On 
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能 观测 形 实 现 

结论 10.36 [能 观测 形 实 现 ] 对 式 (10. 94) 的 以 有 理 分 式 和 矩阵 描 述 和 给 出 的 严 真 传递 
函数 箱 阵 G(s) ,其 能 观测 形 实 现 C4. ,B,C,) 具 有 形式 ， 

0 ::. 0 ool, Pp, 
_ 1 一 a Pp 


村 


各 | 
| 


也， -od P, | 
C=[0, +, 0, I] 《10. 106》 
而 真传 递 函 数 矩 阵 G(s) 的 能 观测 形 实现 为 ( 专 , ,站 ,CG, ,五 ) 

证 证 明 过 程 类 同 于 能 控 形 实现 的 推 证 过 程 。 具 体 推 证 过 程 临 去 。 

注 1 结论 中 式 (10,. 106) 给 出 的 严 真 gXp 传递 函数 矩阵 的 能 观测 形 实 现 (4.,,， 
C。) ,实际 上 就 是 式 (10, 71) 给 出 的 严 真 标量 传递 函数 的 能 观测 形 实现 (4. ,只 ,ec ) 的 推广 
形式 。 

注 2 六 真 gX 思 传 递 消 数 矩 阵 的 能 观测 形 实现 (4, ,B,C,) 一般 不 保证 为 完全 能 控 ， 
即 其 维 数 一 般 不 具有 最 小 性 。 

注 3 对 严 真 qx 传递 函数 矩阵 Gets) ,其 能 控 形 实现 (4 ,B,C.) 和 能 观测 形 实现 
(4。,B, ,C,) 形 式 上 具有 对 侦 关 系 , 即 有 

站, 一) 有"， 下 5 一) 三 T， CC—)B! (10. 107} 
其 中 一 ”表示 形式 上 的 等 同 关系 。 


10. 4 基于 和 矩阵 分 式 描 述 的 典型 实现 :控制 器 形 实现 和 观 
测 器 形 实 现 

逢 阵 分 式 描述 是 线性 时 不 变 系统 在 复 频率 域 的 基本 描述 。 本 节 讨 论 以 矩阵 分 式 描述 

纵 出 的 传递 函数 矩阵 的 两 类 典型 实现 ， 奇 传递 函数 矩阵 以 在 MFD 表示 的 情形 ,给 出 和 构 


造 其 控制 器 形 实现 的 方法 ;对 传递 函数 矩阵 以 碟 MFD 表示 的 情形 ,给 出 构造 其 观测 器 形 
实现 的 方法 。 


右 MED 的 控制 器 形 实 现 


不 失 一 般 性 ,考虑 真 qxp 右 MFD 瑶 (9 Dr-: Cs) ,NC 和 DD(s) 为 gxp 和 ppXp 的 多 
项 式 矩 阵 , 设 D(s) 为 列 髓 约 。 首 先 ,对 真 NCDT1(s) 导 出 其 严 真 右 MFD， 为 此 ,通过 抑 
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阵 除 法 .可 以 得 到 

NU) = FED) + NGs) (10, 108} 
县 中 .9 藉 声 常 阵 五 为 “ 商 阵 ”gg 基 户 多 项 式 托 阵 (5 为“ 余 式 阵 *”。 基 此 ,将 上 式 右 乘 
Dp 可 以 导出 


NGCDD 10) = ENAOD CD) (10. 109) 
其 中 ,NCsD 15) 为 严 真 右 MFD。 从 而 ,下 库 的 问题 就 是 ,对 9 共产 严 真 石 MEFD 
NGID JJ， Dts) 列 既 约 (10. 110) 


构造 其 控制 器 形 实现 。 

(1) 控制 器 形 实现 的 定义 

定义 10. 4 [控制 器 形 实 现 ] 对 4X 户 严 真 有 MFD NGDD Gy) ,Dis) 列 既 约 , 表 列 次 
数 6.,DCs) 一 ,i 一 1,2,…, 户 , 称 一 个 状态 空间 描述 


|B 


C0. 111) 
交工 
为 其 控制 器 形 实 更 ,其 中 
pp 
dim4. 一 >) 天， 一 有 (10. 112) 
r 1 
如 来 洲 足 
Cs 一 A LB = NGID (Gs) (10. 113) 
“各 ,有 呈 .) 为 完全 能 控 且 具有 特定 形式 (10. 114) 


(2 构造 控制 器 形 实现 (4. ,BC.) 的 结构 图 和 思路 
作为 鬼 造 控制 器 形 实现 (4. ,B.C ) 的 基础 , 先 来 导出 构造 (4.,B.,C.) 所 需要 的 结交 
图 ,以 及 在 此 基础 上 形成 的 构造 (4, ,B.,C.) 的 思路 ， 
结论 10. 37 [构造 (4..B.,C.) 的 结构 图 ] 对 7X 户 严 真 右 MED NCyD-i0V) ;DD(s) 列 
既 药 . 表 列 次 数 D0) 一 下 一 12 再 引 人 列 次 表达 区 ， 
Ds? 一 D, S.C(s) + DD B.(s) clo, 1]5) 
NCs) 2 NL, Wr) (10. 116) 


四 
$1) 一 | ， 《10. 117) 
gcp 


其 中 
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更 .(5) 一 . (10. 118) 
Sn 1 
六 
| 1 | 

Di 为 Dis) 的 列 次 系数 阵 , 且 det Dr. 关 0 《10. 119) 
Di, 为 D(x) 的 低 次 系数 阵 “10. 120) 
Ni 为 Nts) 的 低 次 系数 阵 《10. 121) 
Dk = (10. 122) 

1=1 


那么 , 基 此 可 导出 构造 (4. ,8.,C.) 的 结构 狠 如 图 19.5 所 了 示 。 其 中 , 称 轩 (53)9. 5) 为 核心 
右 MFD，。 


图 13.5 构造 (4. ,8., 伺 } 的 结构 图 


证 对 NN(s)D '(3) 描 述 的 系统 , 表 3(s) 和 &{5) 为 输出 和 输入 的 拉 普 拉 斯 变换 ,有 
ys) 一 NOYD (sg) (10. 123) 


进而 ;定义 pX1 的 €(5) 二 D's)u(s) 为 系统 的 部 分 状态 的 拉 普 拉 斯 变换 。 基 此 ,并 利用 
式 ( 人 10. 123) ,可 以 导出 


人 Et{s) = Cs) 


. 《10. 124) 
pis) = NIs) és) 
将 列 次 表达 式 (10. 115》 和 式 (10. 116) 代 人 式 (10. 124), 可 以 得 到 
[LpDkSe(s)》 + Dus B.C] ECs) 一 站 (5) 
。 - (C10. 125) 
LTD 一 NL. ls) Es) 
将 土 式 加 以 整理 .有 
人 £0(5) =— Dab .ts) E65) 十 DID) 
_ 《10. 1263 
Us) 一 Ni. 到 .15) (5) 
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再 令 
人 10. 127) 
Wo (3) = Di Di, Ps) EC + Di uls) 
基 此 ,可 将 式 (10,126) 表 示 为 两 个 部 分 , 即 核心 部 分 
SS) ECSY = Hls) 
| . 《10. 128) 
[yts) = Bs Eg) 
和 外 围 部 分 
中 .ht! 四 一 lr 
(2 一 一 Dt. Dreyo ts) 二 Deuts) (10. 129) 
PS) 一 和 


其 中 ,核心 部 分 的 右 MFDP 为 更 (5)8- (9 。 于 是 ,基于 式 (10. 128) 和 式 (10. 129) , 即 可 导 
出 如 图 10.5 所 示 构 造 (&, ,B,C.) 的 结构 图 。 证 明 完 成 。 

结论 10. 38 [构造 (4.,B.,C.) 的 思路 ] 给 定 y4Xp 严 真 右 MFD NiO)D-'(C) ,D(s) 列 
既 约 , 则 在 图 10. 5 所 示 构 造 (4. ,B,C.) 的 结构 图 基础 上 ,对 (#4,B.,C.) 的 构造 可 分 为 两 
步 进行 :首先 ,对 核心 部 分 (10. 128) 即 核心 MFD 更 .Cs)Sr10s) 构 造 实现 (4? ,Br ,C?) , 称 其 
为 N(s)DD- (5 的 核实 现 。 进 而 ,用 核实 现 (4 ,多 ,Ce) 置 换 图 10.5 所 示 结 构图 中 的 核心 
MTFD 轩 .(s)S: 《9 再 通过 结构 图 化 简 导 出 No)D-:Cs)? 的 控制 器 形 实现 。 

(3) 核实 现 (42, 眉 ，C?) 的 构造 

作为 构造 核实 现 ( 和 ,Be ，C:) 的 桥梁 , 先 来 引入 积分 链 组 模型 ， 相 对 于 4gX 卢 右 
MFD N(5)D (Cs) ,Ds) 列 烃 约 , 列 次 数 6.,DC) 一 &, ,1 二 1,2,',p, 其 积分 链 组 的 组 成 如 
图 10.6 所 示 。 图 中 ,为 使 组 成 表达 整齐 起 见 , 已 经 非 实质 性 地 假定 列 次 数 满足 非 降 性 , 即 
成 立 色 和 和" 


图 19.6 等 价 干 多.(s)9-'is) 的 积分 刍 组 模型 


积分 链 组 在 组 成 上 的 特点 是 :积分 链 组 由 p 条 独立 积分 链 构 成 ;第 ; 条 积分 链 的 长 度 
为 上 ss* 即 由 i: 个 积分 恬 串 接 而 成 ,i 二 ],2,…,p; 积 分 链 内 部 , 按 每 个 积分 器 的 输出 依次 
加 到 其 右 制 积分 器 输 人 端的 方式 进行 连接 。 进 而 ,积分 链 组 的 输 人 zs 取 为 
ti 
二 te， 


Wh 一 。 (10. 130) 


。 
Etep? 


Mn tr 
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积分 链 组 的 输出 y., 取 为 各 个 积分 链 的 输出 构成 的 向量 : 
[En li 


- 汪 - 


Fr 二 ， 【10. 1313 


加 A nn 


| Sp 
其 中 心心 一 dydrk ,为 系统 的 部 分 状态 & 的 分 量 ,i 一 1,2.…，,p。 
在 此 基础 上 ,可 来 给 出 有 关 积 分 链 组 模型 的 两 个 结论 。 
结论 10. 39 [积分 链 组 的 MFD] 图 10.6 所 未 的 相对 于 vX 户 右 MED NOD 0,) 
的 积分 链 组 模型 的 矩阵 分 式 描 述 为 定 . 《515 10s) 。 
证 对 积分 链 组 模型 的 输入 式 (10. 130) 取 科普 拉 斯 变换 ,可 以 导出 


ss) | SC | 
Ws) 一 : [= …， 上 | SOE (ro 132) 
sp Ess) 5 1 Cs) 1 
对 积分 链 组 模型 的 输出 式 (10, 131? 取 拉 普 拉 斯 变换 , 叮 以 得 到 
Fle Cs) 
& Cs) 9 
yh)=| :1 |-= ts) = Ps) Es) (10. 133) 
ses 1 &, Cs) | 
: ECs) 
ECs) 
进而 ,由 式 (10. 132) 得 到 二 (5 一 SoDas 0 再 将 其 代入 武 (10 133) 有 即 可 导出 
¥en ls) = PCs) ECs) = .SS (sa Cs) 《10. 134) 


即 积分 链 组 模型 的 矩阵 分 式 描 述 为 囊 .(s)5-'(s)。 证明 完 
结论 10. 40 [积分 链 组 的 状态 空间 描述 ] 对 图 10.6 所 示 的 相对 于 gxXx 声 石 MFD 
AN) 了 《5 的 积分 链 组 模型 , 取 状 态 x,; ,输出 y., 和 输入 Er 为 
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r [i 一 1) 
志 二 和 
: Estee 
kh 一 加 一 . ， who | . {10. 135) 
6 ph 上 ee 
| & 
则 其 状态 空间 措 述 为 
Xen 一 rx Hen (10. 136) 
rh 一 世上 人 《10. 137》 
其 中 


(10. 138)》 


证 基于 式 (10. 135) 定 广 的 状态 xu .输出 y, 和 输入 坟 ,， 邑 可 证 得 


tr 
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一 4 + Ben,, (10, 1391 
Peh = Xn 一 区 《10. 140) 
从 而 ,结论 得 证 。 证 明 完 成 。 

可 以 看 出 ,对 gxp 大 MFD NS)D-I《s) ,其 核心 MFD 和 图 10.6 所 示 积 分 链 组 模型 
具有 相同 的 和 矩 阵 分 式 描述 刍 ,(s)5, ' (3) .并 定义 有 相同 的 状态 .输出 和 输入 。 基 此 ,由 上 述 
两 个 结论 可 以 直接 导出 核实 现 (4; .Be,C2) 的 结论 。 

结论 10. 41 [核实 现 】 对 gxp 右 MFD NOD)D-: Co ,其 核心 MFD 更 .fs78-1(5 的 
实现 即 No) 165) 的 核实 现 为 

Xx° 一 A x Bon, C10, 141) 
名 = Cox (10. 142) 
其 中 ,四 ， B,C?) 如 式 (10.138) 所 示 , 状 态 如 .输出 3。 和 输入 uw 取 为 
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| 
| 四 ! A 
wp (C10. 143) 
| | 
| 全 1 Ee 
[a Tp 一 


(4) 控制 器 形 洋 现 的 构造 

在 图 10. 5 所 示 的 构造 控制 器 形 实 现 (4..8.,C.) 的 结构 图 和 核实 现 (4 .下 ,CC 的 基 
砸 上 ,下面 给 出 有 关 人 控制 器 形 实现 的 结论 。 

结论 10. 42 [控制 器 形 实现 ] 对 自 gX 产 右 MFD Nts)D '(s) ,其 严 真 右 MFD 为 
NCO)D (5) ,DOD 列 既 约 , 列 次 数 人 DC 一 Ri 一 1,2, ,再 引信 列 次 表达 式 : 

DDO) = Dn SC) + D, 更 人 5) (10. 144) 
NOD = Ni YW.(s) C10. 145) 
且 知 核 MFD 更 (3 (5 的 实现 为 (4 .BC 则 严 真 WE is) 的 控制 器 撒 实 珊 
(4. ,了 Ce) 的 系数 矩阵 为 
A. 一 4 一旦 :PP，， B. = BD.,, Co—N. (10. 116) 
而 真 NCQD 1(3) 的 控制 中 形 实现 为 (4..B.,C. ,FE)， 

证 首先 ,在 图 10.5 所 示 构 造 (4. .B..C.) 的 结构 图 中 .用 核实 现 (4" ,Be ,Cs ) 置 搁 核 
MFD 是 (3 03), 导出 时 间 域 内 的 实现 结构 图 如 图 10.7 所 示 。 进 而 ,对 图 10. 7 所 示 结 
构图 按 作 用 点 移动 规则 北 科 ,得 到 图 10. 8 所 示 的 控制 器 实现 的 结构 图 。 于 旦 , 基 此 到 可 
导出 关系 式 (10. 146)。 最 后 ,由 (4 ,Br) 形 式 知 其 必 为 完全 能 控 , 而 输出 反馈 不 改变 系统 
的 能 控 性 ,从 而 可 知 (4. ,B.D) 为 完全 能 控 。 证明 完成 。 


项 i9.7 构造 控制 器 形 实现 的 时 间 域 结构 图 


例 10.1 定 出 给 定 2x2 厂 MFD NG)D :9) 的 控制 器 形 实 现 (4. ,B,C.) .其 中 
$s 0D mr 0 (vs 站 5 - 
Ns -| 时 ,| Cy 十 4 十 5 二 2) 


LL 


Do -| 
Lis—2) ys 十 2 一 


ET Te mh nr 


第 10 章 传递 函数 算 阵 的 状态 空间 实现 


ce 一 
A-8D DL 


图 10.8 控制 器 形 实 更 的 结构 图 
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容易 判断 ,DLs) 为 列 既 约 , 且 NCGS)D (1) 为 严 真 。 进 而 , 定 出 列 次 数 
ki 一 六 DID 一 2， Re DC) 一 3 


和 列 次 表达 式 的 各 个 系数 矩阵 


[。 下] p 0 _ 4 -5 7 
D 一 外 ce 二 
™ 1 0 " 4 4 0 1 2 


1 0000 
AN 一 | 0 1 0 
基 此 , 丸 可 定 出 
0 1 4 40 12 
pe | 中 pop — | 0 4 5 | 
和 核实 现 
0 ] 1 
1 0 | 
4s = 0 0 0, 职 二 11， Co=L 
1 0 0 | 
0 1 9| 0 
于 是 ,利用 关系 式 (10. 146) ,就 可 导出 控制 器 形 实现 (4.,B.,C}) 为 


全 =A 一 FD D'. 


0 0 ] | [ 斑 4 一 4 0 -1 一 全 
1 0 0 1 0; 0 0 0 
4 40 1 2 ee 
二 0 0 0| 一 |= 0 0 -4 -5 2 
0 0 4 5 2 : 
1 0 0 0 0 : 1 心 DO 1 
0 1 9 Lo 0 0 1 0 
上 
9 0 1 0 1 
的 0:0 0 
B. = De 一 1 | |= 一 总 | ， C. -一 NN.. -一 | : | 
i 0 一 1 0:]l 0 0 
D 0 
0 0 
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控制 器 形 实现 的 性 质 
下 面 ,给 出 * 严 真 右 MFD NCOD 103) ,Ds) 列 既 约 "的 控制 器 形 实现 (4 ,8.,C.}) 的 一 
些 基 本 性 质 。 


(1) 控制 器 形 实现 的 形式 
结论 10. 43 [控制 器 形 实现 ] 对 严 真 右 MFD NC(WD '(s) ,DGs) 列 婚约 ,由 核实 现 
‘起 ,Be ,Ce) 的 结构 所 决定 ,其 控制 器 形 实现 C4, .8.,C.) 具 有 虑 式 ， 


性 省 *¥ | 
1 0 0 
二 由 1 
1 Dj 0 
六 一 
| 
， 
3 二 
1 0 bp, 
bb 1 ,| 
”全 一 一 Oo 一 
Rl 此。 
站 和 潜 
,| 
ki 
.| 
B. 一 . : ， C. 一 AN 无 特殊 形式 C10. 147) 
| x 
0 D k, 
0 ww 0 
oO 


I MT TE 一 
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其 中 ,* 表示 可 能 的 医 零 元 。 
(21 控制 器 彩 实现 和 列 次 表达 式 在 系数 阵 辐 的 对 应 关系 
结论 10. 44 [对 应 关系 ] 对 严 真 右 MEPD NC(5)D iCs),Dis) 列 既 约 .由 关系 式 
(0. 1467 和 核实 砚 147， 了 ,Cr?} 结 构 所 决定 ,控制 器 形 实现 系数 阵 54. ,有 BC) 和 DCs) 列 
斌 表达 式 系 数 阵 之 间 具 有 直观 关系 
和 的 第 7 个 > 行 = ”Dw'D,, 的 第 i 行 《10.148) 
吾 的 第 i 个 + 行 一 D,! 的 第 i 行 (10, 149) 
其 中 .一 1,2, 和 …, 力 。 
注 上 述 直 观 对 应 英 系 ,为 由 NE !() 直 接 计算 其 控制 器 形 实现 (4. ,B,C ) 提 人 上午 
了 简便 途径 。 
例 10.2 定 出 给 定 2X2 石 MFD NGJD CD) 的 控制 器 形 实现 (4. ,B,C.) ,其 中 
NG 一 | 和 .| pn -| 0 | — {ts ds | 
-ss LS 十 人 5 十 ZZ 
在 例 10. 1 中 已 经 定 出 ,DC) 为 列 既 约 , 列 次 数 为 有 一 2 和 一 3,N(GID 109 为 严 
真 , 列 次 表达 式 的 系数 矩阵 为 


基 此 ,可 以 得 到 
Ti ， [4 4 0 1 2 
Dr -| ,| Dr D, : | 
从而 .利用 关系 式 (10. 148) 和 (10. 149) ,就 可 直接 导出 


一 4 一 4 0 一 1 一? Tr 0 1 
1] 0 0 0 0 0 0 
i - 1 0.0 0 0 
坟 . 一 0 D : 一 十 一 5 一 2 + B. 一 —- 1 0 站 CC 一 Ni | ， 
-1 0:] 0 0| 
0 0: 1 50 Dp 0 0 
0 0: 0 1 0 0 0 


(3) 控制 鹃 形 实现 的 不 完全 能 观测 属性 

结论 10. 45 [不 完全 能 观测 属性 ] 对 严 真 右 MFD Nm D 《sy ,DCs) 列 既 约 的 控制 
句 形 实现 (4.,B.,C.) ,C4.,B.) 为 完全 能 控 , 但 (4. ,C.) 一 般 为 不 完全 能 观测 。 

(4) (4.,B. CD 和 No IC 在 系数 算 阵 间 的 关系 

结论 10. 46 [系数 矩阵 间 关 系 ] 对 严 真 右 MFD NC(DD OD ,DG) 列 是 约 , 其 控制 器 
形 实现 (4. ,B,C.}) 和 AN 了 (9D) 在 系数 短 阵 之 间 具 有 关系 ， 
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-of - s) I 
二 [Ye" 国史 "| D's | Ln Van 
[ec 0 o 1 Lo TEN 0 
其 中 
1 更 .有 (为 右 五 质 tin. 151) 
1 如 一 上. , 曙 为 在 互 质 (10. 152) 


证 ”分 为 寺 步 进行 证 明 。 
(i) 证 明 式 (10.150)。 对 此 ,基于 控制 器 形 的 相 美美 系 式 , 呆 以 得 到 
NicCsT—ADB. = Cts AA) Bo— ND (yo N. PND) 
(10, 153) 
考虑 到 Ni. 的 任意 性 ,由 上 式 进而 导出 
(5 江 一 4 )》 县 一 .Ds) 10. 154) 
基 此 ,并 引入 其 他 一 些 等 式 , 可 以 建立 一 组 关系 式 . 
CA = B.D;) 


B=B 
‘10.155}) 
一 CC 更 《一 一 用 1) 
= 0 
从 而 .将 上 式 表 为 分 块 和 矩阵 形式 ,证 得 式 110. 150)。 
《in 证 明 式 (10. 1513。 对 此 ,以 更 .Cs 的 表达 式 
! 1 1] 
" 
.i ， 
讶 , (5) 一 1 : (C10, 1536) 
' hep 
1 | | kop 
+ | 
J 
pp 


可 以 看 出 ,由 备 .(s) 各 对 第 块 阵 最 后 一 行 相应 的 行 可 构成 PX 单位 阵 I,。 这 意味 着 ,对 
任意 p 义 p 多 项 式 窍 阵 Ds) ,都 有 
Drs) 
rank| 0 |= ps Ys C10. 137) 
据 互 质 性 牧 判 据 知 ,{ 秋 (5) ,Da ) 为 右 互 质 , 式 (10. 151) 得 证 。 


(iiiy 证 明 式 (10, 152)。 对 此 ,考虑 到 控制 器 实现 中 {14., 且 .} 为 完全 能 控 , 据 能 控件 的 
PBH 秩 送 据 , 有 


TY rr 
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rr 
rank[ 可 一 和 Bl]= kn VE (10. 158) 
- ] 


从 而 . 据 互 质 性 秩 判 据 知 ,{sf 一 起 ,，B.} 为 左 豆 淆 , 式 (10, 152) 得 证 。 证 明 完 成 。 
C5) (4 ,1B ,CD) 和 NGID :在 系数 矩阵 行列 式 间 的 关系 
结论 10. 47 [系数 矩阵 行列 式 间 关 系 ] 对 严 真 右 MEFD NUsyD (Gs) ,Dis) 列 毁约 ,其 
控制 器 形 实 现 (B,C.} 和 NC(3)D TI 在 系数 矩阵 行列 式 之 阿 具有 关系 ， 
det 一 4) = {derD,.) -detD(s) (10. 153) 
dimt#.) = deg det 有 0) 【1627 
证 为 使 证 明 思路 更 为 清晰 ,分 为 两 步 进 行 证 明 ， 
(i) 推导 广义 由 佐 特 等 式 。 对 此 ,在 结论 10. 46 中 已 经 证 得 ,!15 可 一 上。 ,再 . } 为 左 工 质 ， 
{ 秋 . (3) ,DCs)} 为 右 互 质 。 咎 此 , 撕 互 质 性 中佐 特等 式 判 据 知 ,存在 相 容 维 数 的 多 项 式 殉 
阵 对 {XC Yo 和 1 天 (ss 使 成 立 ， 


Cs ADOXG) + BY 一 于 (10. 161) 
XC) es) PYIDG) 一 于 (10. 162) 
而 所 结论 10. 46 证 明 过 程 ,有 
Ca A Ps) = BD) C10, 163} 
于 是 ,由 式 (10. 161)? 一 (10. 163) ,可 以 导出 分 荚 矩 阵 关 系 纪 ， 
[A B. J | i | (10 1643 
C— Xs)y TDJLYD Do 2 Los) I - 
其 中 
(5) 全 一 是 Cs) 大 (5) 十 POs)yY(s) = 事项 式 年 阵 《10. 165) 
上 骨 将 式 (10. 164) 左 乘 矩 阵 
I O71 I 0 
[oe 1 [_ oo, ,| 10. 166) 
并 定义 名 项 式 矩 阵 
ECS) — KO) TOCOCT 一 人) 《10. 167) 
FCs) = FO) — O05)8. (10. 168) 
就 可 得 到 所 要 推导 的 广义 贝 体 特等 式 ， 
可 一 4 BrXCG) 一旦.(s) 10 
[x ye dye Dés) -= ls 10, 169) 


tii) 证 明 结 论 。 对 此 ,由 广义 贝 估 特等 式 (10. 169) 可 以 看 出 ,等 式 左边 两 个 分 块 矩 阵 
均 为 单 模 阵 。 进而 ,考虑 下 述 单 模 变 换 , 并 利用 式 (10. 169), 可 以 得 到 


和 -一 点 。 | 一 | [ I 看 ] 
二 .17 
0 JLYes) Ds) Ys) Dis) 10. 170) 


这 表明 ' 士 藉 中 最 左 多 项 式 矩阵 和 最 右 多 项 式 矩阵 为 史密斯 意义 等 价 , 即 有 
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Wve “| 1 0 | (10.171) 
0 I Yts) DG) 
再 对 上 式 晒 个 答 阵 各 作 初 等 运算 ,并 据 初等 运算 不 影响 史密斯 意义 等 价 的 属性 ,又 可 导出 
人 40 (10. 172) 
L 0 间 | 0 1 
I 01， ri 0 
2 《10. 173) 
[ys pe | |, po) ] 
而 据 等 价 变换 的 传递 性 .由 式 (10. 171)? 一 (10. 173) ,可 以 得 到 
HA. 0 I 各 
5 | 10. 174) 
| 心 | | 网 
据 史 密斯 意义 等 价 的 属性 ,上 式 中 两 个 分 块 矩阵 县 有 等 同 不 变 几 项 式 , 即 有 
det(5 — A.) cc det 有 py》 【10. 1]757) 


其 中 ,det( 相 一 和) 为 首 1 多 项 式 ,而 


detD(s) = (detD,. Ys Les),L(s) 为 次 数 小 于 nn 二 3 了 抽 客 项 式 《10. 176) 
县 可 由 此 导出 detD(s) 的 首 1 儿 项 式 为 
{detD,.) detD(s) = s" | (detD,) IEC (10. 177) 
从 而 ,考虑 到 式 (10.175) 意 味 着 两 者 具有 相同 首 1 多 项 式 , 由 式 410. 175) 和 (190.177) 即 可 
证 得 式 (10. 159) , 而 式 (10. 160) 是 式 (10.159) 的 直接 推论 。 证 明 完 成 。 
(6) (及 ,B.C 和 Nts) 的 甘 系 
结论 10. 48 [实现 和 NC;) 美 系 ] 对 严 真 右 MFD N(5)D-!0s) ,D45) 列 既 约 ,其 控制 
器 形 实现 (4. ,B,C.) 和 MFD 分 子 矩 阵 Nis) 之 间 具 有 关系 
es qm 
— Cs) 
证 基于 结论 10. 47 证 明 中 导出 的 单 模 阵 ,对 式 (10. 178) 的 左边 矩阵 引 和 人 如 下 单 模 
变换 ,并 利用 控制 器 形 实现 的 相关 关系 式 , 有 
wis | "| 
—C. 0 JLYes) Dis) 


-| I 0 ] | I 0 ] 
ex) Cw —CX(s) N,. .Cs) 


| " 0 | {10. 179) 
CC NO 本 


基 此 ,可 以 导出 
Wil | | 9 | 10. 180) 
Cc 0 — CXG) NO) 人 


rr Tree 
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显然 ,对 上 式 右 迪 案 项 式 算 阵 作 初等 运算 ,史密斯 普 交 等 价 保持 不 变 。 从 而 ,由 此 证 得 
-可 一 几 ， ? ri 0 | 


[ce ol lo nis 


10.181) 


至 此 ,证明 完成 。 

C79 《4 BC) 联合 能 控 和 能 观测 的 充分 条 任 

结论 10. 49 [联合 能 控 能 观测 条 件 ] 对 产 真 右 MFD NGC)D-LC ,Dis) 列 既 约 ,其 控 
制 器 形 实现 (4.,B.,C.} 联 合 能 控 和 能 观测 的 一 个 充分 条 件 为 ,对 所 有 ;EE ,YXp 和 矩阵 
N(s) 为 列 满 秩 即 rankN (sw) 一 上 ， 

证 ”由 控制 器 形 实现 属性 知 ,(4. .8. ,CC.) 为 完全 能 挖 ， 下 面 , 只 需 证 明 给 定 条 件 下 其 
为 完全 能 观测 。 对 此 ,由 结论 10. 48 的 式 {10.178) 知 ,在 gxp 窒 阵 N(s) 对 所 有 sE 为 
列 满 秩 条 件 下 ,有 有 


下 一 点 到 ] TL 0 
rank| nk | 


-CC 0 L0 NG) 
一 如 十 +YankN(sS) 二 nn 二 pp， YE (10. 182) 
等 昼 地 ,对 所 有 sE ,有 
[A 汪清 或 | 和 |] 列 满 获 (C10. 183) 
L[L_c 0 | _e |) ~ 


据 能 观测 性 的 PBH 秩 判 据 ,(&. ,C.) 为 完全 能 观测。 从 而 ,(A..B..C ) 为 联合 能 控 和 能 而 
潭 。 证 明 完 成 。 

(8) 确定 4. 的 右 特 钙 向 量 的 关系 式 

结论 10. 50 [ 右 特 征 向 量 关系 式 】 给 定 严 真 右 MFD NC C.D 列 虐 约 ,控制 
癸 形 实现 为 (4. ,B,C )。 设 4 为 4, 的 一 个 特征 值 ,g 为 使 DC)g 一 0 的 任 一 px1 韭 零 党 
厅 硬 ,由 确定 4. 的 属于 2 的 一 个 #1 右 特征 向 量 p 的 关系 式 为 

po YP.(aA)g C10. 181) 

其 中 , 午 . (1) 一 重 C0 1 更 0) 如 式 (10. 118) 所 示 、 

证 由 结论 10.46 证 明 过 程 中 导出 的 关系 式 ， 


(一 此 ) 生 (5 = B.DG) (10, 185 ) 
rank Pe 9 . ; 
[ 上 = p, VE (10. 186) 
可 以 导出 
- 于 (A) 
AT 一 A. 5.]| DC |- 0 (10. 187) 
| | 列 线 性 无 关 (10, 188) 
DA) : 


基 此 . 取 
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[于 | 问 量 组 为 [ -- 4， -BB.] 右 零 空间 针 项 式 基 C10, 189) 
- DrA} J 
哲 据 五 特征 回 量 的 定 交 ,有 
Ap= ap 《10. 190) 
基 此 ,区 可 导出 
[ME - A -8.1|? |= 0 (10. 191) 
这 表明 
[2 为 ra. -有 时. ] 右 零 空间 中 的 一 个 向 量 (10. 192) 
TA) 
| | 为 夫 空 间 基 向 量 组 即 | | 而 血 量 组 的 线性 组 合 《10. 193) 
[H Da) 
可 有 


|= | 
0 Lp)? 
从 而 证 得 , 苦 g 为 使 DODg 二 0 的 任 一 pXx1 非 零 常 向 量 , 则 石 特征 向 量 p= 二 名 (49g， 证 
明 完 成。 


{10. 194) 


左 MFD 的 观测 器 形 实现 


善 虑 让 YX 六 在 MEFD DIOONLOOD ,NCD) 积 D03) 为 qxp 和 oxg 的 多 项 式 矩 阵 ， 
Di (5} 为 行 既 约 。 为 对 真 Dr CN CD) 导出 严 真 左 MEFD, 引 人 和 矩阵 左 除 法 可 以 得 到 
RN 一 下 Cs) 《10, 195) 
其 中 ,gxXp 常 阵 E, 为 “ 商 阵 ”9X 声 多 项 式 矩 阵 Nu Cs) 为 * 余 式 阵 "”。 进 而 ,将 上 起 大 革 
Di tr) ,可 以 导 由 


Di (CNC) = E+ Dl)N, CS) (10.196) 
其 中 ,Dr Gy (5 为 严 真 在 MFD。 下 面 的 问题 就 是 ,对 9 共产 严 真 左 MFD 
DR (ts). Pr) 为 行 荆 约 {10.197) 


构造 观测 器 形 实现 。 并 且 , 考 虑 到 右 MED 的 控制 器 形 实 现 和 左 MFD 的 观测 器 形 实现 在 
形式 上 的 对 侦 性 ,下 曾 基 于 对 侦 原 理 直 接 由 控制 器 形 空 现 不 加 生 昌 地 给 出 对 应 结果 。 

《1》 观测 疾 形 实现 的 定义 

定义 10.5 [观测 器 形 实现 ] 对 gx 户 严 真 左 MFD DB CON Do 行 始 的 , 表 行 
人 次数 5.D,(5) 一 .二 1,2.…,g, 则 称 一 个 状态 空间 描述 


AT A er rp -river - 


198) 


199) 
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x = Ar| Bu 
1 (10. 
“时 一 Cx 
为 其 观测 器 形 实 现 ,其 中 
dim4。 一 Dok, = (10. 
一 
如 果 满 足 
CT oA) 1B, Cm— D'(s) Ns) {10. 
(4 ,了 为 完全 能 观测 且 具 有 特定 形式 (10. 


(2) 核实 现 (4? ,Bo Ce ) 


对 严 真 Di iCs}yNi (Cs) ; 行 次 娄 ,DL Cs) C=, 让 了 一 ] ss 引信 行 次 表达 式 ; 
C10. 202 


Dts) = $.(s)D,, + ,CD,, 
Ni (Cs) = Wl) Ni, 《10， 
其 中 
Ew 
S.Cs) = | : (10., 
| ws 
tn ] 
更 (5) = (10. 
i 5 1 
及 :为 了 ps) 的 行 次 系数 阵 , 且 detDs, 产 0 C10. 
D1, 为 五 4s) 的 低 次 系数 阵 (10. 
Ar 为 N(s) 的 低 次 系数 阵 C10. 
Ds = a (10. 


1=l] 


2047 


2051 


206， 
207) 
208) 


209) 


结论 10. 51 [核实 现 ] 对 gxp 左 MFD Pi'C9)Ni(s) ,其 核心 MFD 9- (5) 玫 .C5} 的 


实现 即 Di !(s) Nj,(s) 的 核实 现 为 
x = Arx, + Bou, 
», 一 Ciex, 

其 中 (43 ,B,C*) 为 


(10, 
《10， 


210) 
211) 
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本 . 4 
0 1 1 
0 [ 
] 
| 
A 一 |; 
pr 
| 。 > 
| 
| ,| 
B: =1, 
&, k& 
l] 0 0 | 
Co 一 , 10. 212) 
[i0o -0 


(3) 观测 器 形 实现 
结论 10. 52 [观测 器 形 实现 ] 给 定 真 gxp 左 MEFD PICODN 其 严 真 左 MFD 
为 有 (DN ,Di(s) 行 县 约 , 行 次 数 人 ,Di (5) 一 如 ,一 1.2 0,S (5 至 (5) 的 核实 
现 ( 志 ,了 ,C5) 如 式 010.212) 所 示 , 则 严 真 DD 《5) Ni CD 的 观测 器 形 实现 (4 ,B,C,) 的 系 
数 德 阵 基 系 式 为 
MDDG, B=N,, CG= DC (10. 213) 
而 真 Di' (3)NLCs) 的 控制 器 形 实现 为 (4, ,B,C ,E)， 


观测 固形 实 现 的 人 性质 


同样 ,基于 右 MFD 的 控制 器 形 实现 和 左 MFD 的 观测 器 形 实 现 的 对 偶 性 ,可 直接 给 
出 “ 严 真 左 MFD Del(s) NCs) ,DCs) 行 既 约 "的 观测 器 形 实现 (a, ,B,C,) 的 基本 性 质 ， 

(1) 观 训 器 形 实 更 的 形式 

结论 10. 53 [观测 器 形 实 现 ] 对 严 真 左 MFD Pi CNLCs) ,Di 5 行 既 芍 , 由 核实 现 
(4。 ,局 ,C5) 的 结构 所 决定 ,其 观测 器 形 实现 (4。,B,,C,) 具 有 形式 ， 
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x 1 0 0 | 
| 0 | :| 
; 1 | 1: : “ 
加 位 和 A D 屿 D 
并 D 0D 
A = i 
[x 1 
Hel 
| 共 D 
~ 一 和 
Re k,, 
< 0 “0: 0 i 
位 。 一 : : : . 和 : “ 2 " B, -一 MN 无 特殊 形式 10. 214) 
* 0 oo 0 D0 0 
一 -一 OO 
下 点 


其 中 , * 表示 可 能 的 非 零 元 。 
{2) 观测 器 形 实现 和 行 次 表达 式 在 系数 阵 间 对 应 关系 
结论 10, 54 [对 应 关系 ] 对 产 真 左 MFD DENG ,DCs) 行 既 约 .由 关系 式 
(10.213) 和 核实 现 (4h ,本 ,C2) 结 构 所 决定 ,观测 器 形 实现 (4, ,5,,C,) 系 数 阵 和 D(C5) 列 
次 表达 式 系 数 阵 之 间 具 有 直观 关系 ， 
4。 的 第 ) 个 * 列 = 一 Di,Dri! 的 第 ;到 (10. 215) 
GG 的 第 j 个 x 列 == Di 的 第 j 列 C10. 216) 
其 中 ,一 1,2，…,9。 
(3) 观测 器 形 实 现 的 不 完全 能 控 属 性 
结论 10. 55 [不 完全 能 控 属 性 ] 对 严 真 左 MFD Di' (oN CS) "Di ts) 行 既 约 , 则 其 观 
测 器 形 实现 (4。 ,B,C,) 中 ,C4,,C,) 为 完全 能 观测 ,但 (4。,B,) 一 般 为 不 完全 能 近 
(4) (站 ,1B。 ,Co) 和 Dr!'Cs)Ni(s) 在 系数 和 矩 阵 间 的 关系 
结论 10. 56 |[ 系数 矩阵 间 关 系 ] 对 严 真 左 MFD Di 1(5)N, CS ,Di(s) 行 既 约 ,其 观测 


器 形 实现 C4, ,B,C,) 和 De'《,) Ni(s) 在 系数 算 阵 之 间 基 有 关系 ， 
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-ps -I-.-A. B, -Dry NiO0-C 0 
i "J 六， |- i 1 i | C10. 217) 
L 0 I 0 | 0 | 
其 中 
! 轨 ,09) ,Dts)} 为 无 总 质 (10.218) 
145- 下, ,C,; 为 石 工 质 《10.219) 


(57 《4。 有. ,Co 和 有 D,' CNiis) 在 系数 第 阵 行列 式 同 的 美 系 
结论 10. 57 [系数 矩阵 行列 式 间 关系 ] 对 严 真 左 MFD BDI CD Cs ,D1(W) 行 既 约 ， 
其 观测 器 形 实现 (4。,B。 :Co 各 史 CN 在 系数 矩阵 的 行列 武之 间 上 县 有 关系 ， 
de 一生) = (detD,,) derD {s) 《10. 220) 
dimtA,) 一 deg detD. (s) CO. 221) 
(6) (4; 是 ,,C,) 和 Nt 的 关系 
结论 10. 58 [实现 和 N43) 类 系 ] 对 严 真 左 MFD DONE CD ,DD,( 行 既 约 ,其 观 
测 占 形 实现 C4。 ,B,C 和 MED 的 分 子 矩阵 Ni(s) 之 间 具 有 关系 ， 
TT—A, B11 ,fh 0 
| i, : 了 yo (10. 222) 
(7) (有 ,B,C,) 为 联合 能 控 和 和 能 观测 的 充分 条 件 
结论 10. 59 :联合 能 控 能 观测 条 件 ] 对 严 真 左 MFD Du!itsy N.Cs3 ,Ducs) 行 既 约 ,其 
观测 器 形 实现 (4, ,B.C,) 联 合 能 控 和 能 观测 的 一 个 充分 条 件 为 ,对 所 有 SC 69Xp 和 矩阵 
mo 为 行 满 秩 即 rankN, sy 一 gr。 
(8) 确定 4。 的 左 特征 向 量 的 关系 式 
结论 10. 60 [ 左 特征 向 量 关系 式 ] 给 定 严 真 左 MFD Dz!(s)N (3) ,D,(5) 行 既 约 , 观 
测 奉 形 实现 为 (4。,B。,C.)。 设 为 A。 的 一 个 特征 值 ,97 为 使 49D (4) 二 0 的 任 一 ix 
非 零 常 向 重 , 则 确定 4。 的 属于 的 一 个 1xni 左 特征 向 量 57 的 关系 此 为 
Pp = ,A) (10. 223) 
其 中 , 轨 ,(0 一 禄 .(5) ,4 于,(5) 如 式 (10. 205) 所 示 ， 
(97 (4 且 C 和 (4 , 瑟 ，C) 的 对 偶 性 
结论 10. 61 [对 侦 性 ] 设 (4。,.B。,C,) 为 " 严 真 左 MFD Dr-， Co NL(s},D, (3) 行 县 约 *” 
的 观测 器 形 实现 , (4. ,8B.,C.) 为 " 严 真 右 MFD NCDD (sD(s) 列 既 约 ”的 控制 器 形 实 
现 , 则 (4。 吾 ,Co 和 (4。 ,8.,C.) 形 式 上 为 对 偶 . 即 
入 一)! ， 人 一) 有。 (10, 224) 


OE 
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10.5 基于 矩阵 分 式 描述 的 典型 实现 :能 控 性 形 实现 和 能 
观测 性 形 实现 


基于 和 矩阵 分 式 描述 的 实现 按 “ 而 或 左 MEFD” 和 ”分 母 失 阵列 既 约 或 行 轻 约 " 共 有 后 种 
可 能 的 组 合 。 上 节 已 就 * 右 MFD NCOD TCD DC 人 列 昨 多 "有 和 和“ 左 MFD D, i(s)N, (5)， 
DL (5) 行 赋 约 " 枸 造 “控制 器 形 实现 ”和 “观测 器 形 实现 ”"。 本 节 讨 论 “ 右 MPD NCOD-'(5)， 
D(s) 行 玫 约 "和 *“ 左 MFD Di ,D31 列 婚约 "构造 对 应 的 "能 控 性 找 实 现 " 和 "能 
观测 性 形 实 现 ”， 


右 MFD 的 能 控 性 形 实现 


考 呀 真 qXp 右 MFD Ni(OD :CD .NGs) 积 DCs) 为 4Xp 和 卢 Xp 多 项 式 上 本 阵 , DC) 
行 轻 约 。 燃 同 于 前 ,对 真 RD 1(s} 导 出 其 闫 真 右 MFD, 有 
NiOD 3) = E+ NYOD (yy (C10. 225) 
其 中 , NED GD) 为 严 真 右 MFD.EE 为 gxXp 常 隆 。 下 面 的 问题 就 起 ,对 "gx pp 严 真 右 
MFD NGs}D (Gs) ,Ds) 行 婚约 ”构造 能 控 性 形 实现 。 现 在 ,简要 地 给 出 有 关 的 主要 结果 
和 结论 。 
(1) 能 控 性 形 实现 的 定义 
定义 10.5 [能 控 性 形 实现 ] 对 gaXp 严 真 右 MFD NCOD CG) ,Ds) 行 既 约 , 表 行 次 
数 .D(3) 二 ,i 二 1;,24., 户 , 则 称 一 个 状态 空间 描述 
x = AX 十 Bou 
yy (10. 226) 
为 其 能 控 性 形 实现 ,其 中 


出 m4.。=- Sg, —n (10. 227) 
全 
如 果 满 足 : 
《1 和 一 各 一 MOP iin); 
ii) 表 且 。 一 [及 ,名 ,b,j], 有 
[by Ab ee Aig ib :eb Ab, A bb, l=1, (10.228) 
‘2) 能 控 性 形 实现 的 构造 思路 
结论 10. 62 [构造 思路 ] 对 gxp 严 真 右 MFD NGOYD 1(s) :Dis) 行 既 约 , 表 
NEDD™ 一 NG)[LD ' C1,] 《10, 229) 
则 能 控 性 形 实 现 (4.。,B.。,C:o? 可 分 为 两 步 构造 ;第 一 步 ,对 "了 5 了 0) 行 既 约 ” 构 造 
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观测 器 形 实现 (A,18,,C,) ;第 二 步 ,基于 (4, ;B,C,) 和 关系 式 (10, 229) 构 造 能 控 性 形 实 
再 (4. ,B.C ), 

(3) B10)1 的 观测 器 形 实现 

结论 10. 63 [观测 器 形 实现 (4,,B,,C,)] 对 gXxp 严 真 左 MFD D7!'(s)1 ,Ds) 行 既 
约 , 行 次 数 人 DCs 一 ,i 一 1,2.0rr, 户 。 引 人 人行 次 表达 式 ， 


pa 一 S.C) De + 于 ,CD, (10_ 230) 
I, 一 .CN 
其 中 
trl 
S,.(s) 一 | . | 《10. 231) 
Ri 
2 
¥.(s} = . (10, 232) 
DD 为 Dus) 的 行 次 系数 阵 , 且 detD,, 关 0 (10. 233) 
DL 为 Dis) 的 低 深 系数 阵 C10, 234) 
由 i 
Ni, 一 : 为 1 的 低 次 系数 阵 (10. 235) 
ks 
ri 二 其 C10. 238) 
1 一 1 
则 据 上 节 中 观测 器 形 实现 相关 结论 ,可 以 导出 构造 观测 器 形 实现 (4。,B,,C,) 的 关系 式 为 
A, = A2 — DDrlC, B, = Ni.,, ©, = DriC (10. 237) 


其 中 , (4A3, 好 ,CGC?) 为 3 《5) 轨 (5) 的 实现 即 核实 现 , 其 形式 如 式 (10. 212) 所 示 、 
结论 10. 64 [C4 ,8.,C,) 的 形式 ] 对 gxp 严 真 左 MED D CD,D(s) 行 县 约 , 依 
据 上 节 中 观测 器 形 实 现 相关 结论 ,可 以 导出 现 测 器 形 实 现 (4 ， oo 具有 形式 : 


Ye 
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9952 
xb 1 < 0 0 | 
> ?i 1 | 上 
! 和 的 1 | 
| | 
Ea hls 0 # 0 0D: ， 
1 r] 加 ] ' 
着 1 [0 0 ， 
及 .二 : 
其 {21 站 0 
x A [I 
。 0 
“ Rk, 
x 0 0 | | 
oe 
rp 
* 0 QO x 0 | 
Cs 一 |. : | 1 
B,C— 7 | : 
一 一 一 一 
| 帮 ， 
{110, 238) 


其 中 , * 表示 可 和 能 的 非 零 元 。 
注 为 了 下 面 讨论 衡 要 ,在 和 .的 * 元 中 引入 上 下 标 以 旺 示 所 在 位 置 , 上 标 表示 所 在 
英 阵 的 热 行 和 抉 列 序号 ,下 标 表示 块 阵 内 行 序号 。 例 如 , * 知 表示 位 于 第 ; 块 行 和 第 
块 列 的 块 阵 的 第 二 行 * 元 。 
结论 10, 65 [对 应 关系 ] 对 “gxXp 严 真 左 MFD DG) ,Ds) 行 经 约 "和 观测 器 形 
实现 (4。,B。,C.), 据 上 节 中 观测 器 形 实现 相关 绪论 ,可 以 导出 两 者 具有 对 应 关系 ， 
4。 的 第 :个 * 列 = 一 Di.,Dr! 的 第 i 列 (10. 239) 
CG 的 第 1 个 * 询 二 BD! 的 第 i 列 (10. 240) 
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其 中 一 1,2，…: 方 。 
结论 10. 66 [ C418B. ;C6) 属 性] 对 "gxp 严 真 左 MFD D710001,,Dis) 行 姬 约 " 和 观 
测 器 形 实现 (和 ,B.C,). 表 B, 一 [Bb ,Bb ,…,b,|,; 则 有 
[By ABb oe A By i Bb, AoB, oe Atwib,]=i, (00.241) 
其 中 ,变形 单位 阵 工 为 


] | ] 
. | Ri 
| 
i, = , : (10, 242) 
、 
让 
且 有 
后 一 下 (10. 243) 


证 通过 将 式 (10. 238) 的 4, 和 了 吾 代 人 式 (10. 241) 的 等 式 左边 表达 式 即 可 证 得 本 结 
论 。 具 体 推 证 过 程 略 去 ， 
(4) NCs)D -Cs) 的 能 控 性 实现 
结论 10. 67 [能 控 性 形 实现 ] 对 真 gxp 右 MFD NN(s)D-1(w), 表 其 严 真 右 MFD 为 
NCD 《s), DC) 行 既 约 , 则 构造 NGs)D (3) 的 能 控 性 形 实现 C4, ,8B.。,C.,) 的 关系 式 为 
A — LAol,, B., = 1.B., Co = [NCDCE, J (10. 244) 
其 中 ,4 ,B,C.) 为 由 式 {10,238} 给 出 的 “gx p 严 真 五 (5 和 ,Dts) 行 既 约 ”的 观测 器 形 
实现 ,上 为 由 (10. 243) 给 出 的 变形 单位 阵 。 谭 gxX 户 真 N(sy D's) 的 能 控 性 形 实现 则 为 
(A BC, FE), 
证 分 为 两 步 进行 证 明 . 
4 证 明 4 一 不 4 和 如 .一 让 B。。 对 此 ,由 (4 下 。C) 定 义 关系 式 (10 228) 和 和 
( 丰 。, 电 ,,C,} 属 性 关系 式 (10. 241) ,并 利用 变形 单位 阵 二 的 关系 式 (10.2437 ,可 以 导出 
[bb Ih i b, A.b, …- Atp -1b, ] 


一 到 一 于 
一 下 [4 A 1B, ] 
一 [lb Taoli,b, DA,b, 
bs, TATIBb, ~- TAte 了] (10. 245) 


Hn TE Ee ee 
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于 是 .比较 上 式 中 等 此 随 边 的 对 应 项 , 即 可 证 得 


A = 1A,T, 《10. 246) 
一 于 5 一 1,2. 六 即 B,=1.B8, 《10. 247 ) 
(iD 证 明 Ce=LNGanC]- 。 对 此 ,根据 
NGID 8) = NOONLD ts), | (10. 248) 
(4 BC) = D1(C0)1 的 观测 器 形 实现 (10. 249) 


并 利用 变形 单位 阵 荆 的 美 系 式 C10. 243) 及 点 .一 下 4 T 和 了 吾 ,一 让 让 ,可 以 导出 
Ce 一 4 Bo — NNOD Cs) = NOID CT, 
—NiC, CE — A.) 'B, 
一 有 (CT CT — A iI,B, 
=N(OCT (CsI — A..) !B., 
一 NOT — A) 'B., (10, 250) 
其 中 ,NN(5)A 人 NGC)Coj,。 再 考虑 到 府 (5) (一 4.。) :一 般 为 非 严 真 ,利用 第 8 章 中 一 类 特 
殊 情形 撼 阵 除 法 相关 结果 ,有 


NG = OC (Cs — A) + NCA.,) (10, 251) 
将 上 式 代 入 式 (10. 250) ,可 以 得 到 
NDS — NOAA) CT — A 7B + OB., (10. 252) 
进而 ,由 给 定 知 上 式 等 式 左 边 的 NBD- (Cs) 为 严 真 , 故 欲 等 式 成 立 只 可 能 有 
CC)B.. 一 0 (10. 253) 


于 是 ,将 此 代入 式 (10.252) ,并 利用 关系 式 (10.250) ,可 以 导出 
CeolsT 一 各 县。 一 NO)D 1 = NOCAT — A..)-1B.. (10. 254) 
基 此 ,并 考 虚 到 和 N(s) 人 NC)C,I, ,就 即 证 得 
C 一 和 (4 = [NOYGL J], (10. 255) 
注 利用 式 (10, 255) 确 定 ,的 正确 做 法 应 当 是 , 先 将 多 项 式 盾 阵 认 (s) NCDCI 
表 为 和 矩阵 系数 多 项 式 ,再 取 s 一 A,,。 例 如 , 表 


NG) 二 Ns! 十 十 询 1s 十 育 ， 《10. 2561 


放 
Ce 一 NOC) 一 六,4 十 … 十 丙 4 十 后 工 《10. 257) 
结论 10. 58 [能 控 性 形 实现 的 形式 ] 对 严 直 右 MFD Nt9D (5) ,有 (0) 行 既 药 ,由 式 


(10. 238) 给 出 的 观测 器 形 实现 (4。,B。,C.) 形 式 所 决定 ,其 能 控 性 形 实现 (4.,,B.,C,) 具 
有 形式 : 
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ro 0 
1 : 
0 : : : 
1 < 全 0 0 1 
0 和 
FE 一 : 
站 们 关 ‘20 
轩 .， 一 C. 一 无 特殊 形式 


‘10. 258) 


证 注意 到 ,对 维 数 和 块 数 相 容 的 分 块 矩 阵 本 和 变形 单位 阵 j， * 丙 者 的 左 乘 和 在 乘 


对 应 于 如 下 初等 运算 : 
LH 一 (于) 六 降 内 行 第 侧 让 交 扫 
了 二 《后 ) 妈 放 向 区 第 要务 交 针 
基 此 ,由 能 控 性 形 实 现 关 系 式 (10. 244) ,可 以 得 到 ， 
人。 一 天 4 
一 《人 ( 帮 。) 闫 际 内 行 提出 序 交 抽 } 英 阵 内 到 作 羡 洗 交 庆 
再 .。 一 天 好 。 一 【《 敌 。) 二 本 几 行 放出 序 交 站 


具 而 ,基于 式 !10.261) 和 (10. 262) 的 运算 即 可 导出 式 (10, 258)， 证 朋 完 成 。 


TT 


(10. 259» 
(10. 260) 


(10.261) 
(10. 262> 
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结论 10. 69 [对 应 关系 】 对 严 真 石 MFD NGOD1C0) ,Dn) 行 婚约 ,引信 Dis) 的 行 


次 表达 式 为 
Dts) = SAID + .sD (10. 263) 


骨 表 nxXp 答 阵 Di.Bi, 为 pxXp 分 块 阵 , 每 个 块 阵 维 数 为 &, x1, ;一 1.2,…, 户 : 即 有 


10. 264) 


ipp! 
kp 


那么 .基于 观测 器 形 实现 (4。,B。,Ccs) 的 关系 式 (10. 237) 和 能 控 性 形 实现 在 ,的 关系 式 
《10- 244) ,机 以 导出 二 ,中 的 x 列 和 DL,pDs,' 的 块 阵 之 间 具 有 对 应 关系 ， 
Biv? 


一 


共生， | 11 
加 1 
其 中 i,j 二 1,2,**, 思 。 


证 基于 式 (10. 237) 和 {10. 244) ,通过 推 芋 可 以 导出 式 (10. 265)。 具体 推导 过 程 
腹 去 。 

注 结 沦 中 给 出 的 对 应 关系 ,为 根据 史 (*) 的 行 次 系数 矩阵 直接 确定 能 控 性 形 实 现 
4 提供 了 简便 的 途 科 。 

例 10.3 定 出 给 定 2xX2 右 MFD ND “5 的 能 控 性 形 实现 ,其 中 
站 一 - 《全 8 5 

1 pes) -| 0 to 十 4 + 

(十 2)45 十 1 5 十 2 
容易 判断 ,Ds) 为 行 赋 约 ,N(5)D 1(5) 为 严 真 。 首先 , 定 出 DCG) 的 行 次数 
点 1 一 .Ds) 一 3， Ri 一 6 DEs) 二 ?2 


Bais 


加 村 
一 | ! (10. 265 ) 
a 


fs) = | 


$5 


和 Dts) 行 次 表达 式 的 系数 算 阵 
DO 一 二 
站 ;一 5 
0 —1 
pr =- ，m-l-s 
号 : ] 
2: 2 


进而 .计算 得 到 


10.5 基于 矩阵 分 式 描 述 的 典型 实现 :能 控 性 形 实 现 和 能 观测 性 形 实现 


4 .0 

_ 5 ;0 

中 = 中 DD | 2.0 

—1:3 

2 2 

再 利用 对 应 关系 式 (10. 265) ,可 以 定 出 

“| 2] 2 “89] [Bl 
sil= B= | 5, x | | gy | ,| 
#1 | 8 1 


其 人 2 如 时 人 四 S221 Rt 有 乡 
和 


于 是 , 基 此 并 考虑 到 B.。 具 有 国定 形式 ,就 即 得 到 


0 0 —2:0 0 1 :01 
1 0 —5:0 0 0:i0 
ho= 0 1 -40 9， B=|0.0| 
站 0 2i0 一 0:1| 
0 0 1 1 一 3 0 o| 
转 而 ,首先 定 出 
0 ri 0 5 0 0 0 0 0:1 0 
| -| : 
一 1 oJlo 0 0 10 一 10000 
进而 ,计算 得 到 
本 0 0 0O:0 1 
ci =| : | 
0 0 1:0 0 
~ s Oo 0 0:0 1 
NGC.I | 上 : | 
一 9 LO0 0 一 1:0 总 
' 0 0 0 
L000 0 _， 
0 0 0 os 0 0 9 1 
一 4 十 上 
0 0 一 100 0 0 6 0 1 
从 而 ;就 即 得 到 
人 [AKCs)C 下 
= 0 0 ?er 0 ] 
loo 1 0 ol Lo 1 4。 


VME TI pr a 一 -sr Das 
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左 MFD 的 能 观测 性 形 实现 


蕉 虚 真 9Xp 左 MFD DCONLCD,NLG) 和 Du(s) 为 gx p 和 9Xg 针 项 式 矩 阵 ， 

Di (5) 列 既 约 . 类 同 于 前 ,对 真 Pi 1(s)Ni(s) 导 出 其 严 真 左 MEFD, 有 
Dr CIN = E+ Dri(s)N, Cs) (10. 266) 

其 中 ,Di CNL(Gs) 为 严 真 左 MFD.EF, 为 yqXp 常 阵 。 

下 面 ,对 “qx p 严 真 左 MFD Pi '(s}yNi(3) ,DCs) 列 既 约 "构造 能 观测 性 形 实现 。 考 
虑 到 左 MFD 能 观测 性 形 实现 和 右 MFD 能 控 性 形 实 现 为 对 侦 , 所 以 基于 能 控 性 形 实现 
《44.o1BB.。,C.,) 并 利用 对 偏 关 系 可 以 直接 给 出 能 观测 性 形 实现 (4 , B,C) 的 相应 结果 
和 结论 。 

(1 能 观测 性 形 实现 的 定义 

定义 10.7[ 能 观测 性 形 实现 ] 对 4Xx 户 严 真 左 MFD Dr (5) ,了 () 列 既 约 , 表 
列 次 数 Di(5) 二 ,J 二 1,2,…19; 则 称 一 个 状态 空间 描述 

人 二 起 ,bx 十 Bd 


Clo. 267) 
了 一 Cr 
为 其 能 观测 狂 形 实 斑 , 其 中 
dimass 一 Sk, 一 nL (10. 268) 
1=1 
如 果 注 足 ， 
Ci) Ci 一 各 ob 有 一 了 1 [NTTS) 了 
C11) 表 忆 ,二 [ef :02 "oct ,有 
CL 】] 
Cl 
cA 
本 : = {10. 269) 
全 
Re 
Codi 


(2 工 D5 《5 的 控制 各 形 实现 
结论 10. 70 [控制 项 形 实现 (4.,8.,C.)] 表 9XX 户 严 真 左 MFD DC)AN Cs) 为 
Driits})N, (ss) = LD (Cs) 。R 5) 《10. 270) 


从 5 关于 和 矩阵 分 式 描述 的 典型 实现 ,能 控 性 形 实现 和 能 观测 性 形 实现 


并 对 gxp 严 真 右 MFD LDL Cs) ,Dts) 列 婚约 , 列 次 数 S,DL(5) = jj 二 1.2.， 


人 列 次 表达 式 : 


有 (7) 一 有 + 人. .ts) 
[RE 一 N,, ,8) 


其 中 


玉 .(5) = 


Di 为 Dits) 的 列 次 系数 阵 , 且 detDp， 尖 0 
DD 为 DLCs) 的 低 次 系数 和 许 


各 
Dk 一 nl 


为 了 的 低 次 系数 阵 


《10. 


10., 


‘ 10, 


《10。 
《10. 


| 一 2 


0. 
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| 


271) 


272) 


273》 


274) 
275) 


276》 


(10. 277) 


则 据 上 节 中 控制 器 形 实现 相关 结论 ,可 以 导出 构造 IDE1 Gs) 的 控制 器 形 实现 (4.,B ,C ) 


的 关系 式 为 


#4. 一 4 一 FD D,., 


县 . 一 B: Di 人 


Co. 一 NL. 


其 中 (A ,加 Co) 为 更 .553 《92 的 实现 即 核实 现 ,其 形式 如 式 (10. 138) 所 示 
结论 10. 71 [(4.,B.,C.) 的 形式 ] 对 gxp 严 真 右 MFD LD (5 ,DCs) 列 婚约 , 则 
据 上 节 中 控制 角形 实现 相关 结论 ,可 以 旱 出 其 控制 器 形 实现 (4. ,B,C.) 具 有 形式 


HR 


eh 


(10. 278) 
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六 1 _。 成全 订 1 a | 
] 0 0 ee 0 ., 中 
1 0 0 的 0 
:1 所 21 
0 0 
.二 | : : 
0 D | 
[Ed Be | 
心 上 
} 0 | 
一 人 
&, k. 
日 ... 6 
0 0 
四 中 1 
0 0 1 | 
0 i. 0 .二 Lp ， 
一 : 10. 279) 
3B. 站 5 0 L 【10. 27 
8 a _ 、 一 一 一 一 
总 站 k, co 
: ks 
0 | 
其 中 ,8 表示 可 能 的 非 零 元 。 


法 ”为 了 下 而 讨论 需要 ,在 A&. 的 8 元 中 引信 上 下 标 以 显示 所 在 位 置 , 上 标 表 示 块 阵 
的 块 行 和 块 列 序号 ,下 标 表 示 块 内 的 到 序号。 例如 , 驹 表示 位 于 第 / 块 行 和 第 i 块 列 的 
块 阵 的 第 列 8 元。 
结论 10,72 [对 应 关系 ]】 对 “gXp 严 真 右 MFD Dia'Cs) ,DL(s) 列 既 约 "和 控制 器 形 
实现 (4.,B.,C.), 据 上 节 中 控制 器 形 实现 相关 结论 ,可 以 早出 应 者 间 的 对 应 关系 ， 
4. 的 第 i 个 8 行 一 一 Dai Di 的 第 : 行 (10, 280) 
8B. 的 第 i 个 8 行 = Dw 的 第 i 行 (10. 281) 
其 中 1 一 1 ,2,…,g。 
结论 10.73 LCA.,B.,C.) 属 性 ] 对 “qx 户 严 真 右 MFD Dr ,Di(s) 列 婚约 ”和 控 
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制 器 形 实现 (4. ,B,C.), 表 


6 
co (10. 282) 
Li 
由 有 
6 
| 
CE 1 
:|= (10. 283) 
vo 
EA. 
La 
其 中 ,变形 单位 阵 下 ,为 
> ,I 
I, = …， : (10. 284) 
、 
k, 
且 有 
到 一 于 《10. 285) 


(3) Do'Cs) NLts) 的 能 观测 性 实现 

结论 10. 74 [能 观测 性 实现 ] 给 定 真 gX 户 左 MFD (sD-'(s), 其 严 真 计 MFD 为 
Di "(DNCs) ,Dt{s) 列 婚约 , 则 枸 造 Dr Cs) Nts) 的 能 观测 性 实现 C4,,,B,， Co 的 关系 
式 为 

4 一 了 4 Bo=[h BN Co,—Cl, (10.286) 

其 中 ,C4&.,B.,C.) 为 由 式 (10.279) 给 出 的 “gxp 严 真 1LDaiC) ,DL(s) 列 既 约 ”的 控制 器 形 
实现 ,和 ,为 由 式 (10. 284) 形 式 给 出 的 变形 单位 阵 。 而 真 DDN CS 的 能 观测 性 实现 为 
(4 Bb Cot , EL, 
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结论 10.75 [能 观测 性 实现 的 形式 ] 对 严 真 左 MFD De Cs ,DLs) 列 既 约 ,由 
基于 式 (10. 279) 给 出 的 控制 器 形 实现 144.,B.,c.) 和 式 (10. 286) 闫 定 , 可 导出 能 观测 性 实 
现 (4。 ,Ht ,CC,,) 具 有 形式 : 


二 1 
六 ,二 
0 1 ] 
。 ， I) 
0 l k, 
1 了 
pie a | 
~ 一 一 一 一 一 一 
R, 玉 
1 0 . 0 
Co 一 昌 .,。 一 无 特殊 形式 (10. 287) 
1 0 … 0 
Oo ee 


ki ns 天。 
结论 10. 76 [对 应 关系 ] 对 严 真 左 MFD De (DN ,D(Cs) 列 既 的 , 引 大 有 Pr) 的 
列 次 表达 式 为 
D.C) = DrS.Cs) + DD. Bt{s) (10. 288) 
表 gXn 和 矩阵 Da' Di. 为 gXg 分 块 阵 ,每 个 块 阵 维 数 为 1Xk,, j 二 1,2,…,g, 即 有 


ET rr 


那么 ,基于 控制 器 形 实现 (4. ,B,C.) 的 关系 式 (10, 278) 和 能 观测 性 形 实现 4 的 关系 式 
(10. 286) ,可 以 导出 4 中 的 8 行 和 PE:Due 的 块 阵 之 间 具 有 对 应 关系 ， 


Di Di. = (10. 289) 


en 
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[和 8] 


= (010. 290) 


1 
= «| . 
1 


其 中 性 一 1; 2 9。 
结论 10.77 [对 偶 性 ] 设 (4 ,BC ) 为 * 严 真 左 MFD DrIODN Cs) ,DC5) 列 既 
约 ” 的 能 观测 性 形 实现 ,(4.。,B.。,C.。) 为 “ 严 真 右 MFD NCDD-: 9) D(s) 行 既 约 ”的 能 控 
性 形 实 现 , 则 (4&6 ,Bo Cos) 和 (A. ,B,C.,) 形 式 上 为 对 恤 , 即 成 立 : 
各 (一 )4T， CO) Bt, {10, 291 ) 


10.6 不 可 简约 矩阵 分 式 描 述 的 最 小 实现 


最 小 实现 也 称 为 不 可 简约 实现 。 最 小 实现 是 传递 函数 矩阵 的 维 孝 最 小 即 结构 最 简 的 
一 类 实现 。 最 小 实现 的 引信 可 使 对 系统 的 分 析 和 仿真 得 到 很 大 程度 的 篇 化。 本 节 研 究 基 
于 个 可 简约 MFD 构造 最 小 实现 的 问题 ,并 将 讨论 区 分 为 右 MFD 和 左 MFD 此 类 情形 ， 


不 可 简约 右 MFD 的 最 小 实现 


对 不 可 简约 右 MFD N (syD"1(3), 不 管 是 相应 于 D(s) 列 婚约 的 控制 器 形 实现 
《4.。 县,C-》 ,还 是 相应 于 D(s) 行 既 约 的 能 控 性 形 实现 (4.。 8.。,C.,) ,都 将 直接 成 为 
AD (5 的 最 小 实现 ， 

结论 10. 78 [不 可 简约 右 MFD 最 小 实现 ] 对 gxp 严 真 右 MFD N(D-! 《5)》， 设 nm 一 
deg detD(5) , 表 ( 和 ,B,C.) 为 "NG D1(s) ,D() 列 既 约 "的 六 维 控制 器 形 实现 , 《4.,， 
B.C。) 为 “N(s)D (5) ,Dts) 行 既 约 "的 n 维 能 控 性 形 实现 , 则 有 

(#4.,B.,C.) 为 最 小 实现 ”全 NDS 不 可 简约 (10. 292) 
(4 了 B,C.。) 为 最 小 实现 “后 NG)D Cs) 不 可 简约 (10. 293) 

证 限于 对 (4,,B.,C.) 证 明 。 对 (4.。 吾 .Cs y 的 证 明 类 间 ， 

先 证 必要 性 。 已 知 (4. ,8B.,C.) 为 最 小 实现 , 欲 证 N(5ID (5s) 不 可 简约 。 对 此 ,采用 
反 证 法 , 反 设 At5) 有 (5 可 简约 , 即 DC) 和 Nts) 为 非 右 互 质 ,它们 的 最 大 公 因 子 Ris) 非 
单 模 但 为 非 奇 异 , 基 此 可 以 导出 

NIs) = NOIRG), DG) = BOYRG) 《10. 294) 
且 有 NOD (=NG)D- C5) ,NG)D-!(s) 为 不 可 简约 。 进而 , 因 RCs) 为 非 单 模 必 有 
de detR(s) 下 0, 由 式 (10.294) 还 可 导出 
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nn 一 deg detD(s) < deg detD(s) = 7 (C10. 295) 
这 表明 ,由 六 Cs- 'c) 可 构造 比 CA,,B.,C.) 维 数 更 小 的 控制 器 形 实现 C4.,B.,C.) , 且 它 
也 为 Nt) D's) 的 一 个 实现 。 齐 盾 于 已 知 (4. ,B,C.) 为 最 小 实 更, 反 设 不 成 立 ,; 即 
六 (5 有 (5 为 不 可 简约 。 必 要 性 得 证 。 
再 证 充分 性 . 已 知 NN(s)D -6 不 可 简约 ,和 欲 证 (4., 品 ,C 为 最 小 实 更， 采用 反 证 
法 , 反 设 (4h.,B.,C.) 不 是 最 小 实现 , 即 (4,,B.,C.) 完 全 能 控 但 不 完全 能 观测 。 于 是 , 据 
PBH 特征 向 量 判 据 知 ,A. 至 少 存在 一 个 不 能 观测 特征 值 4, 其 相应 的 aX1 转 征 向 量 p 正 
交 于 CC. 的 行 , 即 有 C.p 一 0。 再 据 控制 只 形 实现 相关 属性 ,可 表 特 征 向 量 p 为 
Pp = .Ay {1n. 206) 
其 中 ,gq 为 使 D(A)q 一 0 成 立 的 任 一 非 零 pX1 常 向 量 , 轨 .4) 为 


.CA) = 本 ， Ek., = ,Ds) 《10. 297) 


茜 此 ,并 利用 控制 器 形 实现 相关 关系 式 , 还 可 导出 


0= Cp= N. Mg =m Ng oD 《10. 298) 
而 由 DCVg=0 和 式 (10.298) ,可 以 得 到 
D2) 
[wh 二 必 《10. 299) 
等 价 地 ,有 
[ve Y 一 4 列 降 秩 (10. 300) 


于 是 , 基 此 并 据 互 质 性 的 秩 判 据 知 , {DCs) ,NCs)} 为 非 右 互 质 , 即 Nts)D (5s) 可 简约 。 子 
诊 于 已 知 NI9D C5) 不 可 简约 , 反 设 不 成 立 , 即 (4&.,B.,C.) 为 最 小 实现 ， 充分 性 得 证 。 
证 明 完 成 。 

需要 指出 ,尽管 上 述 结 论 为 由 右 MFD 确定 最 小 实现 提供 了 一 条 易于 计算 的 途径 ,但 
这 并 不 意味 着 右 MFD 的 最 小 实现 只 可 能 有 控制 器 形 或 能 控 性 形 的 形式 ， 下 面 ,给 出 右 
MED 的 最 小 实现 的 更 具 普 遍 性 的 结论 。 

结论 10. 79 [不 可 篇 约 右 MFD 最 小 实现 ] 对 9XX 户 严 真 右 MFD NC5)D- 1s), Ds) 
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列 或 行 既 约 , 表 (4&4,B,O) 为 其 任意 形式 的 4 维 实现 ,n 一 deg detDis), 刚 有 
(4:8,O) 为 最 小 实现 和 NOJDiC) 不 可 简约 {10. 301) 


不 可 简约 左 MFD 的 最 小 实现 


对 侦 地 ,对 不 可 简约 左 MFD Di :Cs}Ni.(3) ,不 管 是 相应 于 Di(s) 行 婚约 的 观测 器 形 
实现 (A,,B。,C,) ,还 是 相应 于 Di (5) 列 既 约 的 能 观测 性 形 实现 (4 ,Bs,C,) ,都 将 直接 成 
为 DiC3) N.C) 的 最 小 实现 。 

结论 10. 80 [不 可 简约 左 MFD 最 小 实现 ] 对 qxp 严 真 让 MFD D1(s) Ni (3), 讼 
1 一 deg detDi (5), 表 (B,C ) 为 “Di1(3) Cs) ,Di(s) 行 既 约 "的 nn 维 观 济 器 形 实现 ， 
《ob 1 Bo;yCop) 为 "DatC)N 和 NC) ,DD (3) 列 既 约 "的 n 维 能 观测 性 形 实现 , 则 有 

(4。 BCo) 为 最 小 实现 ”全 ”Dau(s}N(s) 不 可 简约 《10. 302) 
“ 生 ob 且 -Co 为 最 小 实现 局 Di syNi 0s) 不 可 简约 《10. 303) 

同样 ,上 述 结 论 并 不 意味 着 , 左 MFD 的 最 小 实现 只 可 能 有 观测 器 形 或 能 观测 性 形 的 
形式 。 下面, 给 出 左 MFD 的 最 小 实现 的 更 具 普遍 性 的 结论 。 

结论 10. 81 [不 可 简约 左 MFD 最 小 实现 ] 对 gxp 严 真 夺 MFD D7 (s) NL Cs), 
D.(9 行 或 列 始 约 , 表 (4,B, 吕 ) 为 其 任意 形式 的 维 实现 ,n= deg detD 5, 则 有 

《4; 且 ,) 为 最 小 实现 ”全 有 CDN OO) 不 可 简约 《10. 304) 


对 不 可 简约 MFD 的 最 小 实现 的 几 点 讨论 


下 面 , 给 出 对 不 可 简约 MFD 的 最 小 实现 的 几 点 讨论 。 

(1) MFD 最 小 实现 的 狭义 惟一 性 

结论 10.82 [狭义 惟一 性 ] 尽管 严 真 不 可 简约 右 MFD NC)D 1 (5s) 或 严 真 不 可 简约 
左 MFD Dr 《5 的 最 小 实现 为 不 推 一 ,但 其 特定 形式 最 小 实现 则 为 惟一 ， 如 控制 器 
形 最 小 实现 .观测 器 形 最 小 实现 .能 控 性 形 最 小 实现 和 能 观测 性 形 最 小 实现 等 。 

(2) 传递 函数 和 矩阵 最 小 实现 的 不 惟一 性 

结论 10. 83 [不 以 一 性 ] 对 严 真传 递 函 数 矩 阵 G(s) ,由 不 可 简约 MFD 的 不 惟一 性 
所 决定 ,上 述 基 于 MFD 的 特定 形式 最 小 实现 也 为 不 推 一 ， 

(3) 最 小 实现 铁 数 的 惟一 性 

结论 10. 84 [ 维 数 惟一 性 ] 对 严 真传 递 函数 矩 阵 C5) "不 管 表 为 邵 种 类 现 的 不 可 简 
约 MFD, 也 不 管 导出 的 为 哪 种 类 型 的 最 小 实现 .最 小 实现 的 维 数 均 为 相同 , 旦 有 

最 小 实现 维 数 = MFD 分 母 矩 阵 行列 式 的 次 数 《10. 305) 
(4) 最 小 实现 间 的 代数 等 价 性 
结论 10. 85 [代数 等 价 柱 ] 对 严 真传 递 画 数 和 矩阵 Gts) 或 给 阵 分 式 摘 述 MFD, 其 各 
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种 形式 的 最 小 实现 之 间 为 代数 等 价 。 
(5) 确定 最 小 实现 的 途径 
结论 10. 86 [确定 最 小 实现 途径 ] 对 严 真 可 简约 MFD, 确 定 最 小 实现 的 途径 可 有 频 
率 域 方法 和 时 间 域 方法 两 类 ， 
频率 域 途 径 为 ， 
严 真 可 简约 MFD, 分 母 算 阵 为 列 既 药 或 行 既 约 
一 导出 不 可 简约 MFD ,分 苹 矩 阵列 既 约 或 行 既 药 
全 导出 "控制 器 形 实现 /能 控 性 形 实现 ?或 “观测 器 形 实现 7 能 观测 性 形 实现 ” 
之 所 得 实现 为 最 小 实现 . 旦 维 数 等 于 分 母 矩 阵 行列 式 的 次 数 
时 间 域 途径 为 ， 
产 真 可 简约 MED, 分 母 和 矩阵 为 列 既 约 或 行 既 约 
一 全 人 分 角 
能 观测 类 实现 寺 按 能 控 性 分 解 
之 导 出 能 控 能 观测 部 分 (4 ,BC ) 
这 导出 能 观测 能 控 部 分 C4" ,Po Ce) 
> 最 小 实现 即 为 (A"* ,B,C') 
入 最 小 实现 即 为 C4" ,到 Ce) 


不 可 简约 规范 MFD 的 最 小 实现 


前 已 指出 ,传递 函数 和 矩阵 Gs) 的 MFD 为 不 惟一 ,但 规范 MFD 为 惟一 。 正 是 利用 规 
范 MFD 的 惟一 性 ,可 使 传递 函数 矩阵 的 最 小 实现 在 一 定 限制 范围 内 具有 惟一 性 ,这 对 分 
析 和 研究 线性 时 不 变 系 统 某 些 问 题 是 有 意义 的 。 
(1 埃 尔 米 特 形 MFD 的 最 小 实现 
对 gXp 严 真传 递 画 数 矩 阵 G(Cs), 定 出 其 不 可 简约 埃 尔 米 特 形 右 MED Nu C5) Da (s) 
或 不 可 简约 埃 尔 米 特 形 左 MFD Dy (s) Nuns), 表 
(4 ,Br CD) 为 “Nn (5)Dal(s) ,Dnts) 列 既 约 ” 的 控制 器 形 实 现 
《A ,Be ,CE) 为 “Ns 0DPDa (sy Dis) 行 肥 约 " 的 能 控 性 形 实现 
(Ar ,BF ,CF) 为 “Dr (Was ,Din(s) 行 既 的” 的 观测 器 形 实现 
(ae 08 ) 为 “Di (5s) Nn(s) ,DC 列 既 约 ” 的 能 观测 性 形 实现 
在 此 基础 上 ,对 传递 函数 和 矩阵 G(s) 的 基于 不 可 简约 埃 尔 米 特 形 MFD 的 规范 最 小 实现 ,可 
直接 给 出 如 下 的 结论 。 
结论 10. 87 [基于 埃 尔 米 特 形 MFD 的 Gt5) 规 范 最 小 实现 ] 对 9x 声 严 真传 递 函 数 
年 阵 G(s) ,基于 其 不 可 简约 埃 尔 米 特 形 MFD, 可 以 导出 惟一 控制 器 形 最 小 实现 (Ar, Br ， 
Ce ) ,惟一 能 控 性 形 最 小 实现 (A5 ,Br ,Ct ) ' 性 一 观测 器 形 最 小 实现 CAF , Br ,Ct ) ,以 及 惟 
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一 能 观测 性 形 最 小 实现 CA ;于 ,CL ) 。 
(2) 被 波 夫 形 MFD 的 最 小 实现 
对 gXx 户 严 真传 递 函数 和 矩 阵 避 (3s) , 定 出 其 不 可 简约 的 波 波 夫 形 右 MFD Ne (5)Ds1(s) 
或 不 可 简约 的 波 波 夫 形 左 MFD pia (CONiets), 表 
(六: ,BE CE) 为 "Ne (5s)De'(s) ,Dels) 列 既 约 ” 的 控制 器 形 实 现 
{A ,Be ,Ceo) 为 "Ne (ts) DE'(s) ,De(s) 行 既 区 ”的 能 摊 性 形 实 更 
CA5 ,Bo CE) 为 “DL(s) Ne(s) ,Dietsy 行 既 约 ” 的 观测 器 形 实 现 
(4se BC ) 为 DiE(s) Ne(s) ,Dz(s) 列 既 约 ” 的 能 观测 性 形 实 现 
在 此 基础 上 ,对 传递 函数 矩阵 G(s) 的 基于 不 可 简约 波 波 夫 形 MFD 的 规范 最 小 实现 ,可 以 
直接 给 出 如 下 的 结论 ， 
结论 10. 88 [基于 波 波 夫 形 MFD 的 G(s) 规 范 最 小 实现 ] 对 gX 户 严 真 传递 吨 数 和 犯 
降 G(s) ,基于 不 可 简约 波 波 夫 形 MFD, 可 以 导出 惟一 控制 器 形 最 小 实现 (A ,BE ,CE), 众 
一 能 控 性 形 最 小 实现 (LAs ,BE ,CE,) ,惟一 珊 测 器 形 最 小 实现 (45 ,BE ,CE) ,以 及 惟一 能 观 
测 性 形 最 小 实现 (C45, ,BE, ,CE ) 。 


10.7 小结 和 评述 


(1) 李 章 的 定位 。 本 章 论 述 线性 时 不 变 系统 传递 将 数 和 矩阵 的 状态 空间 实现 问题 . 实 
现年 义 为 与 传递 函数 矩阵 外 部 等 价 的 一 个 状态 空间 描述 。 对 实现 的 构造 , 姬 可 基于 有 理 
分 式 答 阵 形式 的 传递 函数 短 阵 ,也 可 基于 矩阵 分 式 描述 的 传递 溺 数 矩阵 。 对 实现 问题 的 
研究 是 基于 系统 分 析 和 系统 仿真 的 需要 。 

(2) 实现 的 模式 和 类 型 。 对 传递 西数 年 阵 G(s) , 真 Gs) 的 实现 模式 为 (4,B8,C, 玉 )， 
严 真 G(s) 的 实现 模式 为 (4,8, 吕 ) ,其 中 EFE=Gto0)， Gts) 的 实现 满足 强 非 惟一 性 , 即 不 仅 
结果 不 惟一 ,而 且 维 数 也 不 惟一 。 Gts} 的 实现 具有 多 种 类 型 ,最 为 基本 的 有 能 控 类 能 现 
测 类 实现 和 景 小 实现 ， 

(3) 能 控 类 能 观测 类 实现 。 对 有 理 分 式 矩 阵 形 式 的 传递 函数 符 阵 ,能 控 类 实现 有 能 
控 形 实现 ,能 观测 类 实现 有 能 观测 形 实 现 。 对 怎 阵 分 式 描述 形式 的 传递 函数 垂 阵 ,能 控 类 
实现 有 相对 于 “NC(s) Di(s) ,D(s) 列 用 约 ” 的 控制 妖 形 实现 和 相对 于 “NCs)D-'(s) ,Ds) 
行 既 约 "的 能 控 性 形 实现 ,能 观测 类 实现 有 相对 于 “Di!(s) N, (5 ,Du (5) 行 肥 约 "的 观测 器 
形 实现 和 相对 于 “De*Cs) NCs) ,DLCs) 列 既 约 ”的 能 观测 性 形 实现 ， 结构 上 ,能 控 类 实现 
为 完全 能 控 , 但 不 保证 为 完全 能 观测 ;能 观测 类 实现 为 完全 能 观测 ,但 不 保证 为 完全 能 控 
能 控 类 能 观测 类 实现 是 构造 最 小 实现 的 一 个 桥梁 。 

(4) 最 小 实现 。 最 小 实现 定义 为 传递 函数 算 隆 Gs) 的 维 数 最 小 的 一 类 实现 。 最 小 
实现 的 基本 特征 是 其 结构 上 的 不 可 简约 性 ，。 一 个 实现 (4,B, 避 为 最 小 实现 的 时 间 域 判别 
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准则 是 其 为 联合 能 控 和 能 观测 ;一 个 能 控 类 能 观测 类 实现 为 最 小 实现 的 频率 域 判 曾 准 则 
是 其 对 应 MEFD 为 不 可 简约 。 最 小 实现 的 引 人 可 使 对 系统 的 分 析 或 仿真 得 到 简化 。 

45) 构造 最 小 实现 的 途径 。 对 传递 函数 矩阵 CC) 构造 最 小 实现 的 途径 有 频率 域 方 
法 和 时 间 域 方法 两 类 。 频 率 域 方法 中 ,由 可 简约 MFD 先导 出 不 可 简约 MFD, 而 不 可 简 
约 MFD 所 时 出 的 能 座 类 或 能 观测 类 实现 即 为 最 小 实现 。 时 间 域 方法 中 ,由 可 简约 的 
MED 先导 出 能 控 类 或 能 观测 类 实现 ,而 能 控 类 或 能 观测 类 实现 经 结构 分 解 所 导出 的 能 控 
能 观测 部 分 即 为 最 小 实现 。 


习 题 
10.1 定 出 下 列 各 标量 传递 函数 sg 的 能 控 规 范 形 实现 和 能 观测 规范 形 实现 ， 
(jy gl) 4 六 十 2s 十 1 
Be 3s or 
Ci rr s+ DCG+3) 
& Cs 十 2705 二 人 (二 本 
.., Dy 2 站 
10. 2 定 出 下 列 各 传递 函数 矩阵 G(r) 的 能 控 形 实现 和 能 观测 形 实 瑰 ， 
; [1 1 
fi) CC) 一 | 于 1 | 
1 2 
ci Cn 二 1 机 


《< 二 1) 《5 十 1) 
10.3 定 出 下 列传 递 责 数 矩 阵 G(s) 的 任意 两 个 最 小 实现 ， 


25 十 1 5 
。 1 2 5 
Gs) 一 st 
1 25 十 5 


3 十 3 并 十 ?十 12 


1 2 1 0 1 
:| 1 中 | 中 ;=| 1 
0 3 2 1 1 

斌 判断 它 是 否 为 下 列传 递 函 数 和 矩阵 的 一 个 实现 或 最 小 实现 . 


] 0 姓 — 2{s— 1) i 
GL) =| | ] 
1 一 205 一 1) 可 45 一 2 呈 十 4 一 4 


10.4 给 定 状态 空间 描述 为 
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10.5 定 出 下 列 各 右 MED 的 控制 器 形 实 现 ， 


D1 st 7 ] 
DD | pt 


[2 0 0 te 5s+2]! 

™ li 十 2 | 

10.6 定 出 下 列 各 传递 内 数 算 阵 G4s) 的 任意 两 个 维 数 不 同 的 控制 器 形 实现 ， 
_ 1 s+1 1 


Ss ss 


1 Gs) 一 
\ ‘s 5 十 44 

3 二 3 二 735 二 12 

25 十 2s 十 ] 十 45 十 6 
， 3 5 十 5 十 1 
《ii) Gs} = 


44s 十 5 3s 十 45 二 1 
js 十 之 二 7s 十 12 


10.7 定 出 下 列 各 堪 MFD 的 观测 器 形 实现 
[sl 0 -irl s—1 
| 0 | |， 5 | 
?11-Irs 
wo |] [ro 


i0.8 背 定 传递 函数 短 阵 G(s) 为 


1 2 
Gs) = * > 
1 1 


{s+ I)(s 2) 了 下 2 
试 : (DD 定 出 它 的 一 个 观测 器 形 实现 (ii) 定 出 它 的 一 个 能 控 性 形 实现 。 
10. 4 证 明 : 左 MFD Dr CN 3) 和 其 观测 器 形 实 现 (4。, 召 ,,C.) 之 间 成 立 关 系 式 ， 


本 一 和 Br 0 
[i 0 区 Ncw 
10. 10 试 判断 给 定 N(s)D 5) 的 控制 器 形 实现 是 否 为 最 小 实现 ,并 定 出 控制 器 形 
实现 的 维 数 ,其 中 


] 0 
Nt 二 [s+2 :+1], DC 一 | 人 | 


二 s—2 一 1 
10, 11 说 gXp 的 G(s) 二 N(5)D G5) 一 DL'(5)Ni(s) 均 为 不 可 简约 MFD, 试 论证 ， 
CD NGID IC 的 控制 器 形 实 更 和 Di 《s)yNi(s) 的 观测 器 形 实现 在 维 数 上 是 否 
相同 ， 
(> 两 个 实现 之 同 是 否 汶 代数 等 价 。 


人 
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(ii 车 NCsyD 0 或 有 IJN 为 可 简 药 , 则 对 上 述 问 题 的 回 等 是否 仍然 正确 ， 
如 不 正确 应 作 何 更 改 。 

10.12 设 (4,B,C) 和 (4.B,C) 为 传递 隐 数 矩阵 加 (3) 的 任意 两 个 最 小 实现 , 试 对 这 
两 个 实 更 分 甸 推 导 能 控 性 格拉 如 和 矩阵 印 . [50.1]j] 和 环 [0,7,j 及 能 观测 性 格拉 姆 矩阵 
环 ,50,zj 和 记 [0.7.j 间 的 关系 式 ， 

210.13 设 NiDD (ts) 为 qx 严 真 有 MFD, 生 有 

Ni NNst TN 1s! 
Di) D+Ds + Ds 
其 中 DD 为 非 奇 异 , 现 表 
D,= Dp, DD=D'D, *, Bb,,= Dp, ， 
试 证 明 下 述 状 态 空间 描述 为 Ns)D 1(3) 的 一 个 能 控 性 形 实现 ; 


0 I 人 
下 = 一 
0 了 点 十 0 本 
— DD. 一 DD. a _ D,_ DD;' 


¥—=[N, NN … Niz 
10. 14 设 离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 的 脉 串 传递 函数 矩阵 为 
习 十 之 1 
十 1 zz 十 
宅 十 
之 十 ] zz 十 2 
试 ; (i) 定 出 它 的 一 个 实现 ;G0 定 出 它 的 一 个 最 小 实现 。 


Gliz} = 


a i 


第 11 章 
线性 时 不 变 系统 的 多 项 式 和 矩阵 描述 


密 项 式 和 矩阵 描 述 由 英国 学 者 轴 琳 布 罗 克 (H，H，Rosenbrock) 在 20 世纪 60 年 代 中 
期 提出 。 和 多 项 式 矩 阵 描述 的 概念 和 方法 常 被 用 于 线性 时 不 变 系 统 的 复 频 率 域 分 析 和 和 综 
合 。 本 章 是 对 窗 项 式 矩阵 描述 有 其 属性 的 一 个 较为 系统 和 较为 简要 的 讨论 。 主 要 内 容 包 
括 多 项 式 窜 阵 描述 及 其 与 其 他 形式 描述 间 的 关系 , 互 质 性 和 能 控 性 能 观测 性 ,传输 零点 和 
解 看 零点 ,系统 短 阵 ,以 及 严格 系统 等 价 等 。 


11.1 多 项 式 矩 阵 撒 述 


多 项 式 短 阵 撒 述 (polynomial matrix descriptions) 简称 为 PMP ,是 对 线性 时 不 变 系 
毁 引 和 的 具有 更 广 善 遍 性 的 一 类 内 部 描述 。 李 节 从 讨论 一 个 具体 系统 人 手 导 出 禾 项 式 矩 
阵 找 述 的 形式 ,在 此 基础 上 讨论 多 项 式 和 矩阵 描述 的 一 般 概 念 及 其 与 其 他 描述 间 的 关系 。 


多 项 式 算 阵 描述 的 形式 


为 引出 多 项 式 矩 阵 描述 的 形式 ,讨论 图 11.1 所 未 的 一 个 简单 电路 。 约 定 , 到 两 个 回 
路 电流 和 和 如 为 广义 状态 变量 ,zx 为 输入 变量 ,y 为 输出 变量 。 

进而 ,根据 电路 的 物理 定律 , 列 出 两 个 回路 的 微分 方程 和 电路 的 输出 方程 。 并 且 , 通 
过 对 变量 和 运算 关系 引入 拉 普 拉 斯 变换 ,可 把 微分 方程 和 输出 方程 化 为 变换 形式 ，: 


2 he eg FE pe HR er Fe ee i i 
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图 11. 1 一 个 和 葡 单 电 牙 


各 


Tp lp, - 
(ss 十 2 十 5 )5 9 3 (3) = us) 


) | C11.1) 
1 
Li) = rs) (11.2) 
将 上 述 方程 作 化 简 和 改写 ,可 以 导出 
《9 十 6 十 1 区 (一 区 2 duty 
_ _ (11,3) 
3s 二) = 0 
(5) = OL 3) 4 2sEs ts) + On(s) (11. 4) 
再 将 式 411. 3) 和 (11.4) 表 为 向 量 方程 形式 ,有 
[+t 一 EA F351]. 
, | _ 一 | 上 二 《11.5) 
一 了 6s 十 35 十 4 [ets) 0 
ts) 
y(ts) = [0 2 + LO]ats) £11.6) 
ECs) 


上 述 两 个 方程 就 是 描述 给 定 电路 的 广义 状态 方程 和 输出 方程 , 且 系 数 短 阵 均 具 有 多 项 区 
短 阵 形式 ,相应 地 称 为 纵 定 电路 的 一 个 多 项 式 和 矩阵 描述 即 PMD。 
现在 ,推广 讨论 一 般 形式 的 多 输入 多 给 出 线性 时 不 变 系 统 , 定 义 ， 
Wl i 
mae | 


-1 
| 《11.71 
LS 4 


那么 ,基于 对 上 述 电 路 的 PMD 的 推广 ,可 以 导出 系统 的 多 项 式 矩阵 描述 为 
| POs) Bs) = Os) 


ys) = RO EE C8) 4 WN) 
下 面 ,对 线性 时 不 变 系 统 的 PMD 给 出 如 下 的 说 明和 推论 . 
(1) PMD 的 属性 
对 线性 时 不 变 系 统 ,由 式 (11.8? 给 出 的 PMD 本 质 上 属于 系统 的 一 种 内 部 描述 。 但 
笔 ,不 同 于 系统 的 状态 空间 描述 ,这 里 引信 的 + 是 一 种 广义 状态 或 伪 状 态 ,对 其 并 不 要 求 


输入 n= 


Up 


(11.8) 
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按 状 态 定义 进行 严格 限定 。 

(2) 系数 年 阵 的 多 项 式 皇 阵 属 性 

对 线性 时 不 变 系统 ,由 式 (11.8) 给 出 的 PMD 的 系数 矩阵 均 属 于 多 项 式 矩 阵 。 其 中 ， 
P(ts) 为 mm 密 项 式 窒 阵 ,Q05) ,RCGY 和 Cy} 为 mx p,qgXm 和 gqg 义 pb 名 项 式 和 矩阵 ， 

(3) 对 PMD 的 基本 假定 

对 线性 时 不 变 系 统 , 为 保证 由 式 (11. 3) 给 出 的 PMD 有 惟一 解 ,需要 引入 一 个 基本 性 
假设 即 假定 多 项 式 怎 阵 PCs) 为 非 奇 异 , 也 就 是 PP !(3) 存 在。 通常 ,现实 世界 中 的 极 大 多 
数 线性 时 不 变 系 统 都 满足 基本 性 假设 。 

(4) 时 间 域 PMD 

对 线性 时 不 变 系统 , 若 在 由 式 (11. 8? 足 出 的 频率 域 PMD 的 系数 和 矩阵 中 ,用 微分 算 子 
bd/ 生 代替 复数 变量 *, 并 将 复 频率 域 变量 替换 为 时 间 域 变量 ,就 得 到 时 间 域 PMD 为 

| Pp) Ee) = QC puti) e119) 
Fe) 一 ROpY EO + WpYutt) 

(5) PMD 的 意义 

从 随后 的 讨论 中 可 以 看 到 ,对 线性 时 木 变 系统 由 式 (11. 8) 给 出 的 PMD 提供 了 最 为 
一 般 的 系统 捕 述 。 在 线性 时 不 变 系 统 的 复 频 率 域 理 论 中 ,PMD 是 沟通 系统 不 同 描述 的 结 
构 性 质 间 关系 的 一 个 桥梁 。 


PMD 和 其 他 描述 的 关系 


本 部 分 针对 线性 时 不 变 系统 ,进而 建立 多 项 式 矩 阵 描 述 与 其 他 类 型 描述 如 传递 函数 
乍 阵 、 状 态 空间 描述 .左右 MFD 等 之 间 的 关系 。 
(1) 多 项 式 算 阵 插 述 的 传递 函数 矩阵 
结论 11.1 LPMD 的 传递 函数 矩阵 ] 对 线性 时 不 变 系统 ,由 式 (11. 9) 给 出 的 PMD 
的 传递 函数 矩阵 GCs) 为 
Gls} = RODP 5 人) Wis) 《11. 10) 
证 考虑 到 P(s) 非 奇异 ,由 式 (11. 8) 的 第 一 个 关系 式 可 以 导出 
$5) = P(NQO RG) (11.11) 
将 其 代入 式 (11. 8) 的 第 二 个 关系 式 ,可 以 得 到 
Ts = [ROP (YQ + WC]RG) (11. 12) 
基 此 , 即 可 导出 式 (11.10)。 证 明 完 成 ， 
(2) 状态 空间 描述 的 多 项 式 矩阵 描述 
纺 论 11. 2 [状态 空间 描述 的 PMD] 给 定 线性 时 不 变 系统 的 状态 空间 描述 ， 
fi 1 宇 0 


1 
y= Cr+ECp)n 1. 13) 


TE a i 
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其 中 , 瑟 ( 户 ) 为 多 项 式 算 阵 , 训 一 dd 为 微分 算 子 ,x 0) 一 0 日 ELP) 的 在 在 反 虹 系 统 的 非 
真性 。 那么 .状态 空间 描述 Q1.13) 的 等 价 的 PMD 为 
| GI — A Es) = Bats) 


_ 11.14) 
| pO) — CE C0) + Etsyats) 
其 中 ,(5) 二 X63) 为 xnX1 广义 状态 ,PMD 的 各 个 系数 矩阵 为 
Pls}) = (sT—A), Qfs) =—B (11.15) 


Ris) = ©C, Wisy = ECs) 


证 ”将 式 (11. 13) 取 拉 普 拉 斯 变换 ,再 令 (sy 二 (3) , 即 可 导出 式 (11.14)。 证明 完成 。 

(3) 算 阵 分 式 描述 的 多 项 式 炬 阵 描述 

结论 11.3 [MFD 的 PMD] 给 定 qxp 线 性 时 不 变 系 统 的 右 MFD N(DJD- (nm 
下 (5 和 左 MFD Di (5)NLCG) 十 BEG), 其 中 NGCDD-ID 和 DCryN Cs) 为 严 真 MFD,E 
(5) 为 多 项 式 和 矩阵 。 那 么 ,等 价 于 NG37D (C3) 十 E(s) 的 PMD 为 


| DC Be) = aLs) 


_ . (11.16) 
(5 = NOs F (8) 十 下 (SET 
其 中 , 记 (9 二 D7'C5D1a(5) 为 pxX1 广义 状态 ,PMD 的 各 个 系数 年 阵 为 
Peis}y = Ds), 0 一 于 C11 17) 
Res) 一 Nis), Wi) = Fs) 
等 价 于 Dr?) NC3) 十 EC) 的 PMD 为 
DY) EC 一 Rs) 
_ _ 。 (11. 18) 
(5 = + Esats) 
其 中 ,2 CD) 一 Di) NC)u() 为 gxl 广义 状态 ,PMD 的 各 个 系数 矩阵 为 
Ps) = DC), 0) = NO 
Cs ‘9, Qs 下 (11. 19) 


Ris) 一 了 Ws) =— Es) 
证 对 NiD-ICr 十 五 (5) ,可 以 导出 
yYG) = [NCOD GY) | ECYTRG) Neo)D SI 十 五 (ts》 (C11.20) 
将 上 式 相 比 于 PMD 的 传递 钞 数 矩阵 表达 式 (11. 12) ,就 可 导出 系数 矩阵 关系 式 (11. 17)， 


基 此 ,并 令 E (5) 二 D71(s) 吏 (3) .可 得 式 (11, 16)。 类 似 地 ,可 以 证 明 式 (11. 18)。 证 明 完 成 。 
(4) 多 项 式 和 矩阵 描述 的 一 般 性 
结论 11.4 [PMD 的 一 般 性 ] 基于 上 述 各 个 结论 可 知 , PMD 是 线性 时 不 变 系统 的 最 
为 一 般 的 描述 ,系统 的 其 他 描述 均 可 认为 是 PMD 的 特 珠 情形 . 


不 可 简约 PMD 


不 可 简约 PMD 是 线性 时 不 变 系 统 的 最 为 基本 和 应 用 最 广 的 一 类 PMD，。 
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定义 11.1 [不 可 简约 PMD] 称 CPCOOD OD) ,RG WC)) 为 不 可 篇 约 PMD, 当量 仅 当 
{P(t3) ,QQ(5)} 让 互 质 .! PC) ,Rs))} 右 互 质 (11.21) 
注 车 (PCD GD ,RED ,W(s)) 为 可 简约 PMD, 则 只 可 能 为 下 列 三 类 情形 之 一 ， 
1PCs) ,Cs 非 左 瑟 质 ,! Ps) ,Ris)} 右 互 质 
1Pts}y Cs 左 互 质 ,1P(s) .RCs)} 非 右 互 质 
{PCs) ,cs 非 左 是 质 ,{ Pts) ,RCs)} 非 右 互 质 
把 可 答 约 PMD 化 为 不 可 简约 PMD 是 复 频率 域 方 法 中 经 常 面临 的 一 个 问题 。 解 决 
这 一 问题 的 基本 途径 是 引 人 和 人 变换 。 考 虑 可 简约 PMD: 


| Ply EG) QC) 
yy) = RCD EC) -WEVAes) 


其 中 , (53) ER"(5) ,YC3) EDR) ,0(s) E.R?s), 下 面 ,就 上 述 三 种 情形 ,给 出 由 可 简约 
PMDt11, 227 构 造 不 可 简约 PMD 的 上方 法。 

(1) 情形 王 :{P(sy ,RCs)} 右 互 质 , (PGs) ,OQ0s)} 非 左 互 质 

结论 11. 5 [构造 不 可 简 芍 PMD] 对 "{1P(s) ,RCI 右 互 质 ,1 PCs) ,Qts): 非 车 互 质 ” 
型 可 简约 PMD(11. 22), 表 mrXm 密 项 式 征 阵 百 (5 为 非 左 玫 质 ! (5 ,Qts); 的 任 一 最 大 
左 公 因子 ,再 取 


(11.22) 


Pr(sy = Hs}P(s), O63) 一 HCOIOQGs) (1]1.23) 
则 可 简约 PMDC11. 22) 的 一 个 不 可 简约 PMD 为 
| PC) E03) = Ol) 
ys) = RROD EC) | WENRES) 
证 由 {P(s) ,Qs)} 非 左 互 质 , 可 知 {PLs) ,QCs)} 任 一 最 大 左 公 因子 下 (5) 为 非 单 模 但 
非 奇 异 。 基 此 ,运用 多 项 式 和 矩阵 理论 相关 结果 ,可 以 导出 
Ps) 一 是 (PDT = H(YOG) 《11. 25) 
其 中 ,{PCs) ,Qts)} 左 互 质 将 式 (11,25) 代 入 式 (11. 22) ,可 以 得 到 


| HOOPCY EC) = HOIOAG) 


$Cs) = RY Es) + WOYECs) 
将 上 式 第 一 个 方程 左 莱 HH-' (5) , 即 可 导出 式 (11. 24}。 再 由 {Pts) : 尺 (s)} 右 互 质 意 昧 着 其 
右 公 因子 为 单 模 阵 ,而 PC5) 为 Ps) 中 *“ 约 去 ”HCGs) 导 出 的 结果 基 此 ,可 知 1P(s) ,RCs)} 的 
右 公 因 闻 仍 为 单 模 阵 由 其 仍 为 右 互 质 。 从 而 ,证 得 式 (11. 24) 给 出 的 PMD 为 不 可 简约 。 
《2) 情形 工 :{P(s) ,RCs); 非 右 互 质 ,{PCs) ,Qs)} 左 本质 
结论 11.6 [构造 不 可 简约 PMD] 对 "4PC3) ,RCs)} 非 右 互 质 , {Pl(s) ,0t5) ) 左 互 质 " 
型 可 简约 PMD(11. 22) , 表 mXm 多 其 式 卸 阵 下 (5) 为 非 右 下 质 {P(s) ,RG))} 的 任 -- 最 大 


右 公 因子 ,再 取 $ (s)=F(5)B (5s), 即 有 


《11. 24) 


(1]. 26)» 


OT 
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PCs) = POYF :ts), RCsy ~— RO)F- (Cs) (11. 27) 
出 可 简 芍 PMDCi1, 22? 的 一 个 不 可 简约 PMD 为 
五 (77 (5 一 人 (aa 
| p(s) = RE EG) 十 全 (ECs) 
证 证 明 过 程 类 同 于 结论 11.5 的 证 了 过 程 。 具 体 推 证 过 程 略 去 。 
43》 情形 看 :{fPfnm ,Ris)} 非 右 互 质 , {P(ts) ,Qs)) 非 左 互 质 
结论 11.7 [构造 不 可 简约 PMD] 对 “{P(s) ,RG)} 非 右 焉 质 , {PCs) ,O05)} 非 左 互 
质 " 型 可 简约 PMD(11. 22) , 表 mxm 多 项 式 类 阵 囊 (3) 为 非 左 互 质 {P(3) ,0(s)} 的 任 一 景 
太 左 公 因 子 , 取 Pils) 一 H iC)PD) ,mxm 多 项 式 答 阵 下 (5) 为 1PCs} ,Ris)} 的 他 一 最 大 右 


公 因 子 , 取 志 (5) 二 FO)E Cs), 即 有 
PC = HUYPOOFD), O60) = HNOQGO), RY) ROVE (11. 29) 
则 可 简约 PMDO1 22) 的 一 个 不 可 简约 PMD 为 
Pesy Es) = O(ats) 
1 5) = ROY E C5) -Weiss} 
证 本 结论 可 由 结论 11.5 和 结论 11.6 联合 导出 。 具 体 推 证 过 程 略 去。 
下 面 ,进而 给 出 不 可 简约 PMD 的 不 惟一 性 结论 
结论 11.8 [不 可 简约 PMD 不 惟一 性 ] 设 (PCG5) .0Q08) ,RG Ws) ) 为 线性 时 不 变 系 
统 的 一 个 不 可 简约 PMD,P(y) 为 mx xm 名 项 趟 窍 阵 ,Q(5) .Ris} 和 和 (让 为 pp,gXm 和 
9X 记 多项式 算 阵 、 表 UU(5) 和 VCs) 为 任意 两 个 mxm 单 模 阵 , 取 
P() = UDPOOVG), OC) = DQ(), RG) 一 RisyYisy (11.31) 
则 CPLs) ,OCs) ,中 (5) ,Ws)) 也 为 系统 的 一 个 不 加 简约 PMD 


证 对 (PC,Q0) ,RC WC)), 引 人 变换 (8) 一 V1Cs)E C3), 可 以 导出 
| 有 (VS ECs) 一 四 (SR 人 


(11, 28) 


《11. 30) 


。 、 《11. 32》 
yes) 一 ROIVCsSY ECs) 十 Weis)uts) 
将 上 式 第 一 个 方程 左 续 UCs) ,得 到 
UIPOIVe) ECs) = UC YOuCs) 
| (5 = RCsYW Es) Es) + WU)nts) ‘11. 33) 


进而 ,引信 式 (11,31) 所 示 表 达 式 ,就 可 导出 PMDCPCs) ,G(s) ,RCs) ,Wis))。 再 考虑 到 
LPts) Q(5) =[UC) PVs) Ut sO s) ] 


VCs) 0 . 
=U() FP) | 和 ] 人 
0 了 
|- YD]- 1 Je _ 
RY ROY J Lo 了 Le .5) 


其 中 
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Cs "| rts) | Vs) 均 为 单 模 阵 
U0, [Lo | 0 1 
基 此 , 必 有 
rank[ Ps) 人 05] = rank PCY) OF)], YsEY 11, 36) 
Pis P 
rank| |- rank| "| YsE (11. 37) 
Rts) Rt(s} 


这 表明 , 当 {PCs) ,Qts)} 为 左 互 质 , 1PC3) ,QO(s)) 也 为 左 互 质 ; 1P(s),R{s)) 为 右 互 质 ， 
iPC(s) ,Rs)} 也 为 右 互 质 ， 证 得 (P(s),@(5) ,站 (5s),W(s)) 为 男 一 不 可 简约 PMD。 证 明 
完成 . 


1L.2 多 项 式 和 矩阵 措 述 的 状态 空间 实现 


本 节 讨 论 多 项 式 矩阵 描述 即 PMD 的 实现 问题 。 随 后 将 可 看 到 ,PMD 的 实现 问题 的 
结果 ,对 于 讨论 PMD 的 基本 属性 ,以 及 建立 线性 时 不 变 系统 的 时 间 域 结构 特 任 和 复 频率 
域 结构 特性 间 的 关系 ,都 有 着 重要 意义 。 


PMD 的 实现 


考虑 线性 时 不 变 系 统 , 其 多 项 式 阜 阵 描述 即 PMD 为 


Ps Es) = O(cs) 
_ (11. 38) 
ys) = RCD GE (C5) + WORCs) 


其 中 ,P(s) 为 mrXm 多 项 式 和 个 阵 ;QG) ,RGs) 和 Wt{s) 为 mxXprqxm 和 gxXbp 多 项 式 和 矩阵 。 
定义 11.2 [PMD 的 实现 ] 称 状 态 空 间 描 述 
| x Ar 二 Bu 
[y= Cr 十 下 (pg 
为 由 式 !11. 38) 纵 出 的 PMD (PS CD RD ,Wts)) 的 一 个 实现 ,如 果 两 者 的 传递 务 数 
算 阵 为 相等 , 即 成 立 ; 
RODP 《5 人 5) 一 是 人) = Cst — A)-1B + Ets) (C11. 40) 
其 中 ,EC(5) 二 ECp)|,,，。 


注 PMD 的 实现 具有 强 不 惟一 性 , 即 不 仅 实 现 的 结果 不 惟一 ' 且 实现 的 维 数 也 不 惟一 。 


(11.39) 


构造 PMD 的 实现 的 方法 


给 定 PMD 020 WCG)) 下面 给 出 构造 其 能 控 类 能 观测 类 实现 的 方法 ， 


rt 
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(1) 对 实现 的 内 核 类 型 的 选取 

PMD 的 实现 是 基于 MFD 的 能 控 类 能 观测 类 实现 而 建立 的 。 实 现 的 内 核 是 构造 
PMD 的 实现 的 基础 ,含义 是 指 PMD 的 传递 晒 数 和 窍 阵 Gts) 中 包 会 的 一 个 MFD 的 实现 。 
考虑 到 对 PMD 有 Gt) 一 RG}YP COQ0) 十 Wts), 基 此 随 着 G(s) 中 内 核 MFD 的 不 同 选 
取 , 实 现 的 内 核 相应 地 区 分 为 如 下 四 种 类 型 ， 

(i 内 核 MFD 为 “RCP Cr ,Pts) 刘 婚约”, 则 实 瑰 内 核 为 "控制 器 形 实现 "; 

(ii 内 核 MFD 为 YR(DP (Cs) ,Pls) 行 烃 约 ”, 则 实现 内 核 为 * 能 控 性 形 实现 ”，; 

(iiy 内核 MFD 为 *P C5)Q(s) ,Pt5) 行 既 约 ”, 则 实现 内 核 为 :观测 器 形 实现 ”; 

(iy)》 内 核 MFD 为 *P 1(5)Q4s) ,Pts) 列 既 约 ", 则 实现 内 核 为 * 能 观测 件 形 实现 ”。 
本 节 限 于 讨论 内 核 MFD 为 P71 (DQ43) PC5 行 既 约 ?情形 ,给 出 以 “观测 器 形 实现 ”为 实 
现 内 核 的 构造 PMD 的 实现 (4,B,C,E(p)) 的 方法 。 

(2) 化 Ps) 为 行 既 芍 

对 内 核 MFD 已 950Q5s) ,由 实现 内 核 为 * 观 调 器 形 实现 ?要 求 P() 行 既 约 。 若 Pls) 
行 既 约 ,无 需 引 人 转换 , 今 


P.(s) = P(t), 人 = O00) (11. 41) 
在 Pts) 非 行 既 约 , 引 人 一 个 mx m 单 模 阵 MM(3) 使 MM(s)P(s) 行 腊 约 ,并 表 
有 (一 PC 《LI. 42) 
考虑 到 
Pr (3 人 Cs) 一 [MGODPCDTIMCDOKs) 一 有 -5 人 (5) (11. 43) 
deg det P.(s) = deg det Pts) (C11.44) 


可 以 断言 Pi C0)0Q,C:) 和 Pp-'(s)Q(s) 具 有 等 同 实现 ， 
(3) 由 Pr (2Q,(s) 导 出 严 真 P15)O.(5) 
一 般 而 言 , 不 能 保证 P21(5)Q.《s) 必 为 严 真 ,需要 基 此 进一步 导出 严 真 Pri(a)g. (05) 。 
对 此 ,引入 “矩阵 左 除法 ,有 
Os) = POYYCS) + 0, (5) (11.45} 
将 上 式 左 胶 P;: (5 ,可 以 得 到 
Pi (Dj)OQ.G) = Pod, C0) Ys) C11.46) 
其 中 ,Pi Cs)Q,(s) 为 严 真 MFD,Y(3) 为 多 项 式 代 阵 ， 
(4) 对 Pe! (5)Q.《3) 构 造 观测 髓 形 实现 (4, ,8,,C,) 
对 “ 严 真 MFD P70)0, (5) 'P.(s) 行 既 约 ”, 采 用 上 一 章 中 给 出 的 有 美方 法 ,可 以 定 出 
观测 器 形 实现 (4,,B,,C,), 且 有 


和。 为 闻 X 天 阵 , 肥 为 二 X 疡 阵 ,C 为 加 xn 阵 (11. 47) 
CtsT 一 A.):B, = Pi).Cs) 【11. 42) 
{4。Col 完全 能 观测 (11. 49) 


n= deg det Pls) 11. 50) 
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(5) 由 (4。, 玫 .CC) 导 出 PMD 的 实现 (4 ,B,C,FEip)) 
首先 ,直接 取 定 : 
4A 二 4A,， B=8, (11.51) 
进击 :推导 CI 和 Ecp)。 对 此 ,基于 已 知 和 前 所 导出 ,有 
Pesy, QO), RE), Ws)) 
PIQ) = PP, (0, (5) 
P, (HQ. = PC)O.0s) + Y0) 
Cts — A) 1B, = PP, (0,(s) 
基 此 ,可 以 得 到 
RODPT OOO + WOs) =ROIP (SYO, (C5) + WEs) 
=RCOOLP, COIO, GG} YO) We) 
ROPA YIO.C) LRONYG) + Wiy)] 
一 天 45)Cok3 — A B, + [ROOYO) + Wer) ] 
二 ROYC CT oA)B+ [RIYC) + WO)) 


(11. 52) 
上 式 中 ,RCs)C,(sI 一 和 4.) 一般 为 非 严 真 ,为 此 引 人 * 算 阵 右 除 法 ", 可 以 导出 
及 (sc 一 XC) (Gs — A) + [ROYC,],., {11,53) 
于 是 ,就 取 
C= [RO)C,],.a (11.54) 


肯 将 式 411.53) 代 人 式 (11. 52) ,并 利用 式 511. 54), 又 有 
ROOPT (OO) + WG) = CGT 一 A)-1B+ [XGOYB + ROG)YGS) 十 W(s)] 


(11.55) 
其 中 , 表 
Ets) A [LX(B + RONYCS) 十 WW(s) (11. 36) 
从 而 ;可取 
EC(p) = ECs) |,., (C11, 57) 
{6) 结论 


最 后 ,归纳 上 述 导 出 的 结果 ,可 以 给 出 如 下 一 个 结论 ， 
结论 11.9 [PMD 的 实现 ] 对 线性 时 不 变 系 统 的 PMD (PK :全 (5) ,RCs) ,WW(s)), 表 
PO) 二 Pi(s)0,(s) ,其 中 P.(s) 为 行 既 约 ,P- (5)O,(s5) 一 PP;! (sO (0) 十 P(t5) ,而 
《4。, 了 Co 关 严 真 PC0G.0s) 的 观测 器 形 实现 , 则 PMD 的 一 个 实现 (4 ,B,C,E(p)) 为 
4 一 种， 下 一 下 
| [ROYG, ],.a (11. 58) 
ECp) = ECs) |,., 


nr pr 
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其 中 ECs) 如 式 忆 1. 56) 所 示 。 


PMD 的 最 小 实现 


PMD 的 维 数 最 小 的 一 类 实现 称 为 最 小 实现 。 基 于 MFD 的 最 小 实 更 的 理论 ,可 以 直 
接 给 出 PMD 的 最 小 实现 的 有 关 结 论 。 
(1) 最 小 实现 的 时 间 域 条 件 
结论 11. 10 [最 小 实现 时 间 域 条 件 ] 没 (4.8,C,ECp)) 为 (P(5) ,0(8),R(s) ,CD) 
的 一 个 实现 , 则 有 
《站 ,B,C,E(p)) 为 最 小 实现 全 (4,8B) 完全 能 控 ,(4,C) 完全 能 观测 〈11. 59) 
(2) 最 小 实现 的 复 频 率 域 条 件 
结论 11.11 [最 小 实现 复 频 率 域 条 件 ] 设 t 和 ,B,C,ECP)) 为 (P(s) ,0015),R(s), 
Wis)) 的 一 个 维 数 为 #n 二 deg detPis) 的 实现 ,网 有 
《 征 , 昌 , 忆 ,E(p)) 为 最 小 实现 所 (Ps ,805) ,RG) ,WGCs)) 不 可 简约 (11.60) 
证 下 一 节 中 将 会 证 明 , 对 CP(s) ,QC) ,RGs) ,W(3)) 及 其 实现 (4,8,C,E(p)) ,有 
(4 ,如 完全 能 控 全 (P(3),Q(s)) 去 互 质 (11. 6]) 
(4,C) 完全 能 观测 全 (PC(s) ,RG(s)) 右 互 质 《11. 62) 
基 此 ,并 利用 结论 11. 10, 即 可 证 得 
《入 ,日 ,C ,Elp)) 为 最 小 实现 
污 (和 ,8B}) 完全 能 控 , (4,0) 完全 能 观测 
写 (人 左 互 质 , (Pls) ,R(s)) 右 五 质 
党 (PC Cs .RO) ,WCs)) 不 可 简约 C11. 63) 
‘3) 最 小 实现 的 不 惟一 性 
结论 11. 12 [最 小 实现 不 惟一 性 ] PMD 的 最 小 实现 为 不 惟一 ,但 必 具 有 相同 维 数 。 
(4) 最 小 实现 的 扩展 构造 
结论 11. 13 [最 小 实现 的 扩展 构造 ] 设 (h 和 ,B,C,F(p)) 为 (P(s) O05) ,Rs) WO)) 
的 一 个 最 小 实现 ,了 为 与 & 同 维 的 任 一 非 奇 异常 阵 , 则 (TAT-! ,TB,CT-! :所 tp)) 也 必 为 
一 个 最 小 实现 。 
《5) 最 小 实现 间 的 代数 等 价 属性 
结论 11. 14 [最 小 实现 间 的 代数 等 价 性 ] 对 PMD 《了 (5 OC RES ,Ws)) , 设 C4， 
B,C,E(P)) 和 和 CGA, BC, ED) 是 其 维 数 为 的 任意 两 个 最 小 实现 , 则 必 可 基 此 构造 出 一 
个 特定 nxn 非 奇异 常 阵 百 , 使 成 立 ， 
A= HAH-:, B= HS8, CecH- (11. 64) 
(6) 最 小 实现 的 复 频 率 域 构造 方法 
结论 11. 15 [最 小 实现 的 复 频率 域 构造 方法 ] 对 PMD CPCs}, O00), RG) Wes)) ,其 
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最 小 实现 (和 ,B.C,Etp)) 可 按 如 下 方法 构造 :首先 ,导出 PMD 的 一 个 不 可 简约 PMD; 进 
而 , 按 有 具体 需要 和 情形 ,对 不 可 简约 PMPB 构造 控制 器 形 实 现 .或 能 控 性 形 实现 .或 观测 器 
形 实现 .或 能 观测 性 形 实现 ， 


11.3 多 项 式 矩 阵 描 述 的 互 质 性 和 状态 空间 描述 的 能 控 
性 与 能 观测 性 


对 线性 时 不 变 系统 ,能 控 性 和 能 观测 性 是 其 在 时 间 域 内 的 基本 结构 特性 , 左 五 质 性 和 
右 互 质 性 是 其 在 复 频率 域内 的 基本 结构 特性 。 本 节 的 昌 的 在 于 渔 通 和 揭 朱 线性 时 不 变 系 
统 的 这 两 类 结构 特性 问 的 关系 。 在 系统 复 频率 域 的 分 析 和 综合 理论 中 这 种 关系 有 着 重要 
的 意义 。 


左 互 质 性 与 能 控 性 


考虑 线性 时 不 变 系 统 , 其 多 项 式 矩 阵 描述 为 
1 t (5) 一 人 Cs) 


pes) = ROO CC) + WDAG) 
其 中 ,PC(s) 为 mXm 名 项 式 矩 阵 ,005) ,Ris) 和 研 (5) 为 mxpqXm 和 gxp 兴 项 式 矩 阵 。 
系统 的 状态 空间 描述 即 PMD 的 一 个 实现 为 


| 一 此 YX 十 Bu 


《il.85) 


《11.66) 
F=Cr+ Epun, p= ddi 
其 中 ,4 为 x Xn 常 阵 ,B 和 C 为 nXp 和 gXn 常 阵 ,EE(p) 为 gxp 多项式 和 阵 ， 下 面 , 纵 
出 能 控 手 和 左 互 质 性 间 关 系 的 结论 。 
结论 11.16 [ 左 互 质 性 和 能 控 性 ] 对 线性 时 不 变 系统 的 PMDC11. 65) 及 其 状态 空间 
实 观 (11.66), 有 
(Ps 4) 左 互 质 全 (和 4,B8) 完全 能 控 《11. 67) 
证 不 失 一 般 手 , 设 (4 ,下 ,CBE(D) ) 为 (PC ,CQCD,RG) ,Ws)) 的 基于 观测 器 形 实现 
为 内 核 的 一 个 实现 。 并 且 , 为 清晰 起 抑 , 分 为 三 步 进行 证 明 
(i) 推导 一 个 关系 式 。 为 此 ,对 (CPCs) ,QC ,RG ,WCs)) ,如 上 节 中 所 做 那样 ,引入 一 
个 mxm 单 模 阵 叮 (:) ,使 P,(;) 一 有 (5 有 PC5] 人 (5) 二 名 (DQts),P.(s) 行 既 约 , 目 有 
P (00 一 Pri(s)Q,(s)。 再 表 P71(s)B.(s) 为 Pr (0.(5) 的 严 真 部 分 ,(4,B,C,) 为 
产 真 Pr C50.(3) 的 维 数 等 于 
n= deg detP.(s) = deg detPts) ‘ll. 68) 


Tr 
Tr 


592 第 11 章 线性 时 不 变 系 统 的 包 项 式 矩阵 描述 


的 观测 器 形 实 现 。 进 而, 表 Q,(s) 为 


Qs) = NO (11.69) 
rl 1 是 ] 
到 一 | ， [11 707 
| ] 只 卓志 中 加 | 
ko dP(s), Yk,=n (11.71) 
r= 1] 


并 考虑 到 对 观测 器 形 实现 有 8 一 ,9 以 得 到 
Co 了 一 有) 有 一 让 (可 一 4 BB PHNOD) = Pi NO (11.72) 
再 因 Qn 的 任意 性 ,由 上 成 又 可 导出 忆 (sT 一 A) ! 二 P's) 轨 (3), 即 有 
PC = PLC) (sd oA) (1 1,73) 
而 由 土 节 构 造 PMD 的 实现 中 导出 的 关系 式 (11. 45)、(11, 53)、(11. 54) 和 (11. 56)， of 以 
进而 构成 关系 式 : 


Os) = Qs) PVFE) = ,0B (11.74) 
Ri = XCOYCT CO— AA) 人 Od £11,75) 
ECs) = No)B+ ROOYC) + Ws) C11.78) 


于 是 ,组 合式 (11.73) 一 (11.76)? 的 结果 ,可 以 得 到 分 块 矩阵 关系 式 ， 
[ee hg | |- [ee 9] 2。 ] 1 7) 
一 RG) Wolo xn Llc go) 


其 中 ,由 式 (11.70) 给 出 的 委 .Cs) 中 隐 含 I 可 知 ,对 任意 各 名 的 P,(i5), 必 有 


LP.(s), 轨 1 (5)) 左 互 质 《I1.78) 
而 由 44,B,C.) 为 观测 器 形 实现 知 (4,C.) 完 全 能 观测 ,并 利用 能 观测 性 PBH 秩 判 据 , 又 有 
{ 可 一 各 Co 石 豆 质 (11.79) 


基 此 ,存在 ? 共 开 和 zz 雪 项 式 和 矩阵 到 0 和 了 Cs) ,使 成 立 ， 
人 Utsy 
P.{s) rt(s) 
一 Tts) Ws) 1 0 I 
[| v os ,= | “2.81) 
从 而 ,合并 式 (11.777 和 (11. 81), 即 得 到 所 要 推导 的 关系 式 ， 


—Vuts)y Ulsy 0 rr, 8 0 
区 部 1 0) | 一 A | 


| 为 tm x Cnt m) 单 模 阵 11.80) 


一 Rs)》 XO) Llo ce Ec) 
了 0 0 — Uts) ga 一 和) Ut(s) 
一 | Pt 人 05) 1, 所， —¥es) 《11. 82) 
0 — Rs) Ws) 0 0 下 


be - 一 rm 
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其 中 ,由 式 411. 80) 知 位 于 上 式 最 左边 的 矩阵 为 单 模 阵 ,而 由 


一 Et | Us oUt, 
1 C。 | 二 C。 
I —U(s} 0 了 
-| " | |- 单 模 阵 (11.83) 
Lo 了 I, CC, 


知 位 于 上 式 最 右边 的 矩阵 也 为 单 模 阵 ， 
(ii) 推 避 基 本 甘 系 式 ， 对 此 .由 Pt) 一 币 (syP(y) 利 人 (二 0 ,Mis) 为 单 模 
阵 ,构造 一 个 单 模 阵 : 


i 0 0 
lo M's) 0 C11. 84) 
0 0 I 
进而 ,将 其 左 乘 式 (11. 82) ,就 可 得 到 为 证 明 结论 所 需要 的 基本 关系 式 ， 
— H(t) Us (sy) 01 r1, 0 1 
| Pis) M's Lts) :| E 订 一 4 了 加 
— Rts) — Xts) I 一 人 Eds)}j 
本 0 0 一 La TI 一生》 Us) 
一 |0 Pls) Qts) | 了 C, ee | ‘11.85) 
0 —R(s) Wis) 0 0 I, 
其 中 ,位 于 最 左边 角 最 右边 的 矩阵 均 为 单 模 阵 ， 
(7 证 明 结 论 。 对 此 ,从 式 (11, 85) 中 取出 等 式 关系 : 
— UCs) Dts I 0 0 
| Pts) mc yc) 下 -一 点 s| 
— Uts) Uto)tsT— A UCs) 
I 省 0 
-| ]| 工 C, -| (11. 86) 
0 Pls) Qts) 
0 0 1, 
基 此 ,并 考虑 到 上 式 最 左边 和 最 右边 的 矩阵 为 单 横 隆 ,可 知 
I 0 0 
rank| 1 了 = YsE 
名 rank| ™ 9 9 上 = + YsE (11. 87) 
0 Pfrs}y Q(t) 
等 价 地 ,这 又 音 味 着 
rank[sI—A B=n, Ys 
rank[P(s) 0Q()] = im, 名 《11.88) 


基 此 ,并 据 能 控 性 的 PBH 秩 判 据 和 左 互 质 性 的 秩 判 据 ,就 即 证 得 
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(和 丰 ,B) 完全 能 控 这 (PC ) 在 互 质 (11.89) 


右 互 质 性 与 能 观测 性 


本 部 分 讨论 PMD 的 右 瑟 质 性 与 其 状态 空间 实现 的 能 观测 性 问 的 关系 。 对 此 ,由 * 左 
互 质 性 和 能 控 性 的 等 价 人 性", 并 基于 对 偶 床 理 , 可 以 直接 给 出 右 丘 质 性 和 能 观测 性 的 等 价 
性 结论 。 
结论 11. 17 [ 右 互 质 性 和 能 观测 性 ] 对 线性 时 不 变 系统 的 PMD(C11.65) 及 其 状 杰 守 
间 实 现 (11. 66) ,有 
Ps) ,中 (3)) 石 互 质 己 (4C) 完全 能 项 测 (11. 90) 


儿 点 推论 


下 面 ,对 多 项 式 矩 阵 描述 的 左右 互 质 性 与 其 状态 空间 实现 的 能 控 性 能 观测 性 间 的 等 
价 关系 ,并 就 一 些 特殊 情况 下 的 系统 PMD, 进 一 步 给 出 相应 的 几 点 推论 ，。 

(DD) 不 可 简约 PMD 的 最 小 描述 属性 

结论 11. 18 [不 可 简约 PMD 的 最 小 措 述 性 7 对 线性 时 不 变 系 统 ,如 同 称 (A4,B) 完 全 
能 控 和 (4, 避 完全 能 现 测 的 状态 空间 描述 (4,B,C,ECp)) 为 蝴 小 描述 一 样 ,也 称 (Ps)， 
愉 (5)) 左 互 质 和 (PC ,Ris)) 右 互 质 的 不 可 简约 PMDCPCOD .O00 ,RG ,WCr)) 为 最 小 
描述 ， 

《2) MFD 互 质 性 与 其 状态 空间 实现 能 控 性 能 观测 性 

结论 11. 19 LMFD 右 互 质 性 和 能 观测 性 ] 考虑 线性 时 不 变 系 统 的 右 MFP 
NisyD-'C3) .并 表 革 为 


用 (5 有) = NI) + EGCs) (11.91) 
其 中 ,NGs}D 1'(5) 为 严 真 。 再 表 严 真 Nts)D (4s) 的 能 控 类 实现 为 
x = A Fu 
= Cr+ Ep)u, p= dd 0 92) 


其 中 ,dim{A&) 二 deg detDts)。 则 有 
{Dts),N(s)) 右 互 质 号 《49Ce) 完全 能 观测 (11. 93) 
结论 11.20 [ MFD 左 互 质 性 和 能 控 性 ] 考虑 线性 时 淋 变 系统 的 左 MFD 
Di! (syNi ts) ,并 表 其 为 


DL CD = D's NC) + FE, (Cs) (11. 94) 

其 中 ,Di'(s)NL(s) 为 严 真 。 再 表 严 真 De CDN Co 的 能 观测 类 实现 为 
才 一 A'r Bu _ 
人 声 一 村 /dd 9 


5 
11.4 传输 替 点 和 解 炮 办 点 加 


其 中 ,dimt4) 一 deg detDts)。 则 有 
DatoON CD 在 互 质 全 (4 于) 完全 能 控 {11.96) 
3) 状态 空间 描述 的 互 质 性 | 
结论 11. 21 [状态 空间 描述 的 正 质 性 ] 尘 开 线性 时 不 空 系统 ,其 状态 空间 描述 为 


G3) = COT — AB + ECG) = ROOP (Qf) + Ws) (11.97) 

则 由 PMD 去 右 互 质 性 和 状态 空间 描述 能 控 性 能 规 测 性 的 等 价 关 系 ,可知 
{ 林 一 入,B} 左 末 质 过 (和 ,下 ) 完全 能 控 (11.98) 
(7 一生 CC 右 互 质 司 (4,C) 完全 能 观测 {11.99) 


而 这 正 是 PBH 秩 判 据 所 给 出 的 结论 。 

(47 SISO 系统 的 互 质 性 

结论 11. 22 [SISO 系统 互 质 性 ] 考虑 单 输入 单 和 输出 即 SISO 线 件 时 不 亦 系 统 ， 表 其 
传道 郴 数 g(3) 为 


gs = FOP (009(5) 4 wls) 二 ES 二 ut (11. 100) 


其 中 ,P(sj) 为 mm 铸 项 式 窍 阵 ,r(s) 和 g(t5) 为 lxm 和 m1 多 项 式 项 量 ,wu(s) 为 多 项 
式 ,$s) 为 PCs) 的 最 小 多 项 式 。 则 有 
tiPts) ,rls)} 右 瑟 质 全 $es) 和 rcsyHis) 不 含 相 消 因子 (11. 101) 
{P(s),g(3)) 左 互 质 后 由;) 和 再 (5)g(5) 不 含 相 消 因子 《11，102) 
{Pls rts)} 和 {PCs) ,gls)) 均 瑟 质 “全 8(5) 严 直 部 分 不 含 零点 - 极点 对 消 
(11. 103) 


11.4 传输 零点 和 解 耦 零点 


本 节 讨 论 线性 时 不 变 系统 的 基于 多 项 式 失 阵 描述 的 极点 零点 问题 ， 随后 的 讨论 中 将 
可 看 到 ,基于 PMD 的 极点 零点 分 析 , 将 会 有 助 于 更 深刻 地 揭示 系统 极点 零点 各 系统 结构 
特性 之 加 的 关系 。 本 节 的 主要 内 容 包 括 PMD 的 极点 .PMD 的 传输 零点 和 PMD 的 解 艳 
零点 。 


PMD 的 极点 


考虑 线性 时 不 变 系 统 的 PMD (PCs) ,O05) ,R(s) ,Ws)) ,其 传递 师 数 矩阵 为 
G5) = ROYP TG)OQ() + Ws) (011, 104) 
下 面 , 基 此 给 出 PMD 的 极点 的 定义 。 


i Tr ee eH 一 AP 刘 ，-， 
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定义 11.3 [PMD 的 极点 ] 对 PMP (PG),00) RG) ,WCG)) ,定义 ， 
PMD 的 极点 = 二“RCOP 15)Q06) 十 本 05” 的 概 点 (C11, 105) 
注 尽管 PMD 属于 系统 内 部 描述 范 团 ,但 因 复 频率 域 中 对 系统 的 分 析 和 综合 几乎 
都 是 针对 输入 输出 描述 进行 的 ,因此 PMD 的 极点 零点 基于 传递 函数 矩阵 定义 是 合理 的 。 
基于 上 述 定义 ,进而 就 确定 PMD 的 极点 问 顾 给 出 下 述 两 个 结论 ， 
结论 11.23 [PMD 的 极点 ] 表 (4,B8,C,ECp)) 为 PMD (CPG ,O06) ,RG ,Wty)) 的 
一 个 最 小 实现 , 则 有 
PMD 的 极点 二 “det(sf 一 入) 一 站 的 根 ” C11. 106) 
证 由 定义 知 ,PMD 的 极点 为 其 G(s) 的 极点 。 再 据 GG) 的 极点 的 推广 性 定义 知 ， 
G45) 的 极点 就 为 dettsI 一 息 ) 二 0 的 根 。 从 而 ,由 此 即 可 导出 式 (11. 106)。 证 明 完 成 ， 
结论 11. 24 LPMD 的 极点 ] 车 PMD(CPC3) ,0(5) ,Rts) ,WCs)) 为 不 可 简约 ; 则 有 
PMD 的 和 极点 二 “detP(s) 一 总 的 根 ” (C11. 107) 
证 在 PMD 实现 问题 的 讨论 中 已 经 证 明 , 若 PMDCPCS) ,OQ(5) ,RG Wis)) 为 不 可 
简约 , 则 其 维 数 为 一 deg detP(s) 的 任 一 实现 (起,8,C,E(p)) 均 为 最 小 实现 。 基 此 ,不 失 
一 般 性 , 设 ( 和 ,8,C,ECp)) 为 以 观测 器 形 为 内 核 的 一 个 实现 ， 进而 , 表 产 10568097 的 严 真 
部 分 为 PO (4 BC) 为 严 真 已 《5 的 观测 器 形 实现 , 则 有 


Co( 这 一 4) B= P(N)O) (11. 108) 
再 据 MET 的 观测 器 形 实现 的 性 质 , 可 知 ( 洒 一 4 和 PC5 具 有 相同 不 变 才 项 式 , 即 成 立 ， 
det(sl — A) = 二 detP(s) (11. 109) 


其 中 ,& 为 使 等 式 右边 多 项 式 首 1 化 的 常数 ， 从 而 , 基 此 并 利用 式 (11. 106) ,就 即 证 得 
PMD 的 极点 二 “dettsi 一 4) = 0 的 根 ” 二 “detP(s) = 0 的 根 ” 11, 110) 
注 由 上 述 结论 还 可 等 价 导 出 , 若 (P(s) ,2(5 ,RG) ,Ws)) 为 不 可 简约 , 则 
PMD 的 极点 = 使 Pls) 降 秩 的 : 值 《11. 111) 


PMD 的 传输 零点 


PMD 的 传输 零点 即 为 PMD 的 零点 ， 这 里 所 以 称 零 点 为 传输 零点 ,一 是 强调 其 区 别 
于 下 面 将 要 引入 的 解 耦 零点 ,二 是 突出 其 有 具有 的 内 在 含 六 下 面 , 给 出 PMD 的 传输 零点 
的 定 交 。 

定义 11.4 [PMD 的 传输 零点 ] 对 PMD (ps) 人) ,WCs)) ,其 传递 函数 箔 阵 
为 GO) 二 RODPT 人 CQ 十 Ws) , 则 定义 ， 

PMD 的 传输 零点 二 “RED)P- 1 COQ(C) -Wesy” 的 零点 《11. 112) 
直面 ,基于 上 述 定义 ,就 确定 PMD 的 传输 零点 问题 ,进一步 给 出 如 下 两 个 结论 。 
结论 11.25 [PMD 的 传输 零点 ] 表 ( 和 ,B,C,E(p)) 为 PMD (P(s), O05), Rs), 
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Wis)) 的 尾 一 最 小 实 瑰 , 则 有 


于 一 生 B 
慌 占 一 5 “11.113) 
PMD 的 传输 零点 = 使 | 8) ] 障 秩 的 * 介 
证 “由 定义 知 PMD 的 传输 极点 为 其 G(s) 的 零点 ,再 据 G(s) 的 零点 的 推广 性 定义 知 
一 站 县 
8 学- 局 一 5 11.114) 
GCC 的 零点 一 使 | ”Cp | 隘 秩 的 ， 什 


从 而 ,由 此 部 可 导出 式 t11. 113)。 证 明 完 成 。 
结论 11. 26 [PMD 的 传输 极点 ] 车 PMD (PCs) ,QCs) ,RG) ,Wis)) 为 不 可 简约 , 则 有 
PMD 的 传输 极点 = 使 | | 降 科 的 s 值 (11. 115) 
证 在 对 PMD 的 实现 的 讨论 中 已 经 证 明 , 若 PMD (PC ,O05) ,RG ,Wts)) 为 不 9 
简约 , 则 其 维 数 a 一 deg detP(s) 的 任 一 实现 (4 和 .B,C 有 Cp)) 均 为 最 小 实现 。 基 此 ,不 妨 设 
(入 ,了 是 ,C,ELp)) 为 以 观测 器 形 实现 为 内 核 的 一 个 实现 ,进而 ,由 结论 11. 16 证 明 中 所 导 
出 的 关系 式 (11.85), 可 以 进一步 得 到 


1l, 0 0 I 0 0 
eol 本 一 和 BB jyfs) 一 10 Pirs) eo 《11. 1163 
0 Cc EC 0 一 Rs Ws) 
其 中 ,DG 和 Yf(s) 为 单 模 阵 。 基 此 ,又 可 导出 
Hd_A 8 Ps) Ors) 
| = 11. 117 
使 | _c Bp) | 降 兢 信 使 | wi | 降 科 s 信 ‘ ) 
从 面 , 由 上 式 并 利用 式 511. 113} ,就 即 证 得 
了 一 4 BB 
PMD 的 传输 零点 一 使 | ” EC) ] 降 牙 : 伸 
Pis) Qts) | 
本 村 5C | 降 秩 * 什 ‘11. 118) 


PMD 的 解 确 零点 


PMD 的 解 三 零 点 出 现 于 系统 PMD (Pes) :总 (5) ,RCs),W(s)) 为 可 简约 的 情形 。 事 实 
上 ,随后 的 分 析 表 明 , 对 可 简约 {PCs) ,O05) ,RG) ,Ws)) ;在 


使 detP(s}=0 的 ; 什 11.119) 
和 和 
Prs) | 
[pe Wts) j 降 秩 * 值 “1 120) 


中 ,通常 还 包含 有 PMD 的 解 焕 零点 ， 进而 ,可 把 解 确 零点 区 分 为 “输入 解 焙 零 点" 和"“ 输 


mT Er -Fw rm- = -war 
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出 解 耦 零点 " .分 别 表征 其 对 输 人 和 输出 的 解 耘 属性 .下面 .就 可 简 药 PMD 的 三 类 典型 
情形 ,讨论 和解 而 零点 的 基本 属性 和 直观 含 尽 。 
(1) 情形 了 ;CPCs) ,RCs 站 有 特质 , (Pts) ,Qs)) 非 左 互 质 
考虑 PMD (PC ,QU RGD ,W000), 设 CPts) Rs ) 为 右 互 质 ,但 (PC ,Q05)) 为 非 
左 互 质 。 其 中 ,Ps 和 归 () 为 闫 X 关 和 入 和 声 密 项 式 算 阵 。 
定义 11.5 [输入 解 粳 零 点 ] 对 "CPCs) 82C) 非 左 互 质 " 型 可 简 药 PMPD ,起 由 xm 多 
项 式 矩 阵 HC3) 为 《Pls) 8C5 的 任 一 最 大 左 公 因 子 , 且 HG) 为 非 单 模 但 非 奇 异 , 则 有 
PMD 的 输 人 和 解 而 零点 一 “detH‘s) = 0 的 根 ” (11. 121) 
基于 上 述 定 义 , 可 以 进而 给 出 两 点 推论 性 结论 。 
结论 11.27 [输入 解 而 零点 ] 对 “CP(5) .CQ(9) 非 左下 质 "型 可 简约 PMD, 则 有 
PMD 的 输 人 解 矶 零点 = 使 [LP(s) Qs)] 降 秩 ; 值 (1]. 122) 
证 表 mXm 争 项 式 容 阵 晶 (3) 为 (PCs) ,Qs)) 的 任 一 最 大 左 公 因子 ,由 多 项 式 矩 阵 
互 质 性 属性 知 ,通过 表 Pts) 和 Qt) 为 


Pls} 一 HOYP(), Q() = HOYIOG) (11. 123) 
可 以 导出 (Pts) ,QCs)) 为 左 互 质 。 基 此 ,进而 得 到 
rank[P{sy 可 (5] =m YsEeE 《11. 124) 
[Pls)y GD] = HCYLPC(sY O04)] (C11. 125) 
这 就 表明 : 
使 LP(s) Q(ts)] 降 秩 ; 值 一 “detH(5) 一 0 的 根 ” (11. 126) 


从而 ,由 式 (11. 126) 并 利用 定义 式 (11.121), 即 可 导出 式 C11. 122)， 证 明 完 成 。 
纺 论 11.28 [输入 解 罚 零点] 对 “(PCs) ,O05)) 非 左 互 质 "者 可 简约 PMD, 表 维 数 为 
?一 deg detP(s) 的 (4,B,C,E(p)) 是 CP(5) ,O09) ,RG WG)) 的 任 一 实现 , 则 有 
PMD 的 输 人 解 耦 零点 二 A 的 不 能 控 模 
一 各 的 不 能 控 分 块 阵 生 . 的 特征 值 (11. 127) 
证 根据 上 一 节 中 互 质 人 性 和 能 榨 杜 能 观测 竹 的 关系 可 人 《PCs) ,RC(s)) 右 互 质 意味 着 
(4:C) 充 全 能 观测 , (PCs) ,Qs)) 非 左 互 质 意 味 着 (A,B) 不 完全 能 控 ， 进而 ,将 (4, 呈 ) 按 能 


控 性 作 结 构 分 解 ,得 到 
x] A A ri rE 
2 Eh to 
基 此 ,并 利用 左 互 质 性 与 能 控 性 间 关 系 ,有 
4 的 不 能 之 模 = 未 的 特征 值 -使 [到 卫 ] 降 秩 。 利 


二 使 [一 和 A B] 降 秩 s 值 = [Pts) 如 (5 ] 噬 秩 * 值 (11, 129) 
从 而 ,由 式 (11,129) 和 和 结论 11. 27 的 关系 式 (11. 122), 即 可 导出 结论 (11. 127)。 证 明 完 成 ， 
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11.4 传输 零点 和 解 确 零点 


注 1 正 是 由 于 结论 关系 式 (11.127), 并 考虑 到 4. 的 特征 值 不 受 输 人 = 影响 ( 即 和 输 
人 解 舟 1 .所 以 称 这 类 解 布 零 点 为 输入 解 稳 零点 。 

注 3 由 于 传递 函数 短 阵 Gts) 只 能 表征 系统 中 能 控 能 观测 部 分 ,因此 结论 (11. 127) 
意味 着 ,在 PMD 导出 的 GC) 的 极点 中 太 的 不 能 控 模 即 四 .的 特征 值 已 与 PMD 的 输 人 解 
耦 零点 构成 对 消 。 

(2) 情形 卫 :CP(s)y ,RCI 目 右 互 质 ,(Psy ,QCs)) 左 互 质 

考虑 PMDCPC5D) BC ,RGD WOD)》, 设 (P0n,QCs7) 为 左 互 质 ,但 C(P(s) ,RG)) 为 非 
右 互 质 。 其 中 ,PC 和 RG8) 为 mm 和 gX※m 雪 项 式 矩阵 。 

定义 11.6 [输出 解 看 零点 ] 对 “(PCs) ,Rts)) 非 右 互 质 "型 可 简约 PMID, 表 mxXm 多 
项 式 短 阵 FCs) 为 CPCs) ,RCs)) 的 任 一 晤 大 右 公 因子 , 且 Fs) 为 非 单 模 但 非 奇 异 ， 则 有 

PMD 的 输出 解 耦 零 点 =“detF(s) 一 0 的 根 *” (11. 130) 
基于 上 述 定 义 , 可 以 进而 给 出 两 点 推论 性 结论 。 考虑 到 结论 证 明 过 程 类 同 干 情形 [ 
中 对 应 结论 ,下 面 直 接 给 出 结论 而 略 去 扒 让 过 程 。 

结论 11. 29 [输出 解 而 零点] 对 "(Ps) ;其 (4)) 非 右 互 质 " 型 可 简约 PMD. 则 有 
PMD 的 输出 解 袜 罕 点 ~ 使 | "| 降 科 : 值 1.131) 

$7 

结论 11. 30 [输出 解 砚 零 点 ] 对 "(PGs) .RG)) 非 右 互 质 " 再 可 简约 PMD， 表 维 数 为 
n 一 deg detPts) 的 (4,B ,CECp)} 是 CP(3) : 避 (3 RCS) ,Wis)) 的 任 一 实现 . 则 有 

PMD 的 输出 解 看 零点 =4 的 不 能 观测 模 
二 在 的 不 能 观测 分 块 阵 访 ,的 特征 值 (11. 132) 

注 1 间 样 ,由 于 结论 关系 式 (11.132) ,并 考虑 到 4, 的 特征 值 不 影响 输出 y 即 和 输出 
解 看, 所 以 称 这 类 解 三 零点 为 输 岂 解 砚 替 点 ， 

注 2 由 于 传递 画 数 矩阵 G03) 只 能 表征 系统 中 能 控 能 观测 部 分 ， 因此 结论 (11. 132) 
意味 着 ,在 PMD 导出 的 GG3) 的 极点 中 为 的 不 能 观测 模 即 ,的 特征 信 已 与 PMD 的 输出 
解 耦 替 点 构成 对 消 。 

(3) 情形 区 :1{P(s) ,Rs)} 非 右 互 质 ,{P(s) ,Qs)} 非 左 耳 质 

考虑 PMDCP(5) ,O69 ,RG WC) , 设 (PCs) QCs) ) 为 非 左 互 质 ,CPUs) ,RR(s)) 为 非 
右 孔 质 。 其 中 ,PCs) .QCs) 和 中 (5) 为 mxXm.mxp 和 9X 丈 的 多 项 式 矩 阵 。 显 然 , 这 类 情 
形 即 为 情形 工 和 下 的 组 合 ,因此 由 情形 工 和 了 对 应 的 定义 和 结论 , 即 可 直接 导出 如 下 的 定 
义 各 结论。 

定义 11.7 工 输 人 /输出 解 碍 零点 ] 对 “CP(s) ,Rs)) 非 右 互 质 ,(P(s).O(CD} 非 左 吾 
质 " 型 可 简约 PMD, 表 mxm 多 项 式 算 阵 了 5) 为 4 是 (9(*》 的 任 一 最 大 左 公 因 子 , 沁 
Pls) = HC)P(s) ,mY im 多项式 抢 阵 下 (s) 为 ! 五 (s) , 玉 (s)} 的 任 一 最 大 右 公 因子 , 刚 有 

PMD 的 输 和 人 解 确 替 点 一 “detH(s) 二 0 的 根 ” (11. 133? 
PMD 的 输出 解 耦 零点 = “detF(s) 一 0 的 根 ” 《11. 134) 


re ee 
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结论 11. 31 [输入 /输出 解 柄 零点 ， 对 "CP ,Ris)) 非 右 于 质 , {Pls) ,O05)}) 非 左 互 

质 ” 型 可 简约 PMD, 表 Xm 党项 本 短 阵 提 (0) 为 {Pts} ,Qty) 的 任 一 最 大 左 公 因子 , 记 
Ps) 二 BC5)PC) ,mxXm 多 项 式 知 阵 F() 为 {PCs) ,RCGs)} 的 任 一 最 大 右 公 因子 , 则 有 

PMD 的 输入 解 抹 零点 = 使 LP(s} Qts)] 降 秩 : 值 (11. 135) 

PMD 的 输出 解 风 零点 一 使 | ”| 降 秩 ， 代 (11. 136) 

结论 11.32 [ 答 入 /输出 解 看 零点 ] 对 “(Pts) ,RG)) 韭 右 正 质 , {PC，) ,Qs) 1} 非 左 互 

质 " 型 可 简约 PMD, 表 (和 ,B,C,E(p)) 为 (POs),QG) ,RG) ,Ws)) 的 任 一 实现 , 且 维 数 为 

天 一 deg detPts), 则 有 
PMD 的 输入 解 矶 零点 = 4 的 不 能 控 模 《11, 137) 
PMD 的 输出 解 焰 零点 = 4 的 不 能 观测 模 《11. 138) 


两 点 注 记 


下 面 ,还 要 就 PMD 的 极点 和 传输 零点 问题 ,进一步 引入 两 点 注 记 性 结论 。 
结论 11. 33 [PMD 的 极点 集 和 零点 集 ] 由 于 引 人 PMD 的 解 硬 零点 , 鸽 PMD 的 极 
点 集 和 零点 集 得 到 扩展 ,有 
{1PMD 的 极点 ; = { 传 递 本 数 矩阵 G(s) 的 极点 } U {PMD 的 解 类 零点 } 
(11. 139) 
1PMD 的 零点 } 二 i 传递 函数 矩阵 G6) 的 零点 ; UU {PMD 的 解码 零点 ) 
(11. 140) 
结论 11. 34 [PMD 零点 集 属性 ] 对 PMD (CP(8) ,On ,Rs) .Ws)) , 若 其 导出 的 传 
媳 函 数 短 阵 GC3) 为 非 奇 异 , 则 必 成 立 ， 
Ps QC) 
[ Rs) py | 降 秩 ， 值 的 集合 
二 {PMD 的 传输 零点 } U {PMD 的 解 看 竺 点 } C11.141) 
着 导出 的 传递 沙 数 矩阵 G(s) 为 奇异 , 则 式 (11. 141}) 不 一 定 成 立 , 即 可 能 出 现 “ 解 看 零点 不 
是 使 等 式 (11. 141) 中 左边 包 项 式 分 块 答 阵 降 秩 s 值 ” 的 情形 ， 
全 11.1 给 定 PMD CPG) ,0(3) ,Rs) :Wis)) ,其 中 


sl1 0 0 01 
ro | 0 YY+2 0 如 (5) = | 


0 0 十 3 lJ 


1 一 4 0 0 
Rt(s) =| | Wis) 一 | | 
0 3 1 0 


容易 判断 ,由 给 定 PMD 导出 的 2x1 传递 函数 箱 阵 G(s) 为 奇异 。 进 而 , 定 出 畏 人 人 解 看 零 
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点 .即使 


[LPs)y Qs)] 一 0 5 十 2 0 1 
| 总 0 s 十 3 1 


降 惟 ; 值 为 := 二 一 1。 但 是 ,对 一 1. 显然 


十 1 0 0 | 


0 0 0 0] 

0 1 0 1 

[ ec ] | 0 2 
一 县 (5 Wly)J,_ | |] 4 0 0 
0 一 3 一 1 0 


并 不 降 秩 ， 从 而 ,验证 了 上 述 结论 中 给 出 的 论断 , 即 对 G(s) 为 奇异 情形 解 砚 零点 不 是 使 
等 式 (11.141) 中 右边 志 项 式 分 块 矩阵 降 秩 * 值 。 


11.S 系统 和 矩阵 


本 季 对 线性 时 不 变 系 统 的 多 项 式 短 阵 描述 引 人 系 统 矩 阵 表 示 。 系 统 矩 阵 的 基本 特点 
是 以 集中 和 简洁 的 形式 表征 系统 的 所 有 结构 性 质 。 基 于 系统 矩阵 串 以 进一步 引 人 线 件 时 
不 变 系 统 的 等 价 变换 。 本 节 的 内 容 包 括 系 统 和 矩阵 和 增 广 系统 矩阵 的 概念 和 属性 ,有 关 等 
价 变换 的 概念 和 属性 则 在 下 一 节 中 讨论 。 


系统 算 阵 的 概念 


考虑 线性 时 不 变 系统 ,其 多 项 式 矩阵 描述 为 
| PC EC) = Q(t(s) 


Js) = RC) EC) + WNRGs) 
其 中 ,Pt3) 为 mxsm 非 奇 异 多 项 式 算 阵 ;O(s) ,RC5) 和 Wi5) 为 mx pigXm 和 gq Xp 凶 项 式 
矩阵 。 进 而 , 表 上 式 为 增 广 变 量 方程 形式 ,有 


| Plsy Qs)} Es) 0 
| 一 | . | 《11. 143} 
— Rs) We)d|- ges) — Pts) 


在 此 基础 上 ,下面 引入 PMD 的 系统 矩阵 的 定义 。 


定义 11.8 [PMD 系统 矩阵 ] 线性 时 不 变 系统 PMD 的 系统 矩阵 定 尽 为 其 增 广 变量 
方程 (11.143)? 的 系数 拭 阵 , 即 


《11. 142) 


HE ET rE rp 
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Ges) ~ Pis) G3 | 11. 144) 
Wi |_ ges) Wesyjrg 
mh Pp 


进一步 ,就 线性 时 不 变 系 统 的 系统 矩阵 给 出 如 下 一 些 推 论 性 结论 。 
(1) 其 他 描述 的 系统 宇 阵 
结论 11. 35 [状态 空间 描述 系统 矩阵】 厂 性 时 不 变 系 统 状态 空间 描述 的 系统 短 阵 为 
Sty 「 太 可 一 盘 B | 
[ —C Ers) 
结论 11. 36 [MFD 系统 矩阵 ] 对 4X 户 线性 时 不 变 系 统 的 MFD, 右 NGOD CS) 的 


‘11, 145) 


系统 矩阵 为 
Ds J . 
S(s) 一 | | (11 145) 
— Nes) 0 
左 Do (NL(s) 的 系统 矩阵 为 
DD. is) NI ts) 
Ss) 一 | 0 | (11. 147) 


(2) 判断 PMD 即 Sts) 的 不 可 简约 性 
结论 11. 37 [判断 不 可 简约 性 ] 对 式 (11. 144) 给 出 的 线性 时 不 变 系 统 PMD 的 系统 
矩阵 S$S(s) ,有 
PMP 不 可 简约 全 8 的 前 品行 和 前 区 到 分 别 满 秩 ，Y¥Ys EE x (11. 148) 
(3) 确定 PMD 即 So 的 极点 和 零点 
结论 11. 38 [PMD 的 极点 零点 ] 对 式 (11. 144) 给 出 的 线性 时 不 变 系统 PMD 的 系 
统 甜 阵 S03) ,车 PMD 为 不 可 简约 , 则 有 
PMD 的 极点 二 合 Ss) 左上 方 mm 瑞 短 阵 降 秩 ; 值 11. 149} 
PMID 的 传输 零点 = 使 SC;) 降 秩 * 值 (11. 150) 
(4) 确定 PMD 即 SC 的 输 人 解 耦 零点 和 输出 解 莉 零点 
结论 11. 39 [PMD 的 解 不 零点 ] 对 式 (11， 144) 给 出 的 线性 时 不 变 系统 PMD 的 系 
统 和 矩阵 5(3) , 若 PMD 为 可 简约 , 则 有 
PMD 的 输入 解 者 零点 = 使 5cs) 的 前 mx 行 降 秩 ， 值 《11. 151) 
PMD 的 输出 解 而 零点 = 鸽 Sts) 的 前 mx 列 隆 秩 s 值 (11. 152) 
(5) 系统 矩阵 的 属性 
结论 11. 40 [系统 矩阵 属性 ] 式 (11,144) 给 出 的 线性 时 不 变 系 统 PMD 的 系统 矩阵 
SCs) 以 集中 和 简洁 的 形式 表征 了 系统 的 所 有 结构 性 质 。 
(6) 系统 算 降 的 意义 
结论 11. 41 系统 矩 阵 意义 ] 对 线性 时 不 变 系 统 ,系统 年 阵 ss 的 引信, 既 为 讨论 
同一 类 型 不 同 描 述 间 的 关系 提供 了 方便 ,也 为 讨论 不 同类 卉 描述 间 的 关系 提供 了 方便 


11.5 系统 和 矩阵 593 


增 广 系统 短 阵 


通常 -个 线性 时 不 蛮 系 统 的 不 同类 型 描述 的 系统 算 阵 在 维 数 上 为 不 同 。 进 而 ,同一 
类 型 不 同 描述 的 系统 矩阵 在 维 数 上 也 常 为 不 同 。 增 广 系统 矩阵 正 是 为 克服 由 此 而 引起 的 
不 便 而 在 系统 矩阵 基础 上 导出 的 一 类 广义 系统 矩阵 。 

下 面 , 先 给 出 增 广 系统 矩阵 的 定义 。 

定义 11.9 [PMD 增 广 系统 矩阵 ] 线性 时 不 变 系统 PMD 的 增 广 系 统 和 矩阵 定义 为 


I 0  : 
gs) Ee 0] :9 
至 一 Pp : . 2 。 
s RRO) Wl .PO 1Q0 (1. 153) 
0 —Rey) Woes) 


其 中 ,8 为 正 整 数 昌 可 按 需 要 尾 取 。 
注 在 系统 分 析 中 ,通过 对 增 广 系统 矩阵 适当 选取 8 数值 ,可 使 一 个 描述 的 增 广 系统 
征 阵 维 数 相等 于 另 一 个 描述 的 系统 算 阵 ,从 看 为 讨论 两 者 间 关 系 提 供 了 简便 性 ， 
进而 ,给 出 系统 和 矩阵 SC*) 及 其 增 广 系统 矩阵 $.(3) 之 闻 的 如 下 一 些 等 价 关 系 ， 
{1) 等 同 的 不 可 简 药 性 
结论 11.42 .不 可 简约 性 相同 ] 对 线性 时 不 变 系 统 的 系统 矩阵 S(s) 及 其 增 广 系 统 
息 阵 号 (5 ,有 
Ss.(s) 不 可 简约 人 5(5) 不 可 简约 (11. 154) 
(2) 等 同 的 互 质 性 
结论 11,.43 [ 互 质 性 相同 ] 对 线性 时 不 变 系统 的 系统 矩阵 5(s) 及 其 增 广 系统 和 矩 阵 
全.(5} ,有 
Pet (5 左 互 质 后 1Pts) .Qts)} 左 互 质 (C11.155) 
{P.(s) Rs) 右 互 质 全 {Ps) ,Rs)} 右 于 质 (11, 156) 
(3) 等 同 的 极点 和 传输 零点 
结论 11. 44 [极点 和 传输 零点 相同 ] 对 线性 时 不 变 系统 的 不 可 简约 系统 秽 阵 $0s) 
受 其 不 可 简约 增 广 系统 矩阵 S.Cs) ,有 
3. 05) 的 极点 一 Scs) 的 极点 《11.157) 
S.(s) 的 传输 零点 = 5(Cs) 的 传输 零点 (11. 158) 
(4) 等 同 的 输 人 解 三 零 点 和 输出 解 而 零点 
结论 11. 45 [ 解 克 零 点 相同 】 对 线性 时 不 变 系统 的 可 简约 系统 矩阵 Sts) 及 其 可 简 
约 谱 广 系统 矩阵 5.Cs) ,有 
S.(s) 的 输 人 解 确 零点 = SGCs) 的 输入 解 奈 堆 点 (11. 159) 
ss) 的 输出 解 看 零点 = Sts) 的 输出 解 看 零点 《11. 160) 


S94 第 1 章 ”线性 时 不 变 系 统 的 多 项 式 和 矩阵 描述 


《5) 等 同 的 传递 蝎 数 宇 阵 
结论 11. 46 [传递 函数 年 阵 相 同 j】 线性 时 不 变 系 统 的 系统 知 阵 SL(s) 及 其 增 广 系统 
矩阵 二 .(s} 具 有 相同 的 传递 孙 数 短 阵 . 凤 有 
RiP OQ) + WO) ~ RDP TOYOQCG) + Ws) 《11. 161) 
(6) 等 同 的 分 母 夭 阵 行列 式 
结论 I1, 47 [分 母 算 阵 行 列 式 相册 ] 线性 时 不 变 系 统 的 系统 和 矩阵 SCs) 及 其 增 广 系 
统 矩 阵 $. 习 共有 相同 的 分 母 矩 阵 行列 式 , 即 有 
detpP.(ry 一 detp(s) {11. 162) 
《7) 等 回 的 特性 关系 属性 
结论 11. 48 [特性 关系 属性 相同 ] 对 线性 时 不 变 系 统 ,引信 增 广 系 统 征 阵 8. (5 代替 
系统 矩阵 5C3) 以 讨论 不 同 描 述 间 关系 ,不 会 损失 不 辣 描 述 在 特性 二 的 关系 属性 ,如 素质 
性 ,能 控 性 能 观测 性 ,稳定 性 等 。 


11.6 严格 系统 等 价 


本 节 针 对 线性 时 不 变 系统 讨论 系统 年 阵 间 的 严格 系统 等 价 问题 。 不 管 是 不 同 系统 的 
系统 矩阵 之 间 , 还 是 同一 系统 的 不 同系 统 和 矩阵 之 间 ,都 可 基于 严格 系统 等 价 变换 建立 其 在 
特性 上 的 对 应 关系 。 这 些 关 系 对 于 线性 时 不 变 系 统 的 复 频 率 域 分 析 和 综合 有 着 重要 
应 用 ， 


严格 系统 等 价 的 定义 


对 线性 时 不 变 系统 ,考虑 相同 输入 和 想 司 输出 的 两 个 PMD 的 系统 矩阵 S$,(s) 和 
人 (5) ,它们 上 朗 可 局 于 同一 系统 也 可 属于 不 同系 统 , 并 境 Sits) 和 号 (1) 分 别 为 
Pi(s) hts) Pats) W(ts) 7 
— Rs) wc S205) = [it Wt) 
其 中 ,P(t3) 为 m, XX， 非 奇 蜡 多 项 式 和 矩阵 ,RCG) .QC3) 和 WW (5) 为 mxXp.gXm, 和 gxXp 
多项式 矩阵 ,一 1,2。 进 而 ,不 妨 设 m. 王 ?ma 一 mt, 如 车 不 然 可 对 维 数 较 小 的 系统 矩阵 通过 
增 广 途径 做 到 这 一 点 。 考虑 一 般 性 ,在 此 考虑 下 , 必 有 
mm 2 C11.164) 
在 此 基础 上 ,给 出 两 个 PMD 的 系统 矩阵 S105 和 5S; (5 为 严格 系统 等 价 的 定 文 。 
定义 11.10 [严格 系统 等 价 ] 称 两 不 PMD 型 系统 答 阵 SC 和 S$;(5) 为 严格 系统 等 
价 , 当 且 仅 当 存 在 mx 单 模 阵 U(C 和 T(s) ,以 及 xz 和 二 尖 疡 多 项 式 算 阵 直 (5) 和 
Y(t) , 柄 成 立 ， . 


$2 一 | C11, 163) 
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TUCGs) 031T pi 名)1TYC) a 2 11 168) 
|x) i) ne we 0 I LRC Ws) 

并 且 , 记 为 SCs) 一 9 (5)。 

注 上 述 相 对 于 PMD 型 系统 矩阵 而 定 交 的 严格 系统 等 价 , 同 样 通用 于 相对 于 其 他 
描述 的 系统 和 矩阵 ,如 状态 宣 间 描述 和 和 矩阵 分 式 描述 的 系统 矩阵 。 

进而 ,对 上 述 给 出 的 严格 系统 等 价 定 羡 ,需要 作 如 下 的 三 点 说 明 ， 

(1) 严格 系统 等 价 是 一 种 变换 关系 

由 严格 系统 等 价 的 定义 关系 式 (11. 165) 可 以 看 出 ,两 个 严格 系统 等 价 系 统 和 矩阵 
$ (5) 和 5$:(5 之 间 ,属性 上 是 一 种 变换 的 关系 。 基 此 ,习惯 地 称 5.(s) 为 SC) 的 一 个 严格 
系统 等 价 变 换 。 

(2) 严格 系统 等 价 变 铬 是 一 类 特定 的 左右 单 模 变 换 

由 产 格 系统 等 价 的 定义 关系 式 (11.165) 还 可 看 出 ,等 式 左 过 的 第 一 个 托 阵 利 第 三 个 
矩阵 是 形式 对 偶 的 两 个 单 模 阵 , 且 它们 具有 特定 的 形式 。 因此 ,严格 系统 等 价 变 搞 实 际 上 
属于 特 萄 形式 单 模 阵 下 的 一 种 同时 左右 单 模 变 挤 。 

(3) 严格 系统 等 价 变换 满足 对 称 性 、 自 反 性 和 传递 性 

由 定义 关系 式 (1i. 165) 不 难 导 出 , 产 格 系统 等 价 变换 满足 如 下 的 三 个 基本 属性 。 

对 称 性 , 若 SC) 一 Si C5), 凤 5S, C5) ~S51 (5)， 

自 反 性 :Si 一 8 (5)。 

传递 性 : 若 S (5)~S, C5) ,Ss 05 一 Si C5) , 则 SS 0y) 
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进 市 ,就 线性 时 不 变 系统 的 各 类 描述 ,讨论 它们 的 系统 矩阵 在 严格 系统 等 价 变换 下 的 
重要 性 质 。 这 些 性 质 对 线性 时 不 变 系 统 的 复 频率 域 分 析 和 综合 有 着 重要 意义 ， 

(1) 严格 系统 等 价 变换 下 分 母 矩 阵 具 有 等 同 的 不 变 多 项 式 

结论 11.49 [分 母 矩 阵 不 变 多 项 式 相同 ] 对 式 (11. 163) 给 出 的 线性 时 不 变 系 统 的 两 
个 PMD 型 系统 算 阵 $S (和 8 (5), 若 S (5) 一 人 (59 即 严格 系统 等 价 , 则 两 者 分 母 扯 阵 
Pz(s) 和 Pi(s) 具 有 等 同 的 不 变 多 项 式 , 即 有 

detP, (ts) — A detP) (5) (11. 166) 

其 中 ,局 为 非 零 常数 。 

证 由 SCs)~5Ss(s) 知 ,51《s) 和 Sst(s) 满 足 式 (11. 165)。 将 式 (11. 165) 左 边 莱 出 ， 
得 到 

| UC(yP es)Vs) UCP CYOYFCS) + UC OCs) ] 
— Rit — EOYIP CIIVEG)Y (CPU — ROY CS) + CREDOO (C0) + Ws) 
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_ | Bes) | (11. 167) 
-Rts) WCs) 
再 由 等 式 两 边 左 上 方 卖 阵 相 等 ,可 以 导出 
Pts) — UNIP, (eyVes) (11. 168) 
考虑 到 Uts) 和 和 VW(s) 为 单 模 阵 ,并 表 B 一 det Uts)det Y(ts), 则 对 上 式 取 行列 式 就 即 证 得 
det Pet 一 det UC det Vs)det POs) = Bdet Pi fs) 11.169) 


(2) 严格 系统 等 价 变 换 下 传递 耳 数 矩阵 保持 不 变 
结论 11. 50 [传递 西数 矩阵 相同 ]】 对 式 (11. 163) 给 出 的 线性 时 不 变 系 统 的 两 个 
PMD 型 系统 矩阵 8S (和 8 人 5), 若 SC 一 S:0s) 即 严格 系统 等 价 , 则 两 者 传递 函数 矩阵 
相同 , 即 有 
RCOIPT CIO Cs 4 Ws) 一 R, (sy Pa {sO (ts) 4 Wts) 《il 170) 
证 利用 与 63) ~S2《s) 所 导出 的 关系 式 (11. 167), 即 可 证 得 
Ra (sy Ps COO (C3) + Wats) 
= (RC) — Kt)P, Cs) VCs) » LUC)P, CIV + UC LP, (CY s) 十 此 55)] 十 
[XCIOP (Cs) — RCs) Ys) 十 [XGO + Wi Cy)) 
=R (Cs)Pi CO C5) + Ry CNY CS) OP {Ys) — KisyOh Cs) 十 
革 CS) POS}YTCS) — Ri CO)YC) 十 CO Cs) + Wes) 
~Ri(tsPi (OO (Cs) + Wts) C11. 171) 
(3) 严格 系统 等 价 变 换 下 两 个 广义 状态 间 的 关系 
结论 11. 51 [广义 状态 间 关 系 ] 对 线性 时 不 变 系 统 , 表 两 个 多 项 式 甜 阵 描述 为 


Pits) (sy Fr 由 
| - | 9 =| . | (11. 172) 
— Rts) Wrsy — at{s) — y(ts) 


Ps) 人 5 FCs) 0 
| se] es |- [_ ;0 C11. 173) 
其 系统 矩阵 为 5,(s) 和 Ss(s) ,车 与 (5) 一 5S:(3) 即 严格 系统 等 价 , 则 两 者 广 文 状态 # ,(s) 和 


$5 105) 之 间 成 立 关系 式 ， 
| GD =¥ C5) PCD FY IYCOR) 


_ ~ ， (11. 174) 
(Cs) 一 VC 二 5) — YON) 
证 由 SC 一 So(5) 知 ,3 0) 和 S (0s) 满 足 关 系 式 (11.165》， 理由 
Ves) (59 CS 一 YE 
| 0 L, | -| 0 二 | (11.175) 


可 将 式 (11. 165) 改 写 为 
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UCs) "1 P,(s) 2 [9 Qe 
xc 于 一 RD Wls)d LR{s)y Ws) 0 


基 此 ,可 以 导出 


[ee 1 2 ] E10) | 
KX) TRG) Ws)d| .icy 


— Rtsy WCs) 0 I, 
于 是 , 基 此 并 利用 式 (11,172)} 和 (11.173), 可 以 得 到 


[ | F ,08) -| 0 j= "| 0 | 
一 各 (5 Wel) 和 | 一 天 有 LNXG JL yes) 


9 


— Rts}y Wl)j|_ 


S97 


— VCs)Y(s) ] 


FE 


[ Ce | 


一 村 (5 


-ee "| PCs) | 
如 (3》 


有 《5 I 


Rts) W,(s) 


《11. 176) 


C1, 177》 


~ P:(s) ool | 


上 式 中 Ss) 为 任意 ,从 而 证 得 


E05) = YE 二 VIDEO 
将 上 式 左 乘 Yfs) ,并 加 粮 理 ,又 可 证 得 


上 GD) = VO Ets) — YORs) 


(4) 严格 系统 等 价 变换 下 系统 同类 实现 在 维 数 和 特征 多 项 式 上 的 等 同性 


— us) 


《11. 178) 


11.179) 


‘(11.180) 


结论 11. 52 [实现 维 数 和 特征 多 项 式 相 同 ]】 对 线性 时 不 变 系 统 , 表 两 个 多 项 式 和 矩阵 


描述 : 


pMp1[ ™® 5] Ees) -| 0 
Riis) Wl gcs) 一 


PMD 2 [ ™ 09] € .0s) -| 0 
— R,ls} W's) — u(ts) 


其 系统 矩阵 为 S15) 和 和 So 3) ,再 令 


p(s) 


(A1B sO ,ECp)) = PMD I 的 任 一 能 控 类 或 能 观测 类 实现 
tA ,BB, ,C, ,五 > (p)) = PMD 2 的 任 一 能 控 类 或 能 观测 类 实现 


(11,.181) 


《11. 182) 


(11.183) 
‘11,184) 
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车 Sits) 一 $4s) 即 严格 系统 等 价 , 则 两 个 同类 实现 具有 相隔 维 数 和 相同 特征 多 项 式 , 即 有 


dim(tA) 一 day》 
qdett sl 一 点) = dettsT — A,) 


《11. 185) 
(11. 186) 


证 由 St) 一 S 05) 并 利用 结论 11. 49 知 ,detPs;(s) 二 BdetPi(s) ,8 为 非 零 常数 。 基 


此 ,并 利用 实现 的 属性 , 即 可 证 得 
dimtA:) 一 deg detPs (3s) = deg detP (3) = dim(A,) 
dettst — 42) 一 房 detPo fs = BRdet P,(s) 


-ta 4) = det(sl A) 
1 


其 中 ,考虑 到 特征 多 项 式 det( 红 一 4 ) ,i 一 1,2 为 首 1 多 项 式 , 必 有 民有 /有 一 1 


(52 左 互 质 性 和 右 互 质 性 在 严格 系统 等 价 变换 下 的 不 变性 


11. 187) 


(‘11.188) 


结论 11.53 [ 互 质 人 性 的 不 变性 ] 对 线性 时 不 变 系统 ,PMD 的 互 质 性 在 严格 等 价 变 控 
下 保持 不 变 。 即 对 由 式 (11. 163) 给 出 的 基于 PMD 的 两 个 系统 怎 阵 8 (5 和 cs}, 若 


S(t5) ~ 一 5S,(5) 即 严格 系统 等 价 , 则 有 
{Pz(s) ,Qe《s)} 在 互 质 名 {Pi(s),0,(s5)} 左 互 质 
{Po{s) ,Rots)) 右 互 质 后 {P,(5) ,R, (5)) 右 互 质 
证 按 S(0 一 9 的 定 愉 ,有 
[人 | Pi(sy 0, je |- | Pls) | 


苦 (s) I — Rits) Wi Cs) 0 I, — Rs) Wt(s) 
基 此 ,可 以 导出 
Pitsy TO) YS) 
P(ts) {s) | 一 [Cs 0 | | 
LPs) Qs ~[UGs ps, WO LO LL 
Vies) Yis) 
=UCs)[P, C3) oo]| 


产 
[ P; (Cs) -| "| PCs) we | 
一 RD Lx) LRG) Wo 
DCs) 031F Pts) 
-| Ti vos 


X(ts) I R's) 
上 述 两 个 关系 式 中 ,矩阵 
res) | [人 | 


UCs), VCs), xe ) 下 了 
4 F 
均 为 单 模 阵 。 由 此 ,进而 得 到 
rank[ Psts) Qi:(s)] =rank[P, Cs) 2] Ys 


| P,{s) | | Pts) | 
ran 一 ， 
一 下 2 (5) i- Ri(s) YsEE 


C11. 1897) 
(11. 190) 


{11.191) 


《11. 192》 


《11. 193) 


《11. 194) 


《11. 195》 


(11. 196) 
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从 而 , 基 些 就 即 证 得 式 (11. 189) 和 (11. 190)。 证 明 完 成 。 
(6) 能 控 性 和 能 观测 性 在 严 懂 系统 等 价 变换 下 的 不 变性 
结论 11.54 [能 控 性 能 观测 性 的 不 变性 ] 表 (4 ,B,CG ,El(p))y 和 (A,, 8B,,C;， 
FE,tp)) 为 线性 时 不 变 系 统 PMD 8S,ts) 和 5-5) 的 任 一 能 控 类 或 能 观测 类 实现 , 若 5S.(5) ~ 
S45) 即 产 格 系统 等 价 , 则 有 
{站 ,8B;】 完全 能 控 司 {和 4 ,Bi} 完全 能 控 《11. 197) 
(站; ,Cai 完全 能 观测 后 14 Ci 完全 能 观测 C11. 198) 
证 已 知 S 5 一 9 05, 则 利用 式 (11. 1897 和 (11. 190) ,以 及 立 质 性 与 能 控 性 能 观测 
性 间 的 关系 , 即 可 证 得 
td ,8,1 完全 能 控 全 {Pts) ,全 (5)} 左 互 质 
后 (Css 左 王 质 洁 {1&1,B1} 完全 能 控 (C11. 159) 
1 ,G3} 完 全 能 观测 守 {P,(s),R,(s)! 右 互 质 
车 {Pts ,Ri(s)) 右 互 质 过 14C 完全 能 观测 (11. 200) 
47) “状态 空间 撒 述 代数 等 价 " 和 “系统 矩阵 严格 系统 等 价 "的 等 价 性 
结论 11. 55 [代数 等 价 和 严格 系统 等 价 的 等 价 性 ] 对 线性 时 不 变 系 统 , 表 两 个 状态 


空间 描述 为 
CA BisCiE CP) 和 As, B,C,,E,(p)) (11. 201) 
其 系统 矩阵 为 
SG 和 5 一生 (11. 202) 
CC kc) [| Ce E(w) 
则 有 


(4as ,BC ,Es(p)) 代数 等 价 (4 ,及 ,GEN(p)) 6 SC ~ Sts) (011.203) 
证 先 证 必要 性 。 已 知 代 数 等 价 , 欲 证 严格 系统 等 价 。 对 此 ,由 Cha,Bs ,CE (Cp)} 
代数 等 价 (4&, ,B,C ,El(p)) 知 ,存在 非 奇 异常 阵 T, 使 成 立 ， 
4z = TAT, B=Th, C—OT!, E(p)=E(p) (11.204) 
基 此 ,进而 导出 
站 B, = | 
—C  E,(s) CT Eds) 
T OTsT—A RB 1rT- 0 
-lo 中 -局 slo | 208 ) 
上 趟 最 后 一 个 等 式 右边 的 各 矩阵 中 ,最 左 和 最 右 和 矩阵 为 单 模 阵 且 符合 严格 系统 等 价 变换 
阵 的 形式 。 从 而 ,由 定义 知 ,5.03) 和 (5) 为 严格 系统 等 价 。 必要 性 得 证 。 
再 证 充分 性 。 已 知 严 格 系统 等 价 , 欲 证 代数 等 价 。 为 清晰 起 见 , 分 为 四 步 进行 证 明 ， 
(0 证 明 Ep) 二 E(p)。 对 此 ,由 5S1(3) ~S$s(s) 并 利用 结论 11. 50 知 , 两 者 具有 等 同 


OA me per ee 下- 
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传递 函数 和 矩阵。 基 此 ,就 可 证 得 
FE(p) 一 五,( 户 ) (il, 206) 
(ii 证 明 存 在 可 道 阵 了 ,使 4 一 T4T '!。 对 此 ,由 严格 系统 等 价 的 定义 美 系 式 
C11.185), 可 以 导出 


[2 [人 Bb ]- Wi B, J "1 11. 207) 
XC) 械 | E(ts) —C Et{s) 四 了 
其 中 ,有 (站 一 1 ,PC 一 一 VCs)Y(s), 由 式 (11.207), 叉 可 得 到 
BC — A = Cl — A I Vs) (C11. 208) 
并 且 ,《 开 一 和) :55 一 般 为 非 严 真 。 为 此 , 将 UCs) 左 除 (sT 4,), 有 
Uts) = Ca CA Ds 人 T (11. 209) 


其 中 ,了 为 常 阵 。 将 式 (11.209) 代 人 式 (11. 208) ,并 加 整理 ,可 以 得 到 


fn = Cs — AVLYCG) — Dy (CT — A)) = CT — A VTEs) C11 210) 
FT) A VO) — UY COT A) . 
或 

Cs — A T= Toys — AY! C11. 211) 


且 由 (如一) TT 为 严 真知 ,T(sY(si 一 41)-' 必 须 为 严 直 。 基 此 ,并 考虑 到 ( 开 一 41) 的 列 
次 数 为 1 ,表明 TCs) 只 可 能 为 常 阵 。 于 是 , 表 TT(s} 一 同时 ,可 将 式 (11. 210) 的 第 一 个 方 
程 改写 为 


TO 一 4) 一 (可 一 4 下 《11. 212) 
基 此 ,可 以 得 到 
(T 一 7 十 (4 下 一 了 92 二 由 (11. 213) 
由 此 ,就 可 导出 
| T= 了 
(11. 214) 
双开 一 TA, 


进一步 ,只 需 证 明了 可 遂 。 对 此 ;由 DCs) 为 单 模 阵 可 知 末 - 《5s} 也 为 单 模 阵 , 再 注意 到 
VC 一 YI ,所 以 可 由 式 (11. 208) 得 到 


《可 一 下) = CT — ANYW(S) 一 Cs — AWSs) (11. 215) 
同样 , (一 4 人) 一 了 -65 一般 也 为 非 严 真 . 为 此 , 引 人 和 矩阵 左 除 法 ,相应 地 有 
Us) = (dT — A TDs) oF 《11.216) 
其 中 , 子 为 常 阵 ， 再 将 式 (11. 209) 右 急 式 (11.216) ,有 
fT =UC)U (Cs) 
一 (可 AYU CT ADU) + Cl — A GCT 
TO — ANG) -+ TF (11. 217) 


而 由 式 (]11. 214) 和 式 (11.212), 义 有 
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Te A} (CT— AJIT C11. 218) 
于 是 ,将 式 C11.218) 代 大 式 (11,217) 并 如 整理 ,可 以 导出 
(I TH) = CT ADTUCGOGE ANDOY FUNTH TD (11.219) 
或 ~ 一 
(一 由) OT TID 一 LE 一直 Js 十 下 (了 十 TD (1,220) 
上 式 中 ,等 式 左边 为 有 理 分 成 凑 阵 ,等 忒 石 边 为 儿 项 式 算 阵 。 从 而 ,和 欲 使 等 式 成 立 , 当 朋 仅 
当 两 者 均 为 零 阵 ; 即 有 


1 TT-0 或 了 =1 | (11. 221) 
基 此 ,证 得 工 为 可 逆 , 青 由 式 (11.214) 证 得 
二 一 TA.T! 《11. 222) 
(i 证 明 B; 一 了 TB, 。 对 上 比 , 由 严格 系统 等 价 关系 式 (11. 207) ,可 以 导出 
UB, =— Cs — A YE) 十 县- (11. 223) 
进而 ,将 Ut;) 的 左 除 表达 式 (11, 209) 代 入 上 式 , 可 以 得 到 
(Gs — AVUB + TH, = (Gl — A FC) 十 再 ， 【11. 224) 
或 
UB — Ys = (sf — A) (了 了 用) (C11. 225) 


上 式 中 ,等 式 右边 为 有 理 分 式 算 阵 ,等 式 左 边 为 洛 项 式 和 矩阵 。 艇 使 等 式 成 立 , 当 旦 仅 当 两 
者 均 为 霍 阵 . 即 有 BB, 一 了 了 =—0), 从 而 ,证 得 五: 一 了 五, 。 

4iv 证 明 C 一 CT 。 对 此 ,由 SS 人 一 SC) 知 ,5 和 8 只 有 等 同 传递 晒 数 扼 
阵 , 即 有 


CsT — As) B+ Es) =C (sd — AA.)1B, + EE.(,) 
一 CC — TAT) 1 下 -下 4 Els) 
=CT Cs — A}!B. + Ets) C11. 226) 
比较 上 式 中 最 左 关系 式 和 最 右 关系 式 的 对 应 项 , 即 可 导出 二 CGT!。 证 明 完 成 . 
(8) 传递 卫 数 矩阵 的 所 有 不 可 简约 MFD 的 严格 系统 等 价 
结论 11.56 [不 可 简约 MFD 的 严格 系统 等 价 ] 对 线性 时 不 变 系 统 的 gx p 传递 活 
数 知 隆 G(s), 且 不 要 求 为 严 真 , 则 G(s5) 的 所 有 不 可 简约 MFD 必 都 为 严格 系统 等 价 。 
证 分 为 三 种 情形 进行 证 明 。 
(1) 对 严 真 Gs 证 明 所 有 不 可 简约 MFD 为 严格 系统 等 价 。 对 此 ,限于 对 吉 MED 情 
形 进行 注 明 , 左 MFD 情形 证 明 过 程 类 间 。 设 Ni CD 0 和 NG)Ds IC) 为 G(9 的 任意 
两 个 不 可 简约 右 MFD, 则 由 (DC) ,NC 和 {D3) ,Ni(s)} 均 为 石 互 质 知 , 必 存 在 单 模 
阵 TCs) 使 成 立 : 
Dts} = DdTEe), CT (11,227) 
由 此 ,并 利用 右 MFD 的 系统 矩阵 表 达 式 , 可 以 导出 


ee Ep 
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王 一 王 -DD. 二 i 
I, 和” DCs) ] Ts) "=| 2 (5 "| (11 228) 


0 Li NG) 0 0 LL Lae) 0 
基 此 并 由 定义 知 , 基 于 不 可 简约 的 WPDiIts 和 NGCsyDi 的 系统 矩阵 5S,.4s) 和 
人 $45) 为 严格 系统 等 价 , 即 不 可 简约 Ns iD ' (0) 和 不 可 简约 AD 为 严格 系统 等 价 。 
(i) 对 非 严 真 G(s) 证 明 所 有 不 可 篇 约 MFDP 为 严格 系统 等 价 。 同样 ,只 证 明 右 MFD 
情形 , 左 MFD 情形 证 明 过 程 类 同 ， 设 太 (Cs)D IC 和 页 ;05)D. 9) 为 非 严 真 G(s) 的 任意 
两 个 不 可 简约 右 MFD, 不 先 一 般 性 将 其 直 为 
NOYD CS) = NAOD, (G+ Es), 7- 1.2 (1]. 229) 
其 中 ,CD (0) 和 Net5)D, (6) 为 严 真 不 可 简约 右 MFD,E(Cs) 为 多 项 式 害 阵 。 进 而 、 
考虑 到 由 式 411. 229) 可 以 导出 
N (CS) = NC) ECOD(s), i 1,2 《11. 230) 
就 可 禁 此 进一步 得 到 


[ D9 "| | Dr) 了 
[INes) 有 — [N.C 十 下 (5 Dr) 0 


rr 0- Dl) Ta 0 
| 上 | | 《11. 231) 
EC) LiL-NG) ECYJo 1 


br] 


这 就 表明 
| D.C) | 加 f DL) I, | 
—N(s) 0 — Nts)y ECs) 
基 此 ,并 利用 严 真情 形 严 格 系统 等 价 性 结 ; :以 及 严格 系统 等 价 的 传递 性 , 即 可 证 得 
[ Ds) | | DD. cs) I, | 
一 5) 自 一 人 05) FE(;) 
加 | Ds) I ]- Dts} | 
— Nts) Els) -— Nitsy 0 
妈 非 严 真 G(5) 的 不 可 简约 NiGy)D,!4s) 和 不 可 简 的 NG Di CS) 为 严格 系统 等 价 。 
《23) 证 明 不 可 简约 右 MFD 和 不 可 简约 左 MFD 间 为 严格 系统 等 价 。 设 N(syD- 07) 


和 Di 《5 和 Ni.(s) 为 G(s) 的 不 可 简约 的 任意 右 MFD 和 和 左 MFD, 则 据 最 大 会 因子 的 构造 定 
理 知 :上 必 存 在 单 模 阵 Uts}) 柄 成 立 ， 


一 Nisy Utsy Utsy 一 NO) 了 
oo| |= | I ]- | 
Dis) Us Cs) Vs Cs) je Des) | 《11. 234) 


一 1:2 (ll, 252) 


£11. 233) 


再 注意 到 


NCID (Cs) 一 Drics}N, (Cs) 或 DsYNGy) -- Ni (CsID(s) {11. 233) 
则 可 通过 适当 选取 《sy 和 bit 使 有 


Treo 
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Js Et) 
[ee NG | 为 单 楼 了 
(11. 236) 
[Un ts = 网 
LDO NG) DG L0 
在 此 基础 上 ， | 
ru pay O11L: 0 0 
D (sy Ns) Io DO | 
-0 0 NG 0 
I,: 0 0 [ 
= | I, Ns) 0 [11. 237) 
oi olLo oo 工 


其 中 , 左 起 第 二 和 第 三 个 矩阵 分 别 为 NCODD- C5) 和 De! G5) NC3) 的 增 广 系统 矩阵 54) 和 
Si(s) , 左 起 第 一 个 算 阵 为 单 模 阵 。 再 由 式 (11. 236) ,可 以 导出 


- UING) 二 DaoDD0) 一 工 (11. 238) 
基 此 ,又 可 得 到 关系 式 ， 
We 009] Wn 1, + Un (NG) 
1 NG J Lr Ns) J 
TO, Cs) fs TE NCs)] 
=| 1 站 1 (11. 239) 
上 式 中 ,最 右边 挎 阵 显然 为 单 模 阵 ,其 左 邻 矩阵 由 于 其 道 
和 | = 上 = 多 项 式 征 阵 (11. 240) 
I 0 I, -Uts) 


可 知 也 为 单 模 阵 。 这 就 表明 , 式 (11. 239) 中 的 最 左 矩 阵 为 单 模 阵 ， 于 是 ,进而 可 知 , 式 
(11.237) 中 最 右 矩 阵 为 单 模 阵 。 从 而 ,就 即 证 得 
S(5) ~ SL(s) C11. 241) 
即 不 可 简约 的 任意 石 MFD 和 任意 左 MFD 之 间 为 严格 系统 等 价 ， 归纳 上 述 结果 ,就 即 证 
得 结论 。 证 明 完 成 ， 
(9) 传递 函数 矩阵 的 所 有 不 可 简约 PMD 的 严格 系统 等 价 
结论 11. 57 | 不 可 简约 PMD 的 严格 系统 等 价 ] 对 线性 时 不 变 系统 的 gqX 思 传递 函 
数 和 矩阵 Gs},G(s) 的 所 有 不 可 简约 PMD 为 严格 系统 等 价 。 
证 设 1P CD) CD ,RC ,WG0) ,i 二 1,2 为 G(s) 的 任意 两 个 不 可 简约 PMD, 再 表 
(4 ,B,C ,FE,(p)) :i=1,2 为 它们 的 最 小 实现 即 不 可 简约 实现 ,日 有 
(六, ,BB ,Cs ,Es(p)) 代数 等 价 (A ,如 .Ci ,FE,(p)) 《11. 242) 
基 此 并 由 结论 11.55, 可 以 导出 


mr be rr 
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和 A BB ” A 下 | 11 213) 
_C FE. -GC Et) 
进而 .重新 引入 在 讨论 右 革 质 性 和 能 控 性 关系 中 导出 的 关系 忒 (11.82) 
[一 Etsy TD 四 1 FT 从 0 
POG) Pi) ol A 再 
RS x Llo Le pe 
0 i UY Dots AY UB- 
一 10 Pts)y 人 0 二 C, 一 下 人 | 
Lo 一 RGy Wo). 0 0 I。 J 
其 中 ,位 于 最 左 和 最 右 的 矩阵 为 单 杰 有 阵 . 据 此 ,并 结合 这 里 过 论 的 问题 , 闵 可 得 到 
二 0 0 - 1 0 0 | 
0 PP,(;) Qs) | 一 |0 可 -入 召 ， | 《11. 241) 
0 AR) Wtsy)] 0 Cc Ec 
和 
rT 0 0 1] 证 0 0 1 
可 一 和， 县 一 0 Ps) Qt | (C11, 245) 
小 一 五 )(s) [0 -- Rits) Wi) 
从 而 ,由 式 (11 243)、(11.244) 和 {11,245), 并 利用 严格 系统 等 价 变换 的 传递 性 ,就 可 证 得 
站 看 0 ”~ 生 ， 0 LH | 
0 PP,() ee 一 |0 PC 2 | (C11. 246) 
10 Rts) WO 0 —R(s) Wy) 


即 不 可 简约 PMD ‘和 为 严格 系 
统 等 价 。 证 明 完 成 。 

(10) 传递 孙 数 矩阵 的 所 有 类 型 不 可 简约 描述 约 等 价 关 系 

结论 11. 58 [所 有 类 型 不 可 简约 描述 等 价 关 系 ] 对 线性 时 不 变 系 统 的 gx 传递 也 
数 答 阵 G(s) ,由 G(s) 所 有 的 不 可 简约 状态 空间 描述 ,不 可 简约 WFD 以 及 不 可 简约 PMD 
间 为 严格 系统 等 价 所 决定 , 必 成 立 关 系 式 : 

GD ~ dettsT — A) ~ detD(sy ~ detDi (C3) ~— dertPts)} (C11. 247) 

其 中 ,符号 ~ 表示 以 模 为 非 零 常数 意义 下 的 相等 关系 ;A(GGs)) 为 Cts) 的 特征 少 项 式 ; 委 ， 
Dis) ,Di(s}y 和 Pls) 为 相应 描述 的 系数 第 阵 ， 

(11) 严格 系统 等 价 拱 述 在 结构 性 质 和 运动 行为 上 的 等 同性 

结论 11. 59 上 结构 性 质 和 运动 行为 等 同性 ] 由 严格 系统 等 价 性 保证 ,在 不 可 简约 的 
前 提 下 ,线性 时 不 变 系 统 的 三 类 描述 即 状态 空间 描述 , 右 或 左 MFD 以 及 PMD 在 用 于 系 
筑 的 分 析 和 综 会 时 的 结果 为 完全 等 价 ,不 会 出 现 丢 失 系 统 结构 信息 的 情况 
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(12) 严格 系统 等 价 变 杭 的 访 等 运算 属性 
结论 11. 60 -初等 运算 属 手 ]】 灶 线 性 时 不 空 系统 ,其 PMD 的 系统 扬 阵 $65) 为 
Prs) Q(ts) 1'™ 
一 中 人) WO- 
了 p 

则 严格 系统 等 价 于 55) 的 所 有 系统 后 阵 , 可 通过 灶 $St:) 作 一 系列 的 行 和 列 初等 运算 来 得 
到 ,其 中 初等 运算 的 三 种 类 型 为 

CD 将 $505) 的 前 行 (或 列 ) 中 的 任意 一 行 (或 询 } 冬 以 扩 堆 常数 :; 

tm) 将 S33 的 前 mm 行 (或 列 ) 中 的 任意 两 行 ( 戌 列 ) 交换 位 置 ; 

《ii 将 SC 的 前 详 行 (或 列 ) 中 的 任 一 行 (或 列 ) 用 一 个 多 项 式 相 乘 后 加 到 整个 六 一 
行 ( 或 六 十 声 列 ) 中 的 任意 --- 行 { 或 列 》 上 。 

注 ”这 一 结论 的 意义 在 于 , 既 从 运算 属性 角度 解释 了 严格 系统 等 价 变换 的 初等 运算 
属性 ,也 从 实用 计算 角度 指出 了 构造 严格 等 价 系 统 和 矩阵 的 简便 途径 。 


SLs) 一 | (11.2+48) 


~ 


11.7 小 结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 。 本 章 是 对 线性 时 不 变 系统 的 多 项 式 托 阵 描 述 即 PMD 的 一 个 专题 
性 讨论 。PMD 属于 表征 系统 广义 状态 .输入 和 输出 间 关 系 的 一 类 复 频率 域 模型 对 
PMD 的 讨论 , 既 有 助 于 揭示 系统 不 同 描述 结构 特性 间 的 关系 ,也 有 助 于 建立 系统 不 同 描 
述 的 严格 等 价 性 。 基 于 PMD 导出 的 结果 是 分 析 和 综合 线性 时 不 变 系统 的 复 频率 域 理 论 
的 基础 。 

(2) 多 项 式 和 矩阵 描述 的 属性 ， PMD 由 {P00.QC) ,RGD) ,Ws)} 表 示 , 必 于 系统 内 部 
描述 范畴 ,主要 用 于 系统 输 人 输出 特性 的 研究 。 对 线性 时 不 变 系统 .PMD 是 一 类 最 具 一 
般 性 的 拱 述 ,其 他 类 型 内 部 描述 和 外 部 描述 都 可 表 为 特殊 形式 的 一 类 PMD。 状态 空间 措 
述 的 PMD 为 { 可 一 4 县,C EC 右 MFD 的 PMD 为 {DCs) .IN 0) , 左 MFD 的 
PMD 为 {DiCs) ,NL(s) ,了 ,0) ,传递 画 数 第 阵 的 PMD 表示 为 RCP COC) + Ws), 

(3) 互 质 性 和 能 控 性 能 观测 性 ， 左右 互 质 性 和 能 控 性 能 观测 性 分 别 属于 系统 在 复 频 
率 域 措 述 和 状态 空间 描述 中 的 基本 结构 特性 ，PMD 的 引信 ,沟通 了 去 右 下 质 性 和 能 掉 性 
能 观测 性 问 的 对 应 关系, 为 线性 时 不 变 系统 的 复 频率 域 分 析 和 综合 方法 提供 了 理论 支持 ， 
对 PMD 1 P45 .QC ,RG) ,WCG 及 其 状态 空间 实现 {4 ,B.C,E(p)),{ Ps) ,OCS 大 百 
质 等 价 于 {4.58} 能 控 ,{P(s) ,RGs)} 右 互 质 等 价 于 {4,C} 能 观测 

(4) 解 帮 零点 。 对 解 耦 零点 的 揭示 是 引 人 PMD 导出 的 入 一 重要 结果 。 解 大 零点 实 
硕 上 是 系统 传递 函 数 答 阵 中 被 消去 的 极点 零点 ,可 分 类 为 输入 解 辜 零点 和 输出 解 相 零 点 
答 入 解 焰 零点 定义 为 非 左 互 质 {PCs) ,QCs)} 最 大 左 公 因 子 行列 式 方程 的 根 , 属 于 由 不 完 人 
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能 控 引 起 的 被 消去 的 那 部 分 极点 零点 ;输出 解 破 夫 点 定义 为 非 石 顾 质 1Pt4s) ,Rts)} 最 大 右 
公 因 于 行列 式 方程 的 根 , 属 于 由 不 完全 能 观测 引起 的 被 消去 的 那 部 分 极点 零点 。 

(5) 系统 扰 阵 。 系 统 姬 阵 是 对 系统 结构 特性 的 集中 和 简洁 表示 。 相 对 于 PMD 系统 
建 阵 具有 形式 ， 
Pt:) (Cs) 1] 

$69 = {Re we 

相对 于 状态 空间 描述 和 MFD 也 可 导出 对 庶 形 式 系统 趾 阵 ， 系 统 乍 阵 及 其 增 广 系统 上 第 阵 
的 引入 ,为 讨论 系统 的 不 同 描述 之 间 和 不 同 描述 的 系统 之 间 的 特性 和 属性 关系 ,提供 了 理 
论 上 的 可 行 性 和 分 析 上 的 简便 性 . 

(6) 严格 系统 等 价 变换 。 严 格 系 统 等 价 变 换 是 复 频 率 域 片 法 中 采用 最 广 的 基本 手 
段 。 严 格 系统 等 价 实质 上 是 对 相同 类 型 或 不 同类 型 的 系统 矩阵 引入 的 -- 类 特殊 单 模 变 
换 。 称 ( 闫 十 9) X (m 十 记 ) 的 两 个 系统 矩阵 $1 (5) 和 SiC;) 为 严格 系统 等 价 , 当 且 仅 当 满足 


关系 式 ， 
Ltsy 个 VY(ls)y Yes) 
a 3) 一 | | | 
sy 下 人 I, 


下 


其 中 以 (和 和 Y¥(5) 汶 Xm 单 模 阵 ,大 (3 和 Y(t) 为 qx mm 和 六 X 户 多 项 式 盾 阵 。 对 线性 时 
不 变 系统 ,不 可 简约 PMD. 不 可 简约 状态 空间 描述 .不 可 简约 在 和 左 MFD 的 内 部 之 间 和 
相互 之 间 都 为 严格 系统 等 价 。 系 统 的 互 质 性 .能 控 性 能 观测 性 .极点 等 对 严格 系统 等 价 得 
换 具 有 不 变性 。 由 严格 系统 等 价 性 所 保证 ,基于 不 可 简约 的 任何 类 型 描述 所 导出 的 分 析 
和 综合 结果 都 必 为 完全 等 价 。 


习 
lt.1 判断 下 列 各 线性 时 不 变 系统 的 PMD 是 否 为 不 可 简约 ， 
.Ts 1 0 se, [二 二- 
| 0 le =| ,hee 


. 5(s 二 1) 27. 十 1 
?| eof 全 Jac 
向 


., 一] 1 2 ] 2 的 
ii) 六 Rew=[ ae 
0 s+ 1 5 必 
yl)=[2 一 1 二 [1 4]hcs) 


11.2 对 上 题 中 给 出 的 线性 时 不 变 系 统 的 PMD, 若 为 可 简约 导出 一 个 不 可 简约 
上 了 MD, 若 为 不 可 简约 导出 另 一 个 不 可 简约 PMD， 


er 
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11.3 确定 下 列 各 线性 时 椒 变 系统 MFD 的 一 个 不 可 简约 PMD; 
-FT “十 ] | 
-st st2) so—1 


;y "#1 0 | ro 一 
， 
L $-—1 [> 


(Ci)y Ls 十 2 5 一 


总 53” 2 
11.4 确定 下 列 各 线性 时 不 变 系 统 传递 削 数 矩阵 上 G6 的 一 个 不 可 简约 PMD. 
2s 十 1 
二 十 5 二 1 
0) CS) | 
1 
s 二 3 | 
i 十 了 5 十 1 
十 二 
GD Gy=| 
0 (xs 十 2 十 1) 
5 十 25 十 2 
11.5 给 定 线性 时 不 变 系 统 的 状态 空间 描述 为 
站 一 Ax Bu 
y= Cx+Ed 


且 其 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 。 试 证 明 : 苦 取 
P( 一 (一 4)，Q0) = B, RO 一 C，W0) < 
虽 所 导出 的 PMD 为 不 可 往 奴 。 
11.6 给 定 线性 时 不 变 系统 的 PMD 为 
3 十 25 十 1 2 1>， fs 二 2- 
| 0 le -| ik 
ys) =[s+1 21EC) oats) 
试 : (i) 计算 系统 的 传递 函数 gCs) ;0ii) 定 出 系统 的 一 个 最 小 实现 ， 
11.7 给 定 线性 时 不 变 系 统 的 PMD 为 


二 25 十 1 3 了 > $s 十 也 5 71]. 
ecw =| ja 
0 ss 十] 0 5 十 1] 


~ $s 十 1 217]. 
ys) -| EE (Cs) 
0 5 


试 : (i) 计算 系统 的 传递 函数 矩阵 Gs);(ii) 定 出 PMD 的 一 个 最 小 实现 。 
11.8 给 定 线性 时 不 变 系统 的 不 可 简约 PMD 为 {P,@,R,W} , 试 证 明 ， 


Pi(;) Pls) OF:) ,i 0 
条 阵 | pe ey Qc | 的 中 密斯 形 为 | | 


Ht.9 给 定 基 于 PMD 的 传递 着 数 和 矩阵 G(s) 二 ROYP (sj) 十 WC5) , 设 其 为 qxq 


PO ph rE ee ep et Hp re be rm ro Pr 
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有 理 分 式 扎 阵 .是 det 同 (天 0。 试 证 明 :G4s) 为 可 道 , 当 月 促 当 
detL Pes OtoOW COIR | ED 
11.10 给 定 基 于 PMD 的 传递 蝗 数 矩阵 G0 一 RDP T0000Q(s) 十 W(ts), 设 其 为 
IX9 有理 分 式 短 阵 .其 中 detW《) 关 0。 现 知 Gtx) 为 可 道 ,用 素 
GICs) = RONP COQ) + WO) 
其 中 


W=W"', OO=0W!, R=—Wi'iR, PPiowWiR 
试 证 明 ;: PO) ,O45) ,RGs) , 镀 (s)} 为 不 可 简约 , 当 上 且 仅 当 {PE) .O09 ,Rs ,WU 为 不 可 
简约 。 

11.11 征 出 下 列 线性 时 不 变 系 统 的 PMD 的 极点 和 传输 零点 ， 


5 十 25 十 1 2 了 ~ < 十 2 5 了 了. 
| Re =[ as 


0 s—1 1 十 站 
。 [十 1 11- 
yi 一 | 《sy 


11. 12 定 出 下 列 线性 时 不 变 系 统 的 PMD 的 输入 解 艳 零 点 和 输出 解构 零点 ， 
| 十 25 十 1】 3 EE Gs) [二 a lcs 


0 十 ] L 1 sl] 
。 “3 十] 21. 
pis) =| 0 上 Cs) 
11.13 判断 下 列 两 个 系统 矩阵 S.C) 和 8s(，) 晨 否 为 严格 系统 等 价 : 
| 1 .0 + 1 -1 一 3 
Si | 0 5 十 1 | Ss)=!, 0 s 十 1 1 
Il 0 图 L-1 0 | 


(提示 :可 通过 行 和 列 的 初等 运算 判断 。) 
ll. 14 给 定 线 性 时 不 变 受 控 系 统 的 PMD 为 


Pl E85) 一 人 


JJ)》 =—=REs) E C3) + WNLs) 
且 取 Cs) 为 反馈 控制 律 4s) = 一 (5) 一 F(s)3(s) 组 成 闭环 控制 系统 己 《为 参考 输 和 人 。， 
试 证 明 .闭环 控制 系统 的 系统 矩阵 为 
Pits) Us) 0 -0 
— Rts) Weis) I 如 
0 0 0 
11. 15 试 对 上 题 中 导出 的 闭环 控制 系统 证 明 : 若 {PC5) ,QC5) ,RG) ,W(s); 为 不 可 简 
约 , 则 闭环 控制 系统 的 系统 矩阵 为 不 可 简约 。 


第 12 章 
线性 时 不 变 控制 系统 的 复 频率 域 分 析 


本 章 讨 论 线性 时 不 变 控 制 系统 的 复 频 率 域 分 析 问 题 ， 研究 对 象 包 岳 并 联系 统 , 种 联 
系统 ,状态 反馈 系统 ,以 及 输出 反馈 系统 ,系统 模型 取 为 传递 顺 数 年 阵 及 其 窍 阵 分 式 描述 
即 MFD 和 多 项 式 答 阵 描 述 即 PMD。 基 本 方法 采用 MFD 和 PMD 的 相关 理论 和 方法 ， 
分 析 层 面 限 于 对 统 的 能 控 性 能 观测 性 和 稳定 性 。 本 章 内 容 既 具有 理论 和 应 用 上 的 狐 羡 价 
值 和 意义 ,也 是 讨论 线性 时 不 变 捧 制 系统 复 频 府 域 综合 的 基础 


12.1 并 联系 统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


控制 系统 属于 由 两 个 或 多 个 子 系统 按 一 定 方式 联接 听 成 的 组 合 系统 。 尽 管 系 统 构成 
形式 各 异 ,但 从 分 解 观点 可 以 将 组 合 方式 归纳 为 一 些 典型 的 基本 腾 接 方式 。 并 联系 统 是 
其 中 最 为 简单 的 一 类 基本 联接 方式 。 本 节 针 对 线性 时 不 变 系 统 讨论 并 联系 统 保 持 能 控 性 
和 能 观测 性 应 满足 的 条 件 。 


并 联系 统 


并 联系 统 是 以 “输入 相同 ”和 “输出 相 加 ”为 特征 的 一 类 组 合 系统 。 图 12. 1 所 示 为 由 
两 个 线性 时 不 变 子 系统 S, 和 5S: 组 成 的 并 联系 统 S。 ,其 中 子 系统 的 输入 端 相 联接 并 加 以 
同一 输入 2, 子 系统 的 输出 加 到 求 和 器 而 形成 总 输出 y, 子 系统 的 内 部 为 相互 独立 ， 

首先 ,给 出 对 子 系统 的 两 个 基本 假定 . 一 是 ,5, 和 S; 可 由 其 传递 函数 窍 阵 C.(*) 和 
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让 :43 完全 表征 , 即 革 相应 的 状态 室 问 描述 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 。 二 是 , 子 系 统 传 递 
晴 数 给 阵 避 (5) .i 一 1,2 为 gx p, 有 埋 分 式 窍 阵 , 日 趴 


| 中 J 
为 不 可 向 约 右 和 左 MPFD:; 区 到 
人) = NOD) 一 下， 1,? ， 由 
(i2.1) 一 一 一 ， 
一 | 5 本 | 
进而 ,基于 子 系 统 的 并 联 特 征 , 可 以 纵 出 系统 组 成 上 的 = 
相应 约束 荣 件 为 图 12.1 并 联系 统 
= 7 二: (12,2) 
pli p=p, dg— qu—=y C12,3) 
并 联系 统 的 能 控 性 和 能 观测 性 判 据 


为 使 讨论 更 为 清晰 ,不 妨 将 线性 时 不 变 系统 的 并 联系 统 的 能 控 人 性 能 观测 性 问题 ,分 成 
为 如 下 几 点 进行 论述 ， 

(1) 子 系统 以 MFD 表征 的 能 控 性 保持 条 件 

结论 12. 1 [能 控 性 条 件 ] 对 图 12. 1 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 S 和 5。 组 成 的 并 联 


系统 S, , 若 取 
Ci 二 不 可 简约 右 MED NN (3) Drl(s) 
Gt5) 二 不 加 简约 右 MEDB N; (C0)D, 1ts) 
则 有 
Sb 完全 能 控 富 1D Cs) ,D;(s})} 左 王 质 (12.4) 
证 由 不 可 简约 右 MFD GD 一 N (CDD-， C31 二 1,2,0J 以 导出 子 系统 5S, 的 FMD 
为 
Dls) | Ei¢s) 0 | 
ne | {i 人 
其 中 ,6,063) ,i 二 1.2 为 子 系统 广义 状态 ， 进而 ,基于 并 联 特征 可 以 导出 关系 式 ， 
Cs) 一 如 (3) 一 有 和 (0 + yi) = ys) (12.8) 


于 是 ,由 式 512.5) 和 式 (12.6) ,得 到 并 联系 统 Sp 的 PMD 六 
D, ls) 0 LL]|écs) [9 
0 D, (3s) | 0 | 


as 


55) 本 _ 
as) -PLY 


C12,7 


一 . 
er 


对 上 式 中 系统 矩阵 引入 严格 系统 等 价 变换 ,有 


i te 
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[一 二 0 1 了 fy 0 i 0 0 
0 I, | 中 :0 D.(,) | I0 —L | 
0 0 NG -NO olo 0 L 


0 — Ds) 1,. (12.8) 


Dits) D.ts) | 


-NO N(s) 0) 
雁 而 ;由 式 (12.7) 和 (12. 8), 并 利用 状态 空间 描述 能 控 性 和 PMD 去 互 质 性 问 对 应 关系 ， 
FMDP 左 互 质 性 在 严格 系统 等 价 变换 下 的 不 变 属 性 ,以 及 左 扎 质 性 的 秩 判 据 , 即 可 证 得 


> 完全 给 局 [6 boc] [7 ]} 三 


1” (> ) 有 :15) | Mt 左 筷 质 
To pe | } 


六 (s) 是 5 0 
心 一 Dts» I 
[Dt Dts)] 行 满 秩 ,Ys Er 
{Dts),，D,(s)} 左 百 质 ‘12.9) 
注 上述 结论 中 把 G(s) 和 G(s) 同时 取 为 不 可 简约 右 MFD 并 不 具有 本 质 意 义 。 理 
论 上 ,不 管 把 (5 和 Geks) 取 为 什么 类 型 的 不 可 简约 MFD, 如 同时 为 左 MFD 或 分 别 为 
右 和 左 MFD, 都 不 对 推导 条 件 导致 实质 性 梁 难 。 但 只 是 对 上 述 取 法 情形 .才能 得 到 结 沦 
中 给 出 的 简单 形式 条 件 。 
(2) 子 系统 以 MFD 表征 的 能 观测 性 保持 条 件 
结论 12. 2 [能 观测 性 条 件 ] 对 图 12. 1 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 S 和 Sz 组 成 的 并 
联系 统 $,, 若 取 


上行 清 区 ,vsE 


Cits) 二 不 可 简约 左 MFD DisJN CS) 
Gly) 二 不 可 简约 左 MFD Di (5) Ns (5) 
则 有 
So 完全 能 观测 拓 {Du (5),， Dis(s)) 右 互 质 (12, 10) 
证 证 明 思路 类 同 于 结论 12. 1 证 明 过 程 。 具 体 扒 证 过 程 路 去 。 
注 上 述 结论 中 把 Gi(s) 和 G(s} 同时 取 为 不 可 简约 左 MFD 同样 不具 有 本 质 意义 。 
不 管 把 G(s} 和 Gi(s) 取 为 何 种 类 型 不 可 简约 MFD, 如 同时 为 右 MFD 或 分 别 为 右 和 友 
MED ,都 不 对 推导 条 件 导致 实质 性 困难 . 但 只 是 对 上 述 取 法 才能 导出 结论 中 的 简单 形式 
条 件 。 
(3) 子 系统 以 MFD 表征 的 不 可 简约 性 保持 条 件 
结论 12. 3 [不 可 简约 性 条 件 ] 对 图 12. 1 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 S 和 S, 组 成 的 


i TT Ep srr 


612 第 12 章 线性 时 不 变 控 制 系统 的 复 频 率 域 分 析 


并 联系 统 5,, 若 有 取 忆 和 G6) 为 "不 可 简约 厂 MFD NCO0D. 155) 与 N,(s)D,'(s)” 和 
“不 可 简约 在 MEFD DCN Di CON Cs)”, 则 有 
S56 不 可 简约 . 即 可 用 G(s) 十 G(x) 完全 表征 
Dr 在 于 质 ,1 有 0) 有 .05 右 互 质 (12.11) 

(4) 密 输 入 密 输 出 并 联系 统 基于 " 慨 点 对 消 ” 的 能 控 性 和 能 观测 忻 保持 条 件 

结论 12.4 [能 控 性 和 能 观测 性 条 伞 ] 对 图 12.1 所 拓 出 线性 时 不 变 子 系统 S， 和 5， 
组 成 的 多 输入 多 输出 并 联系 统 S$,, 则 S, 保持 完 爹 能 控 和 完全 能 观测 的 一 个 充分 条 件 是 ， 
dX 上 传递 函数 矩阵 G(s) 和 Gt:) 不 包含 公共 极点 。 

证 对 Gt 和 人 G03), 表 NCOD7 CG) 和 NCs3D. 0) 为 其 他. -不 可 简 的 右 MFD， 
Dr (oN (WU DEC Ns (Cs) 为 其 任 一 不 可 简约 左 MFD。 第 9 音 中 已 经 证 明 , 对 Tp 
传递 函数 逢 阵 的 不 可 简约 MFD， 


GO NIND OO) = Dill)N, CC.) {£12.12) 
Gts) 的 极点 一 “derDts)y = 一 0 根 "” = 二 “datD 06) 一 要” (12.13) 
将 此 结果 用 于 所 讨论 问题 ,可 以 导出 
rankDi(ts) 一 户 对 除 Gts) 极点 外 所 有 ， Er (12.11) 
rankDsts) 一 Pp， 对 除 G(s) 极点 外 所 有 8sE + {12,13) 
这 就 表明 ,着 GG (5) 和 Gsts) 不 包含 公 其 极点, 必 有 
rank[ Di is}, Dt =p, Et (12.167 


从 而 ,证 得 1Di nm ,Ds(s)) 左 了 互 质 。 同 理 可 证 , 若 G(s) 和 G5) 不 包 会 公共 极点 , 必 有 有 
{Di (3) ,Dis(s)} 右 互 质 ， 基 此 并 利用 结论 12. ] 和 结论 12. 2 就 即 证 得 , 若 Gl tv 和 
G: (5 不 包 售 公 共 极 点 , 则 3 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 。 证 明 完成 

缩 论 12. 5 [能 控 性 和 能 观测 性 条 件 ] 对 图 12. 1 所 示 由 线性 时 下 变 子 系统 5, 和 5， 
组 成 的 多 输入 多 输出 并 联系 统 S,,“qXp 传递 函数 和 矩阵 Gt 和 Gts) 不 包 合 公共 极点 ” 
不 是 S, 完全 能 控 和 完全 能 观测 的 必要 条 件 。 

证 对 6 和 Cr), 表 NmDr 0 和 NoD， 人 5 为 其 任 一 不 吕 简 药 右 MED， 
Du toyNa ts) 和 Da (ts)Nis(s) 为 其 任 一 不 可 简约 左 MFD, 日 Dits) 和 D; (#4) 拘 为 pxXpp 
多 项 式 矩 阵 。 设 Cl 和 人 (5) 和 包含 公共 极点 , 令 为 4 二 部 有 , 则 可 由 此 导出 

ranKPD Ca) = a < p, rankD. (A) = Yipi=a (12,17) 


再 令 
a Oo min{a,, 一 + 
| A (12. 18) 
Y= min 一 月 ,有 
那么 ,只 要 a 十 Y 汪 ,就 仍 有 可 能 厂 
rank[ D, {4,), 有 (人 | 一 pp， 1 一 部 :有 (12, 19) 


即 仍 有 可 能 有 
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rank[D OD). Ds) | =p, YsEt (12, 20) 
回 理 .可 对 Dut 在 和 Dot) 作 烽 问 论 证 。 这 就 表明 ,尽管 吾 ( 和 石 ;: 6 包含 公共 极点 ,但 
si 仍 可 能 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 、 从 而 证 得 ,对 多 输 人 多 输 山 并 联系 统 5S,, "Gi ts} 和 
人 5) 不 包 售 公共 投 点 "不 是 号 为 定 个 能 控 和 完全 能 观测 的 必要 条 件 。 证 明 完 成 ， 
注 由 结论 证 明 过 程 看 出 ,车 上 0 和 加 (包含 公 共 极 点 .由 又 满足 茶 件 2 二 六 二 
玉江 一 六 :让 一 , 则 池 联 系统 oS, 尝 ' 为 不 中 联合 能 控 和 能 观测 ， 
(5 单 输 和 人 单 输出 并 联系 统 基 于 "极点 对 消 ” 的 能 控 性 和 能 观测 性 保持 条 件 
结论 12.6 [能 控 性 和 能 观测 性 条 件 ] 对 图 12. 1 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 S， 和 S. 
组 成 的 单 输 入 单 输出 并 联系 统 S,. 则 5, 保持 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 的 在 分 必要 条 件 
是 .标量 传递 务 数 gt 和 上 (7 不 包 例 公 共 极 点 。 
证 考虑 到 单 输入 单 输出 S, 为 多 输入 多 给 出 S 的 特殊 情形 ,充分 性 显然 ， 下面 .只 
证 必要 性 。 已 知 S 完全 能 控 和 完全 能 观测 ,和 欲 证 如 (和 gt) 不 包含 公 闭 极点。 首先 ， 
对 单 输入 单 输出 情形 ,gC 一 (3) dG8).i 一 1,2, 必 有 思 一 1]。 进 而 , 反 设 js) 和 Es) 
包含 公共 极点 , 令 为 罗 ,… ,4s , 则 有 
rankeit4 =a =0po1, rankd i ta) YO p=1l, i 月 ,有 
(12. 21) 
从 而 满足 结论 12. 5 的 注 中 指出 的 条 件 & 十 7 之 pi 二 BB, 访 ,….B, 妈 并联 系统 5S。 为 不 是 
完全 能 控 和 完全 能 观测 。 巴 盾 于 已 知 ,上 反 设 术 成 立 , 即 gi(s) 和 和 #5 不 包含 公共 极点 ， 
证 朋 完成 。 


12.2 上 捉 联 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


串联 系统 是 控制 系统 中 广 为 测 到 的 又 一 类 典型 的 基本 联接 方式 。 本 和 针对 线性 时 不 
变 系 统 , 讨 论 串 联系 统 的 能 控 性 和 能 疯 测 性 问题 ,导出 串联 系统 保持 能 控 性 和 能 观测 性 所 
需 满 足 的 条 件 ， 


串联 系统 


串联 系统 是 由 了 于 系统 按 审 接 方式 顺序 联接 的 组 合 系统 。 网 12. 2 所 示 为 由 两 个 线性 
时 不 变 子 系统 S, 和 S; 组 成 的 串联 系统 $; ,其 中 子 系统 5 的 输入 端 加 以 输入 wu, 子 系统 
53. 的 输出 端 联接 到 子 系统 S; 的 输入 端 , 子 系统 S， 的 输出 规定 为 毕 联 系统 的 输出 y。 

首先 ,对 子 系统 引信 两 个 基本 假定 。 一 是 ,S, 和 5. 可 由 其 传递 函数 矩阵 Gil rs) 和 和 
G:(5) 所 完全 表征 , 即 其 状态 空间 描述 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 二 是 ,G,is) ,i 一 1,2 为 
-中 六 户 有 理 分 式 矩 阵 , 旦 表 为 不 可 简约 右 和 左 MED. 
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区 12.2 串联 系统 
人 = (12.22) 
进而 ,由 于 系统 的 5S, 一 S: 串联 特征 ,可 以 给 出 系统 给 成 上 的 柯 应 约 昌 条 件 为 
HO FY ‘(12,23}) 
Pp pr qo 【12.24) 


串联 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 判 据 


下 看 ,就 线性 时 不 变 系 统 的 串联 系统 的 能 控 性 能 观测 性 问题 的 有 闫 结果, 内 纳 为 如 下 
儿 点 进行 论述 。 
(1) 于 系统 以 MED 表征 的 能 控 性 保持 条 件 
结论 12.7 [能 控 性 条 件 ] 对 图 12.2 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 按 S 一 9， 顺序 组 成 
的 串联 系统 Sr , 苦 取 
Cit5) 一 不 可 简约 右 MFD NC)D Ce) 
G(s} 二 不 可 简约 右 MFD RN (5)D,iiy) 
则 有 
Sr 完全 能 控 后 {Duty), N,(3)1 左 互 质 (12,25) 
证 对 子 系统 的 不 叮 简约 右 MFD GC) 二 NGOD, T1060 1,2 ,导出 其 对 点 PMD 
为 


DCs) | 0 ] (19, 26) 
NG) Ol gC)d EA | 


基于 于 联 系统 Sr 的 特征 ,有 


UC) = Hs), dals) = Ys), p(s} = yls) (12,27) 
于 是 ,由 式 {12, 26) 和 和 式 (12,27) ,可 以 导出 Si 的 PMD 为 
Dts) 0 0 Ey) - 0 
9 D, {s) 1, .01|s 0 
和 $b) | 一 (12. 28) 
— Ni {5) 0 —L, 0 0 
0 ND) 0 0 ge — p(s) 


基 此 ,并 利用 能 控 性 与 互 质 性 局 关系 和 互 质 性 秩 判 据 ,可 以 得 到 


Dls) 从 心 I, 1 
0D D, ts) | | un 


St 完全 能 控 -| 
-NG 0 -1 0 | | 


A 


De 
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! 及 (Cs 0 0 了 
一 | 0 D:G) 0 | 行 满 秩 ,YsEx* 《12. 29) 
一 NO 0 -Ln0 


进而 .对 上 式 最 后 分 块 阵 引 人 严格 系统 等 价 蛮 搞 , 即 将 块 列 ] 右 习 (一 1, ) 和 将 块 行 2 加 
于 据 行 3, 则 由 严格 系统 等 桩 襟 撞 下 不 改变 拓 阵 秩 的 属性 有 
F Dt) 0 0 I,] 
Sr 完全 能 控 拓 | 0 Dt) Te 0 | 行 满 秩 , VE (12. 30) 
Ns) DDG) 0 0 
于 是 ,由 上 式 就 可 证 得 
5- 完全 能 控 [NG), Ds (3)] 行 满 秩 ，VyE 
全 145， AN 左 互 质 (12.31) 
结论 12.8 [能 控 性 条 件 ] 对 图 12.2 所 未 由 线性 时 不 变 于 系统 按 S, 一 SS. 顺序 组 成 
的 串联 系统 Si ,车 取 
Ci 一 个 可 简约 右 MED NCD Cs》 
Gs} 二 不 9 加 简约 左 MFD Dl CrJAN Cs) 


则 有 
St 完全 能 控 洁 iDists) .Nis(s)NiCs)} 左 互 质 32) 
证 通过 如 结论 12.7 证 明 中 类 问 推导 ,可 以 导出 串联 系统 Sr 的 PMD 为 

Dts) 0 0 了 (3) | 0 

—N(s) 0 — 1 0 i 0 
py | FE.{s) (12.33) 

业 DD, ‘ $1 NN, (#) 0 | 一 p C5) 0 

0 -0 0 oe | 一 区 


迹 而 ,对 上 式 中 系统 和 矩阵 引入 严格 系统 等 价 初 等 运算 ,即将 块 行 2 左 乘 As5 后 加 于 块 
行 3 和 将 块 列 1 右 琵 (一 1, ) ' 可 以 导出 严格 系统 等 价 变换 后 系统 矩阵 为 


— Dts) 作 0 I, 
Ni Cs) 0 一 I,:0 

: (12. 34) 
Nis (CHIN (Cs) Ds} 必 : 必 
0 一 0 0 


其 此 ,并 利用 能 控 尾 与 毛 质 性 间 关 系 和 六 格 系 统 等 价 变换 下 互 质 性 不 变 属性 ,以 及 互 质 性 
秩 判 据 , 就 即 证 得 


—D,(s) 0 0 了 
Sr 完全 能 控 全 Ni ts) 0 一 ,| ,| 0|* 左 互 质 
Nu)N(sS) Do 0 0 


I me er te TT EFE re Hp 


Pn 
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Dt,) 心 0 {i 
cl NC) 0 一 I。 9 | 行 满 秩 . VE 
[Len DO 0 0 
富 [NO Di] 行 满 狂 .YE 
二 1Di(J，NcoCDN CD) 左 互 质 (12. 351 
结论 12.9 i 能 控 性 条 件 ] 对 图 12.2 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 按 S， S. 顺序 组 成 
的 串联 系统 Sr , 若 取 
Guts) 二 不 可 简约 左 MED Dl Cs)N) Cs) 
G05) 一 水 也 简约 右 MFD N,( Dl!iy) 
则 有 
51 完全 能 控 所 1D. (D0) it 无 开 质 (C12. 36) 
证 证 明 思路 和 结论 12.8 证 明 过 程 类 同 。 具 体 推 证 过 程 略 去 ， 
(2) 子 系统 以 MFD 表征 的 能 观测 性 保持 条 件 
结论 12. 10 [能 观测 性 条 件 ] 对 图 12. 2 所 示 由 线性 时 木 变 子 系统 按 S 一 S， 版 序 组 
上 成 的 串联 系统 Sr , 苦 取 
ts) 二 不 可 简约 左 MFD Dits) Nt() 
G(s) 二 不 是 简约 太 MED Dts) N.C,) 
则 有 
Sr 完全 能 观测 之 {D100) Nis (3)) 石 互 质 (12, 37) 
证 基于 结论 12.7 并 利用 对 个 原理 , 即 可 导出 本 结论 ， 县 体 推 证 过 程 略 去 ， 
结论 12. 11 [能 观测 性 保持 条 件 ] 对 图 12, 2 所 示 出 线性 时 不 变 子 系统 按 5,- S. 须 
序 组 成 的 串联 系统 Si , 若 取 
Gs 一 不 可 简约 丰 MFD 六 (NI Is] 
Gzt5i) 二 个 可 简约 右 MPFD N, (#5)Diits) 
则 有 
Sr 完全 能 观测 后 {Di (COD:(5),N, (5)) 右 丘 质 12, 38) 
证 基于 结 沦 12.8 并 利用 对 偶 诛 理 , 即 可 导出 本 结论 。 县 体 推 证 过 程 略 去 。 
结论 12. 12 [能 观测 性 保持 条 件 ] 对 图 12.2 所 页 由 线性 时 不 变 子 系统 接 S 一 S, 顺 
序 组 成 的 串联 系统 51 , 若 取 
ets) 二 不 可 简约 右 MFD N, (oD!ts) 
G2(#) 二 不 可 简约 左 MFD Dl(s) Ni CN 
则 有 
Sr 完全 能 观测 时 {DG3) ,Ni (5)N GCT) ) 右 开 质 《12. 39) 
证 ”基于 结论 12. 9 并 利用 对 偶 原 理 , 即 可 导出 本 结论 。 有 基体 推 证 过 程 略 去 。 
(3) 多 输入 多 输出 串联 系统 基于 "等 点 极点 对 消 ” 的 能 控 性 保持 条 件 
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结论 12. 13 [能 控 性 条 件 ] 对 图 12.2 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 按 S, 一 $5; 顺序 组 成 
的 名 输入 凶 输 出 串 腾 系统 5S;, 设 p= pg 一 mp 二 四 菇 中 一 0 传递 函数 失 阵 G《5s) 和 
G: 5 为 满 秩 . 则 Si 保持 完全 能 控 的 一 个 充分 条 件 是 ,没有 如 (3) 极点 等 同 于 G(s}) 传 输 


证 表 了 于 系统 传递 汕 数 短 阵 为 不 可 简约 右 MFD: 
GD) = NYOD, ts), 一 1,2 (12. 40) 
且 短 
1 Cs) 极点 一 “derD on 一 0 模 12.41) 
| G(s) 传输 零点 = 使 N,(s) 隆 秩 s 值 
基 此 ,在 “没有 G(s) 极点 等 同 于 G(s) 传 给 零点 ”和 pp, 守 q, 的 条 件 下 ,有 
TankAi ts -中 二 pp，Y G(s) 极点 (12.42) 
进而 ,由 传递 函数 短 阵 的 极点 属性 和 gs 实 p; 的 条 件 下 ,有 
rankD(s) 一 pz，Y¥ 除 Gts) 极点 外 所 有 :Ex {12.43) 


从 而 ,由 式 (12. 42) 和 式 (12. 43) ,并 利用 结论 11.7 和 互 质 性 秩 判 据 , 就 可 证 得 
没有 Gs(s) 极点 等 同 于 Cits) 传输 零点 
=> rankl D,(s), NC] = ps YsE 
地 {Ds(3)， Ni CD) 左 互 质 
二 Sr 完全 能 控 (12.44) 
结论 12. 14 [能 控 性 条 件 ] 对 图 12. 2 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 按 Si- -S$; 顺序 组 成 
的 名 输入 多 输出 申 联 系统 ST, 设 户 一 户 a = pr ps=g qz = 一 4 传递 因数 矩阵 G(s) 和 
G: (5 为 满 穆 , 则 "没有 Ga(s) 极 点 等 同 于 Cl(s) 传 输 零 点 "不 是 S- 保持 完全 能 控 的 必要 
条 件 。 
证 令 入 ,j= 局 ,局 ,… ,局 为 等 同 于 G1(5) 传 输 零点 的 Gus) 极点 ， 基 此 ,有 
rankN (14) = a, < p:, rankD, (A ) 一 ps j= (012.45) 
其 中 ,已 用 到 条 件 轴 空 9 一 总 和 g; 之 户 。 再 表 
| 一 Iminta 一 局 ,应 8) 


y 一 minty ,j= BB 8 《1L2. 46) 
则 只 要 w+y 之 户 , 就 们 有 可 能 使 
rankL Di{4,), Ni(4,)] = pz = BB 《12.47) 
即 仍 有 可 能 使 
rank[ D, Cs), Nts)] = ps, Ys [i (C12. 48) 


从 而 , 据 结 论 12.7 知 ,尽管 存在 G2 (5) 极点 等 闻 于 Ci (9 传输 零点 ,但 串联 系统 Sr 仍 可 能 
完全 能 控 , 即 “没有 G(s) 极 点 等 同 于 GG (传输 骞 点 "不 是 多 输入 多 输出 5; 完全 能 控 必 
要 条 忻 。 证 朋 完 成 。 


注 由 结论 证 明 过 程 可 以 看 出 , 苦 存 在 Gas) 极 点 等 同 于 G(s) 传输 零 点 , 且 满 是 条 


Tt ee TT 0 
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任 ea 十 力 邱 下 一 员 .有 8, 则 中 联系 统 Si 必 为 不 是 完全 能 控 ，。 

(4) 多 输入 多 输出 串联 系统 时 于 " 罕 点 极点 对 消 " 的 能 观测 性 保持 条 件 

结论 12. 15 [能 观测 性 条 件 ] 对 网 12.2 所 示 由 线性 时 不 变 于 系统 按 5, 一 S, 顺序 组 
成 的 密 输 入 多 输出 串联 系统 3 , 设 p= 记 守 gg) = pp 二 由 扩 全 一 传递 站 数 算 阵 局 5) 
和 如 :5 为 满 牧 , 则 SS 保持 完全 能 观测 的 一 个 充分 条 人 忻 是 ,没有 如 (5) 极点 等 同 于 G(s} 
传输 零点 。 

证 基于 结论 12. 13 并 利用 对 偶 原 理 , 妈 可 导出 本 结论 。 呈 体 推 证 过程 略 去 ， 

结论 12. 16 [能 观测 性 条 件 」 对 图 12. 2 所 赤 由 线性 时 不 变 子 系统 按 S --5; 顺序 组 
成 的 多 输 和 人 多 输 出 串联 系统 1T， 币 户 一 户 产 中 二 pr 二 人 二 数 生 阵 下 
和 Cs) 为 满 秩 , 则 "没有 Cn 极点 等 何 于 Cs 传输 零点 ”不足 St 保持 完全 能 观测 的 必 
要 条 件 。 

证 基于 结论 12. 14 并 利用 对 偶 原 理 , 即 可 导出 本 结论 。 只 体 推 进 过 程 略 去 。 

(5) 单 输入 单 输出 串联 系统 基于 "零点 极点 对 消 " 的 能 控 性 和 能 观测 性 保持 条 件 

结论 12. 17 [能 控 性 条 件 ] 对 阁 12.2 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 按 S ， 5S. 顺序 给 成 
的 单 输 和 人 单 输出 串联 系统 Sr , 则 S1 保持 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,没有 《极点 为 
Et (零点 所 对 请 a 

证 考虑 到 单 输 人 单 输出 Sr 是 多 输入 多 和 输出 S， 的 畦 殊 情 形 ,充分 性 显然 下面 ， 
只 证 必要 性 。 已 知 Sr 完全 能 控 , 欲 证 "没有 gy(x) 极 点 为 零点 所 对 消 ”， 首先 ,对 单 
输入 单 输 出 情形 ,g,C9) 一 mG)7d (a) ,7 一 1,2, 炎 有 p. 二 1 进而 . 扩 洪 存在 g& 极点 为 
81(5) 零 点 所 对 消 , 令 为 A + A 有 

ranka a, =a =0 p= 1, rankel hy oem—y, = 0 P= i 
(12, 49) 

即 满足 结论 12, 14 的 注 中 措 出 的 条 件 &@ 十 7 < posi 一 BB .B.-….3。 基 此 ;, 申 联系 统 Si 为 
不 是 完全 能 控 。 了 矛盾 于 已 知 , 反 设 不 成 立 . 即 * 没 有 各 () 和 极目 为 Si 要 点 所 对 消 ”。 证 
明 完 成 。 

结论 12. 18 [能 观测 性 条 件 ] 对 图 12. 2 折 示 由 线性 时 不 变 子 系统 按 S,- S. 顺序 组 
成 的 单 输入 单 输 出 串联 系统 Sr; , 则 Si 保持 完全 能 观测 的 充分 必要 条 作 是 ,没有 g,(;) 极 
点 为 B85) 零点 所 对 消 。 

证 ”证明 思路 和 结论 12. 17 证 明 过 程 类 同 ， 具体 推 证 过 程 略 去 。 

结论 12. 19 [完全 表征 条 件 ] 对 图 12.2 所 示 由 线性 时 不 变 子 系统 按 S,- 一 $, 顺序 组 
成 的 单 输入 单 输出 申 联 系统 Sr, 则 Sr 可 用 SEE) 于 全 表征 的 充分 必 雪 条 人 循 是 ， 
SC 和 有 (没有 极点 零点 对 销 现象 。 

证 Sr 可 用 gts)g(s) 完 全 表征 . 当 且 仅 当 S， 为 完全 能 控 和 完全 能 疯 测 ， 从 而 ,出 
结论 12, 17 和 结论 12. 18, 朗 可 导出 本 结论 ， 

(6) 多 输入 多 输出 冲 联 系统 中 "零点 极点 对 消 * 的 表征 


各 
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结论 12. 20 -零点 极点 对 消 表 征 ] 对 图 12.2 所 未 由 线性 时 不 变 子 系统 按 5S， 5, 硕 
序 组 成 的 多 给 入 名 输出 串联 系统 Sr ,下 
A 一) 的 特征 多 项 式 
ar 一 Go 的 特征 黎 项 式 
4 一 :4 的 特征 多 项 式 


则 有 
Cr) 和 G(s) 没有 极点 零点 对 消 
degAly) = degaAi ts) + dep. (Cs) (12.30) 
Ci 和 全 4) 包含 极点 零点 对 消 
© degA(s) < degaits) + deg hs (3) ‘12.31) 
并 且 


Gs) 和 tots) 被 对 消 掉 的 极点 = “4 Gastneags)y 一 0 的 根 ?” {12,52) 


12.3 状态 反馈 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


状态 反馈 是 广 为 采 用 的 一 种 控制 系统 结构 类 型 。 状 态 反馈 系统 是 以 状态 为 反馈 变量 
构成 的 一 类 闭环 系统 。 线 性 系统 时 间 域 理论 中 已 对 引入 状态 反馈 后 能 控 性 能 观测 性 问题 
进行 了 系统 讨论 ,本 节 则 从 复 频 率 域 描述 和 概念 角度 讨论 状态 上 反馈 系统 的 能 控 性 能 观测 
性 保持 问题 . 


状态 反馈 系统 的 复 频 率 域 形式 


考虑 线性 时 不 变 系 统 , 设 其 可 由 9X 户 传递 函数 矩阵 C5) 完 全 事 征 ,再 表 
Cts) 一 不 可 简约 右 MFD NIs)D-I()，BD(65) 列 既 芍 (12.53) 
其 中 ,DCs) 和 NGs) 为 pxXp 种 qxXp 多 项 式 矩 阵 。 对 应 地 ,导出 其 PMD 为 
DCs) b (8) = Cs) 
| ~ (12.54) 
ys) = Nis) 5) 
其 中 ,C5 为 广义 状态 $ 的 拉 普 拉 斯 变换 ,&(s》 和 ?4s) 为 输入 和 输出 y 的 拉 普 拉 斯 
变换 。 
进而 ,利用 第 10 章 中 给 出 的 右 MFD 的 控制 器 形 实 现 ,可 以 得 到 图 12. 3 所 示 右 MFD 
NG 《9) 即 对 应 PMD 的 控制 器 形状 态 空间 实现 结构 图 。 图 中 ,于 (wp) 为 状态 向 量 ， 
轩 (二 里 (3)，, 思 二 d/di 为 微分 算 于 ,参数 矩阵 的 含义 见于 多 项 式 和 矩阵 Dls) 和 NN(s) 的 
列 次 表达 式 ， 


Tm eh a pe eT rh pie i rT a 
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De) — DSCs} DP Cs) 12.95} 
有 1) = N.YP(s) Cl]2.56) 
ty) = | 2, | ,= 二 全,DCY 即 和 次数 (C12.57) 
Sp 


FE 
(5) = . ， Dk = (12. 58) 
r= 


12.3 AGE (5) 的 往 制 器 形 实现 结构 图 


于 是 ,基于 图 12. 3 的 状态 空间 描述 形式 结构 图 , 取 nx1 状态 于 (p58 为 反馈 量 , 并 将 
其 通过 pXn 上 反馈 阵 K 馈送 到 输入 端 ,就 可 构成 状态 反馈 系统 时 间 域 形式 结构 图 。 考虑 
到 控制 器 形 核实 现 的 关系 式 ， 

Colsl — AB = Hd — ADVB (Sts) 《12. 59) 

并 届时 (8S (5) 取 代 { 四 ,可 ,了 ) 即 图 12,3 中 用 虚线 框 出 的 静 分 , 则 可 由 此 导出 图 12. 4 
所 示 的 状态 反馈 系统 复 频 率 域 形式 结 袍 图 。 青 在 保证 馈送 到 输 人 端的 反馈 量 林 改变 前 所 
下 ,利用 关系 式 (12. 55) 和 {12.56), 可 通过 对 图 12.4 复 频 率 域 形式 结构 图 的 化 简 ,等 价 地 
导出 图 12. 5 所 示 形 式 的 状态 反馈 系统 复 频率 域 结构 图 ,j (5) 为 PX1 参考 输入 拉 普 拉 斯 
变换 。 

下 面 ;归纳 上 述 结果 ,可 以 给 出 如 下 的 结论 。 

结论 12. 21 [状态 反馈 系统 复 频率 域 形式 ] 对 线性 时 不 变 受 控 系 统 , 状 态 反馈 系统 
复 频率 域 结构 基本 形式 如 图 12.5 所 示 * 并 被 采用 作为 复 频率 域 方法 中 分 析 和 综合 状态 反 
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图 12.5 镍 于 复 频率 域 分 析 利 综合 的 状态 反馈 系统 结构 图 


镍 的 基本 模型 。 


状态 反馈 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 判 据 


基于 图 12. 5 所 示 的 状态 反 局 系统 复 频 率 域 结 构图 ,下 面 简要 讨论 线性 时 不 变 状 态 反 
局 系 统 的 能 控 性 和 能 观测 性 ， 
(1)》 状态 反馈 系统 的 MFD 
结论 12. 22 [状态 反馈 系统 的 MFD] 对 图 12.5 所 示 复 频率 域 结构 图 表征 的 线性 时 
不 变 状 态 反 馈 系 统 , 闭 环 传递 函数 矩阵 的 右 MFD 为 
Crfs) = NCs}y DR Cs) (12. 60) 
闭环 分 母 知 阵 Dx (5) 为 
Drts) = DiSts) 4 (CD, + RI CG:) (12.61) 
证 由 图 12.5 所 示 复 频率 域 结构 图 ,可 以 导出 


| EC = 一 EC) EC 


$5) 一 NGs) Ps) 
对 上 式 进 行 运算 和 化 简 ,进而 得 到 
yl) = NCOLD) + KY (1 bs) (12. 83) 
在 式 (12.63) 中 代入 列 次 表达 式 (12. 55) 并 加 化 简 整 理 , 即 可 证 得 式 (12. 60) 和 (12. 61)， 
《2) 状态 反馈 系统 的 能 控 性 
结论 12. 23 [能 控 人 性 ] 对 图 12.5 所 示 复 频率 城 结构 图 表征 的 线性 时 不 变 状态 反馈 
系统 3x 和 开 环 受 控 系统 。, 有 
Zx 完全 能 拉 全 5, 完全 能 控 《12. 64) 


(12.62) 
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(3) 状态 反馈 系统 的 能 观测 性 

结论 12. 24 [能 观测 性 了 村 图 12.5 所 天 复 频 率 域 结 构图 表征 的 线性 时 不 变 状态 反 
馈 系 统 Ex 和 开 环 爱 控 系统 荆 , ,> 完全 能 观测 不 能 保证 Ex 必 为 完全 能 观测 。 

证 ”对 状态 反馈 系统 ,可 能 存在 反馈 阵 下 ,合同 时 满足 


A 二 “detDits)= 二 0 根 ” 二 使 Nts) 降 秩 ; 值 (112, 65) 
Dr (A,) 
:| 【12. 066》 
ran NC) 上 = pp 


即 { Dx《s) NG) 可 能 为 非 右 互 质 , 从 而 不 能 保证 5: 必 为 完全 能 观测 。 证 明 完 成 。 

(4) 受 控 系 统 的 强 能 观测 性 

结论 12. 25 L 强 能 观测 性 ] 对 由 满 秩 GCC) 一 No 1() 完 全 表征 的 线 忻 时 不 变 受 
控 系 统 2 , 称 5 为 强 能 观测 ,当日 仅 当 不 存在 使 W(sy 降 秩 、 值 。 

《5) 状态 反馈 系统 保持 能 观测 性 的 条 件 

结论 12. 26 [能 观测 性 保持 条 件 ] 对 图 12. 5 所 示 复 频 惟 域 结 构图 表征 的 线性 时 不 
变 状 态 反 馈 系 统 Bx 和 开 环 受 挖 系统, ,有 

Srx 完全 能 观测 二 5 强 能 观测 {12. 67) 


12.4 输出 反馈 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


输出 反馈 系统 由 于 物理 上 易于 实现 而 在 控制 工程 上 具有 重 赣 地位。 输出 反馈 是 线性 
时 不 变 控 制 系统 复 频率 域 综 合理 论 中 采用 的 主要 结构 形式 。 本 节 是 对 输出 反 钙 系统 的 能 
控 性 能 观测 性 问题 的 一 个 简要 的 讨论 。 


输出 反馈 系统 


考虑 图 12. 6 所 示 结 构 组 成 的 线性 时 不 变 输出 反馈 系统 3 ， 首先 ,对 输出 反馈 系统 
Zr 引 人 三 个 基本 约定 ; (i) 子 系统 S, 和 5， 为 真 或 严 真 ,此 可 由 传递 数 乱 阵 G(s) 和 
Gz(s) 分 别 完 全 表征 。{i 为 保证 篇 出 反馈 系统 3 传递 畏 数 短 阵 的 真性 或 严 真性 , 令 
det[ f+ G(s) G(s)] | = det 十 全 (GCC 上 -天明 ‘12.68) 
G1) 对 输出 反馈 系统 5 中 包含 的 串联 系统 , 表 
Sz 站 按 5S, 一 5 顺序 px 户 申 联 系统 
Sa 全 按 9 一 S 顺序 wx 4 串联 系统 
进而 ,由 输出 反馈 的 联接 特征 ,可 以 导出 系统 组 成 上 的 约 
束 美 系 式 为 图 12.6 输出 反馈 系统 


- -一 -- 一 -一 
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加 Hi 二 OC (12.69) 
在 此 基础 上 ,二 接 给 出 输出 颇 饶 系统 Er 的 传递 阔 数 和 个 阵 Gr :1 的 结论 ， 
结论 12.27 [53; 的 传递 甬 数 移 阵 ] 对 图 12.6 所 示 的 线性 时 不 变 输 出 反 人 局 系统 3;， 


Gt) 一 和 (LT 十 全 (GCC 人 ] 1 《12.70) 


人 一 ToDIG)] G(s) 《12.71) 


输出 反馈 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 判 据 


首先 ,给 出 线性 时 不 蛮 输 出 反馈 系统 保持 完全 能 壶 和 完全 能 观测 的 基本 结论 。 
结论 12. 28 [完全 能 控 条 件 ] 对 图 12. 6 所 示 线 性 时 不 变 输出 反馈 系统 Br ,有 
Ze 完全 能 控 会 39。 完全 能 控 (12. 72) 
证 先 证 充分 性 。 已 知 5S,: 能 控 ,和 欲 证 Fr 能 控 。 对 此 , 表 x'"' 和 x 为 子 系统 5S 和 
: 的 状态 ,并 考虑 到 S 和 和 S; 的 状态 互相 独立 性 ,可 知 Si: 的 状态 为 x 和 x 的 集合 


,有 
. 上 
™ ,| 
于 是 ,由 Si 能 控 和 能 控 性 定义 知 ,对 任意 两 个 非 零 状态 二 和 去 * 必 存在 控制 页 使 在 有 限 
时 间 内 将 zw 转移 到 x ,并 表 y, 为 串联 系统 Ss 由 霹 引起 的 和 输出- 进 历 , 考 虑 输出 反馈 系 
统 Zr, 则 对 上 述 任 意 两 个 非 零 x 和 工 ,由 志和 的 存在 而 可 构造 控制 & 一 下 十 丈 , 便 在 
有 限时 间 内 将 x 转移 到 x, 。 依 能 控 性 定义 知 ,5 完全 能 控 ， 充分 性 得 证 ， 
坦 证 必要 性 。 已 知 5+ 能 控 . 欲 证 S.: 能 控 。 对 此 ,由 BB; 能 控 和 能 控 性 定义 知 ,对 任 
意 旺 个 非 零 状态 x。 和 + ,存在 控制 # 使 在 有 限时 间 内 将 x, 转移 到 志 , 昌 表 :为 S 对 应 
输出 。 再 考虑 串联 系统 S1, , 则 对 任意 两 个 非 零工 和 x1 ,由 和 yy; 存在 可 构造 控制 别 一 
4 一 ,使 在 有 限时 间 内 将 x, 转移 到 忒 。 依 能 控 性 定义 知 ,Si 完全 能 控 。 必 要 性 得 证 。 
征明 完 成 ， 
结论 12. 29 [完全 能 观测 条 件 ] 对 图 12.6 所 示 线 性 时 不 变 输 出 反馈 系统 5 ,有 
Er 完全 能 观测 会 5S, 完全 能 观测 (12.73) 
证 基于 结论 12. 28 并 利用 对 偶 原 理 , 即 可 导出 本 结论 。 具体 推 证 过 程 略 去 。 
进而 ,从 上 述 基本 结论 出 发 ,给 出 如 下 一 些 推论 性 结论 
(1) Sa 能 控 条 件 和 2 能 观测 条 件 对 多 输入 多 输出 情形 的 不 等 价 性 
结论 12. 30 [条 件 不 等 价 性 ] 对 图 12.6 所 东 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 输出 友人 局 系 
统 5, 有 


讲 名 


四 


Sy 能 控 条 件 取 Ss 能 观测 条 件 (C12. 74) 


a re te Db 


624 第 12 章 线性 时 不 变 控 制 系 统 的 复 频率 域 分 析 


(2) Ss: 能 控 条 件 和 3: 能 观测 条 件 对 单 输 人 单 输出 情形 的 等 价 性 
结论 12.31 [条 件 等 价 性 ] 对 图 12.6 所 示 单 输 人 单 输出 线性 时 不 变 输 出 反馈 系统 
Er ,有 
Sis 能 控 条 件 = 二 Ss 能 观测 委 件 
二 gets) 极点 和 ts) 堆 点 间 相 存在 对 消 C12.75) 
(3) 单 输 人 单 输出 输出 芭 馈 系统 为 联合 能 控 和 能 观测 的 条 件 
结论 12. 32 [联合 能 控 能 观测 条 件 ] 对 图 12.6 所 示 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 输出 
反馈 系统 BF, 有 
Sr 完全 能 控 和 完全 能 观测 
写 gi00) 极点 和 gj (5) 零点 间 不 存在 对 销 12.716) 
(4) Ca 一 下 常 阵 ) 的 输出 反馈 系统 的 能 控 和 能 观测 条 件 
结论 12. 33 [能 控 和 能 观测 条 件 ] 对 图 12.6 所 信 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 输 出 反 
局 系统 EF ,车 对 子 系 统 S, 有 Go(3) 一 FF( 党 阵 ), 则 有 
Ze 完全 能 控 全 5 完全 能 控 (12.77) 
+ 完全 能 观测 全 S 完全 能 观测 《12. 78) 


12.5 直接 输出 反馈 系统 的 稳定 性 分 析 


稳定 性 是 系统 分 析 中 面临 的 一 个 基本 课题 . 稳定 是 一 切 控制 系统 能 够 正常 运行 的 必 
要 前 提 和 基本 要 求 。 在 复 频率 域 理论 中 ,主要 讨论 输入 输出 稳定 性 ,研究 对 象限 于 答 出 反 
局 系 统 。 本 节 讨 论 直 接 输 出 反馈 系统 的 稳定 性 问题 ,重点 建立 系统 稳定 所 应 满足 的 条 件 。 


两 类 稳定 性 


系统 运动 的 稳定 性 可 以 区 分 为 两 种 基本 类 型 “内 部 稳定 性 ”和 “外 部 稳定 性 ”, 前 者 就 
是 狐 近 稳定 性 ,后 者 即 为 有 界 输 人 有 界 输出 稳定 性 或 BIBO 稳定 性 。 

状态 空间 方法 中 , 主要 采用 渐 近 稳定 性 概念 ,分 析 模 型 为 系统 自治 状态 方程 ， 商 近 稳 
定性 定义 为 状态 运动 相对 于 平衡 状态 的 有 界 性 和 浙 近 收敛 性 。 对 线性 时 不 变 系统 ,系统 
渐 近 稳定 的 基本 充分 必要 条 件 为 其 状态 方程 系统 垂 阵 的 特征 值 均 具有 负 实 部 ,并 可 基 此 
导出 其 他 形式 的 稳定 性 判 据 。 

复 频率 域 方法 中 ,主要 采用 有 界 输 入 有 界 榆 出 稳定 性 概念 ,分 析 模 型 对 线 忻 时 不 变 系 
统 为 传递 函数 矩阵 。 BIBO 稳定 性 定义 为 输出 运动 相对 于 任意 有 界 输入 的 有 界 人 性。 对 线 
性 时 不 变 系 统 , 系 统 BIBO 稳定 的 基本 充分 必要 条 件 为 其 传递 函数 和 矩 阵 极 点 均 具有 负 实 
部 ,并 可 基 此 导出 其 他 形式 的 稳定 性 判 据 。 
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村 线性 时 不 变 系 统 , 传 递 泣 数 寅 阵 只 能 太 映 系统 中 能 控 和 和 能 观测 的 部 分 。 基 此 , 当 且 
仪 当 系 统 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 .系统 的 HI 稳定 性 和 渐 近 稳定 性 为 等 价 。 就 一 般 
情 撒 ,系统 渐 近 稳定 必 意 味 善 系统 BIRO 稳定 .但 反 命 题 刚 一 般 不 成 立 ， 


直接 输出 反馈 系统 的 稳定 性 


考虑 图 12.7 所 示 的 线性 时 不 变 直 接 输出 反馈 系统 We ,上 其 特点 是 反馈 通道 中 子 系统 
的 传递 耻 数 矩阵 G(s) 二 I。 通常 ,也 称 直 接 输出 反馈 系统 为 单位 输出 反馈 系统 。 进 而 ， 
约定 子 系统 $1 可 由 传递 是 数 矩 阵 G(s) 完 全 表征 ,05 了 
为 方 的 真有 理 分 式 惩 阵 ,detLITHGS)] ， 关 0， sR G0 一 人 一 
下 看 ,给 出 线性 时 不 变 直 接 输 出 反馈 系统 Zr 的 稳定 
性 的 相关 结论 。 并且, 随 着 表征 子 系统 5 的 G,(s) 的 描述 图 12.7 直接 输出 反馈 系统 
形式 的 不 同 ,稳定 条 件 对 应 地 县 右 末 同形 式 。 
《17 BIBO 稳定 和 渐 近 稳定 的 等 价 性 
结论 12. 34 -两 类 稳定 等 价 性 ] 对 图 12.7 所 示 线 性 时 不 变 直 接 篇 出 反馈 系统 ,， 
于 系统 3 可 由 G,(s) 完 全 表征 , 则 有 
3orBIBO 稳定 富 En 浙 近 稳定 (12.79) 
证 由 于 系统 3 可 由 G,(s) 完 全 表征 ,并 利用 结论 12. 33, 吕 知 2or 为 完全 能 控 和 完 
全 能 观测 。 从 而 ,Bor 的 BIBO 稳定 必 等 价 于 其 浙 近 稳定 。 
(2) Zor 的 特征 多 项 式 
结论 12. 3$ [特征 多 项 式 ] 对 图 12.7 所 示 线 性 时 不 谈 直接 输出 反馈 系统 Enr , 子 系 
统 5, 由 G(s) 完全 表征 ,4,3) 为 G,(;} 的 特征 项 式 , 则 有 
Zoe 的 特征 多 项 式 -- 2A, (x) det[T 十 Gi (1)] {12. 80) 
其 中 ,8 为 非 零 常数 。 
证 为 使 思路 更 为 清晰 ,分 成 两 步 进行 证 明 。 
Ci) 推 证 Err 的 状态 空间 措 述 。 对 此 , 设 子 系统 5 的 状态 空间 描述 为 
Lt = Alx+ Ba 
| b=CxtE,u 


‘12.81) 


而 由 Boe 的 联接 特征 ,有 
Hu Hy: $=»y (12, 82) 
将 上 式 代 作 式 (12. 81) 和 简单 运算 整理 ,并 注意 到 det[ f+G 0) 1, = det[I+ EE ] 关 0 的 
事实 ,可 以 得 到 
| y= (+E} Cx (+ EY) Eu 
r=[A—B (I+E,) C+B[ll (ED IE 
髓 由 恒 等 关系 式 ， 


(12. 83) 
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1 (FE) 十 百 ) 一 (十 有 1 +RE) Ek, (12, 84) 
可 以 导出 
I -FEYIE 一 (十 下 {12,85) 
将 式 012.85) 代 入 式 012,83) 的 第 二 个 方程 ,就 即 得 到 En 的 状态 空间 描述 为 


| = [A BE)C r+ BE) nu (12. 86) 
1， = {I+E) IC 十 CE 十 起) Eun 
《iD 推 证 Zor 的 特征 多 项 式 。 首 先 ,对 子 系统 S ,有 
Gl = Ct--AJ BE, (12. 87) 
而 由 {A&1 ,号 ,Ci , 瑟 } 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 ,可 以 得 到 
4 二 LO 一 det 一 各) 《2.88) 
其 中 ,B 为 非 零 常 数 。 进 而 ,由 式 (12. 86) ,可 以 导出 
det[sf 一 各 ,十 如 (5 工 十 百 | 》 5C，] 
一 det 作 如一 各 [十 5 可 AD IB I+ EC |) 
=—dettsT —AdetfT+ (Ho A) BE) CO] (1]2. 89) 
现 令 
Gs} = (GT— AD TIBITED)!, C0) .0 {12. 90) 
那么 ,利用 式 (12.901 和 事实 ， 
det[T + GO DG)] = det[f 4 OGG (0)1 (12.91) 


并 运用 式 (12.87), 可 将 式 (12. 89)? 进 一 步 表 为 
det[sT — 和 A 十 BC 二 Ey 0] 

—det(sT — AiYdet[ T+ CG — A) BI By '] 

一 qdets — A Jdet{[I+E +O — AJB]I EE):} 

=det(sT — A)det T+G (3) Jdeitf + Ey) (12. 92) 
枉 由 det[LTI 十 丽 天 0, 可 表 应 一 det(I 十 吾 ) 1 为 非 零 常数 。 基 此 ,并 利用 式 (12. 88) ,可由 
式 (12. 92) 证 得 

Zone 的 特征 多 项 式 一 det[ :一 和 十 BCT 十 EG] 


-学 3 (dalfo, 《sy 
1 


—PA (sdet[T GL Cs)] 12.93) 
其 中 ,6 一 中 /8 为 非 军 常 数 。 证 明 完 成 
(3) C《5) 以 有 理 分 式 矩 阵 表征 情形 的 Snr 稳定 条 件 


结论 12. 36 [稳定 条 件 ] 对 图 12 7 所 示 线 性 时 不 变 直 接 和 输出 反馈 系统 Sorfr :车 
(中 以 有 理 分 式 矩阵 表征 , 则 有 
Zor 为 新 近 稳 定 和 BIBO 稳定 


全 “AKCs)detLE 十 人 1s)] 二 4 根 ” 均 上 其 有 负 实 部 《12. 94) 
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其 中 ,入 0) 为 Git5) 的 特征 考 硕 虑 . 
证 前 咎 ,xm 的 渐 近 稳定 和 HIBO 稳定 等 价 。 基 此 ,并 利 用 结论 11. 35, 即 可 证 得 
SrBIBG 稳定 二 2 基 近 称 定 
一 “denu 一生 十 BC 二 EY 1!1C.] 一 0 根 " 均 具有 负 实 部 
一 “itsydetLT 二 TeGts] 二 0 根 ” 均 具有 人 负 实 部 《12.95) 
(4) GD 上 不 可 简 药 看 MFD 表征 情形 的 Sr 稳定 条 件 
结论 12. 37 [稳定 条 件 ] 对 图 :2.7 所 示 线 性 时 不 变 直 接 输 出 反馈 系统 3or , 若 
GC) 以 不 可 简约 右 MED AN CD 号) 表征 , 则 有 
Zr 渐 近 稳定 和 BIBO 稳定 
后 “detLD GD) 十 Ni(3)j] = 0 根 ” 均 具有 负 实 部 (12. 98) 
证 由 GC) 二 = 和 CD IC ,可 导出 3 的 传递 函数 矩阵 Goe{s) 为 
Gpor C3) 一 个 (5 十 人 15) ] 7 
一 和 有 (十 人 了] 
=N CICD 十 Cs] (12. 97) 
进而 ,已 知 Ni(s)Dr (不 可 简约 即 {1B (C3),N,(s)} 右 互 质 , 故 由 右 瑟 质 性 由 信 特等 式 判 
据 知 ,存在 多 项 式 和 矩阵 汪 (s) 和 站 () 使 成 立 ， 
XCOVD ts) + YOIN 一 了 (12. 98) 


显然 ,上 式 可 改写 为 
KILD, CH) TNC) + HY) 一 (As 一 了 《12. 99) 
则 据 互 质 性 贝 佐 特 等 式 判 据 又 知 , {Di G8) 十 Ni(s) ,Ni(s)) 右 互 质 , 妈 式 (12, 97) 中 的 右 
MFD NCELDi(3) 十 Ni(s)] 为 不 可 简约 。 从 而 , 基 此 就 即 证 得 
Enr 山 近 稳定 全 Znr BIBO 稳定 
Gor (sys) 极点 均 具 有 商 实 部 
富 “detLDi(s) 十 At) 一 9 根 * 均 具有 负 实 部 {12.100) 
(5 etgs 以 不 可 简约 在 MED 表 生 情 花 的 Zor 稳定 笨 件 
结论 12. 38 [稳定 条 件 ] 对 图 12.7 所 示 线 性 时 不 变 直接 输出 反馈 系统 Be, 若 
(sj) 以 不 可 简约 的 左 MFD PC Cs 表征 , 则 有 
Zor 源 近 稳定 和 BIBO 稳定 
仿 “det[LDu C3) 十 Ni(s)] 二 0 根 ? 均 具有 负 实 部 (12. 101) 
证 推 证 过 程 类 同 于 结论 12. 3? 证 明 过 程 。 具 体 推 证 过 程 略 去 。 


12.6 具有 补偿 器 的 输出 反馈 系统 的 稳定 性 分 析 


具有 补偿 器 的 输出 反馈 系统 由 在 反馈 通道 中 引入 称 为 补偿 器 的 子 系统 所 构成 。 具有 
补 屡 器 输出 反馈 系统 属于 动态 输出 反馈 系统 的 范畴 。 控 制 工程 中 ,大 多 数控 制 系统 采用 
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动态 输出 反 包 方案 .其 控制 功能 优 于 直接 输出 反馈 系统 .本 节 简 要 讨论 动态 答 出 反馈 系 
统 的 稳定 性 向 题 ,重点 在 于 导出 相应 的 稳定 条 件 。 


县 有 补偿 器 的 输出 反馈 系统 

有 具有 补 伐 器 的 输出 反馈 系统 简 表 为 Es 。Eer 是 更 为 -~ 般 形 起 的 输出 反馈 系统 ,其 构 
成 如 图 12. 8 的 结构 图 所 示 ， s 

同样 ,对 Bcr 引 入 如 下 三 个 基本 约定 。 “一 了 

(i) 于 系统 S 和 S: 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 ， ‘ 
即 可 由 其 传递 汝 数 和 矩阵 G, (x) 和 G. (5) 完全 表征 ,日 Gn 


G5) 和 G(s) 为 gxp 和 户 xg 真 有理 分 式 矩 阵 。 
(ii 子 系统 5, 和 S 采用 有 理 分 起 矩阵 和 不 可 ” “” 上 入 补 售 句 的 输出 友 馈 系统 
简 多 MFD 描述 : 
Gs) 一 不 可 简约 在 MFD ND.16;) 
二 不 可 简约 左 MFD DiICDN Is) 《12. 102) 
Gii) 为 保证 Ser 的 传递 函数 矩阵 Ger (s ) 为 真 . 设 det[ 十 GC)G 65)] 0. 
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下 面 , 给 出 具有 补偿 闫 输出 反 息 系统 了 .5 的 稳定 性 的 基本 结论 ， 并 旦 , 随 表征 子 系统 
S51 和 S; 的 G1(#) 和 Gz (2 的 描述 形式 不 同 , 稳 定 条 件 寻 应 地 具有 不 同形 式 ， 
(1) BIBO 稳定 和 渐 近 稳定 的 等 价 条 件 
结论 12. 39 [稳定 条 件 ] 对 图 ]2,8 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输出 友人 局 系统 
Ecr': 表 
32 全 按 S, 一 5; 顺序 户 XX 户 捉 联 系统 
Sa 会 按 5, 一 5, 顺序 rrxo 串 联系 统 
若 满 足 "Si: 完 全 能 控 ,So 能 观测 ”条件 , 则 有 


zcee 斯 近 稳 定 所 SieBIBO 稳定 《12. 103) 
若 不 满足 ”S,: 完 全 能 控 ,S。 能 观 洞 ?条件 , 则 有 
zer 斯 近 稳 定 之 ZceBIROD 稳定 Cl2. 104) 


(2) Zcr 的 特征 多 项 式 


结论 12. 40 [稳定 条 件 ] 对 图 12.8 所 示 具 有 补 懂 器 的 线性 时 不 变 输 出 反馈 系统 
rr， 表 


EcF 状态 空间 描述 一 {十 cE ,Br scr ,Ece} 
5 状态 空间 描述 一 { :B,C ,五 ; ， 
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S: 状态 空间 描述 = 14: ,有 ,Cz ,EE:} 
af) 二 Gits) 特征 多 项 式 = Bdetls] 一 站 1) 
Aztr) 一 G(s) 特征 密 项 式 = Bdet(sT 一 入 ;) 
则 有 
Ses 的 特征 多 项 式 = det(s 一 Acs) 
-AASdetL fo GG Cs) |] (12, 105) 
证 类 同 于 结论 12.35 中 对 直接 输出 反馈 系统 35h 特征 多 项 式 的 推 证 过 程 , 并 注意 
到 有 detLT 十 Gi (eo0) Gs C00)] 一 det[4 十 BE] 一 局 关 0 以 及 上 述 A1(,} 和 (3) 的 关系 式 ， 
即 可 证 得 
ez 的 特征 名 项 式 一 det(s] 一 起 cE) 
二 det(si 一 起) dettsT — A,}det[f 二, CG der[ TE, E,1-: 
=- 坟 -4 Cs A Cr detfT + G(s)G. (5)] 
=PA ts) A (sdet[ T+ GO, (Cs)G, 0s}] 《12. 106 ) 
其 中 ,8 二 Bj/B 访 为 常数 。 证 明 完 成 。 
《3) Git5) 和 和 G(s) 以 有 理 分 式 短 阵 表 征 情 形 的 scr 渐 近 稳定 条 件 
结论 12. 41[ 渐 近 稳 定 条 件 ] 对 图 12. 8 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输出 反馈 系 
统 了 r, 若 Clt 和 Ga 以 有 理 分 式 矩 阵 表征 , 则 有 
Zcs 渐 近 稳定 全 “aasCs)det[T 二 CGODGsts)] 一 0 根 ” 均 具有 负 实 部 
《12. 107) 
证 利用 结论 12. 40 中 导出 的 特征 多 项 式 512. 105) , 即 可 证 得 
Zcr 淹 近 稿 定 富 Ecr 特征 值 均 具有 负 实 部 
这 “detts 一 入.r) 一 0 根 ” 均 上 只有 负 实 部 ， 
从 Cs)arfs)detLT 十 GDGets)] 二 0 根 ” 均 具 有 贷 实 部 (C12. 108) 
(4) GCs) 和 和 Gz(s) 以 不 可 简约 左 MFD 各 右 MFD 表征 情形 的 了 ee 渐 近 稳定 条 件 
结论 12. 42 [ 渐 近 稳定 条 件 ] 对 图 12.8 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反馈 系 
统 ce, 着 如 《5) 和 Gs(s) 以 不 可 简约 左 MFD pin Cs) Nu (3s) 和 不 可 简约 右 MEFD 
Nts)Dz'《s) 表征 , 则 有 
Zcr 渐 近 稳定 全 “detLD (sy Dts) 十 Nu(s) Ns(s)] 二 0 根 ” 均 具 有 人 负 实 部 
(12. 109) 
证 前 知 ,Ecr 的 传递 函数 矩阵 Gcr (5) 为 
Geatsy = [f+G CG TG (Cs) 《12. 110) 
将 GD) 一 DG)ND CD 和 GD 一 (9D5t50 代 人 上 起 ,可 以 导出 
Gcr ts) =[T+ Da GON CN Ce) D7 (ts) DryN Cs) 
=D: (LD ) Dts) | No COON; (C5) J]-IN, (Cs) (12. 111) 
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据 Gz (5s 和 共 状 态 空 间 实 砚 的 类 系 , 有 可 进 庙 有 
dettst - Ace) ~ detL Di C3) D3} No Cr) Nta)] 《12. 112) 
其 中 ,符号 ~ 表示 两 青 具 有 相同 首 1 多 项 式 。 基 此 , 即 可 证 得 
Eee 斯 近 稳 定 二 "dettsf 一 起 .:) 一 0 要" 均 具有 负 实 部 
全 “det Dc)DG) 二 和 Nt) 和 NG)] 一 0 根 ” 均 其 有 负 实 部 (12. 113) 
(5) ea 条 以 不 可 简约 右 MFD 和 左 MFD 表征 情形 的 名 民 渐 近 稳 定 条 件 
结论 12. 43 _ 渐 近 稳 定 条 件 ] 对 图 12.8 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反馈 系 
统 2c, 车 侣 (5) 和 G(s) 以 不 可 简约 的 右 MFD NG DCs)y 和 不 可 简约 的 左 
MPFD DiJ Cs) 和 Nists) 表征 , 则 有 
Zce 渐 近 稳定 富 “detLDi(OD 00) 十 NGN 一 0 根 " 均 有 具有 负 实 部 
(12.114) 


证 证 明 思 路 类 同 于 结论 12. 42 证 明 过 程 。 惧 体 推 下 过 姐 略 二 。 

《6) Scr 的 BIBO 稳定 条 件 

结论 12. 44 LBIBO 稳定 条 件 ] 对 图 12.8 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反馈 
系统 cs ,由 结论 12. 41 一 结论 12. 43 给 出 的 浙 近 稳定 条件 - - 般 只 殷 BIBO 稳定 的 充 
分 条 件 。 

证 由 子 系统 S, 和 Ss 的 完全 能 控 和 完全 能 观测 ,一 般 不 能 保证 三 ， 为 完全 能 控 和 
完全 能 观测 。 基 此 ,zer 的 渐 近 稳定 和 BIBO 稳定 一 般 为 不 等 价 ， 进而 ,系统 新 近 稳 定 必 
意味 着 系统 BIRO 稳定 ,表明 渐 近 稳定 条 件 为 BIBO 稳定 的 充分 条 件 ， 证 明 完 成 . 

《7) 一 类 特殊 Sr 的 稳定 条 件 

结论 12. 45 [特殊 瑟 . 稳 定 条 人 性] 对 图 12.8 所 示 基 有 补偿 器 的 线性 时 不 这 输出 反 
馈 系 统 环 5 ,车 子 系统 S, 的 传递 画 数 矩阵 G4(s) 二 F( 常 阵 ) , 则 由 结论 12. 41 一 结论 12. 43 
给 出 的 开 : 为 渐 近 稳定 的 条 件 也 是 Ser 为 BIBO 稳定 的 充分 必 坚 条 件 、 


12.7 小 结 和 评述 


(1) 市 章 的 定位 。 本章 是 对 线性 时 不 变 控制 系统 复 频率 域 分 析 的 系统 和 简要 的 论 
述 。 研究 对 象 包括 并 联系 统 , 申 联系 统 、. 状 态 反 镜 系统 、 直 接 输出 反馈 系统 和 具有 补偿 器 
输出 反馈 系统 等 组 合 系统 ， 涉及 问题 包括 系统 结构 特性 如 能 控 性 能 观测 性 和 系统 运动 特 
性 如 稳定 性 。 系统 模型 基于 传递 函数 种 阵 及 其 矩阵 分 式 措 述 ， 本 章 结果 既 具 有 独立 理论 
意义 和 应 用 价值 ,也 是 线性 时 不 变 控制 系统 复 频率 域 综合 的 重要 基础 

《2) 组合 系 统 的 能 控 性 ， 问题 实质 是 建立 使 组 合 系统 保 持 能 榨 所 需 满足 的 条 件 ， 若 
组 成 子 系统 以 不 可 简约 右 MFD N (syD CD 和 NN: (5)Dz'(,) 表 征 , 并 联系 统 保持 能 控 条 
件 为 {D1(s) ,De《w)} 左 互 质 , 申 联系 统 保持 能 控 条 件 为 1D;(y) ,N15)) 诺 互 质 ， 状态 反 语 
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系统 必 保 持 能 控 性 。 具 有 补 民 器 输出 反馈 系统 保持 能 控 条 件 的 呈 主 通道 子 系统 和 有 反馈 通 
道子 系统 顺序 构成 的 串联 系统 能 控 。 

(3) 组 全 系统 的 能 观测 性 。 问 题 实 质 是 建立 使 组 合 系统 保持 能 观测 所 需 满足 的 条 
件 。 若 组 成 子 系 统 以 不 可 简约 左 MFD DiCON(5) 和 Dis (sy Ni (ts) 表征 ,并 联系 统 保 
持 能 观测 杀 件 为 1D 69 .Dots)) 右 开 质 , 申 联系 统 保持 能 观测 条 件 为 1 DC ,Nis Cs) 右 
互 质 。 状 态 反馈 系统 不 一 定 保持 能 观测 ,位 强 能 观测 系统 状态 反馈 必 保 持 能 观测 。 具 有 
补偿 器 输出 反馈 系统 保持 能 观测 性 的 条 件 是 反馈 道道 子 系统 和 主 通道 子 系统 顺序 构成 的 
串联 系统 能 观测 ， 

《4) 输出 反馈 系统 的 稳定 性 ， 稳 定性 区 分 为 渐 近 稳定 和 RIBCO 稳定 ,对 线性 时 不 变 
系统 两 者 等 价 条 件 足 系统 可 由 传递 函数 矩阵 完全 表征 。 对 直接 输出 反馈 系统 , 崭 近 稳定 
和 BIBO 稳定 为 等 价 , 若 主 通道 子 系统 以 不 可 简约 右 MFD N (By) 表 征 , 稳 定 条 
件 为 

“detLBD Ci 十 Nt] -0D 根 " 均 具 有 负 守 部 
对 具有 补偿 器 输出 反馈 系统 , 渐 近 稳定 和 BIBO 稳定 为 有 条 件 等 价 , 若 主 通 道子 系统 以 不 
可 简约 左 MFD Di (CDNA 表征 ,反馈 通道 子 系统 各 以 不 可 简约 右 MFD NS) Der) 
“detLDL (3) Ds (5) 十 NG = 0 根 ” 均 具有 人 负 实 部 
这 同时 也 是 BIBO 稳定 的 人 充分 条 件 。 


习 题 
12.1 给 定 按 舌 序 上 Cs) 一 g:(*) 联 接 的 串联 系统 ,其 中 传递 函数 #81《5) 和 gg;《s) 沪 
二 一 二 3 一 “十 < 
2 一 2 2 = oT 


试 判断 ;Ci) 串联 系统 是 查 为 完全 能 控 ;ftii) 串联 系统 是 否 为 完全 能 观测 ;(iii) 串联 系统 是 
否 可 由 传递 丽 数 gts)gs(5 完 全 表征 ， 
12.2 丝 定 按 顺 序 GG (一 C(5) 有 联接 的 串联 系统 ,其 中 传递 函数 矩阵 G,(;) 和 Gs) 


为 
十 1 0 _] ;二 2 
5 十 2 一 
GD 一 | ， Ge = t+! 
0 5 十 2 0 1 
5 十 1] + 十 | 


试 判断 :(i) 串联 系统 是 否 为 完全 能 控 ;(ii) 串联 系统 是 否 为 完全 能 观测 ,ii 串联 系统 是 
下 可 由 传递 函数 矩阵 G,(5)G,(s) 完 全 表征 。 


12.3 给 定 图 P12. 3 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 本 变 输 出 反馈 系统 ,其 中 传递 函数 条 


TE 
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阵 为 
三 ] | 1 
i -二 | 
GICs) 一 1， G(sy = 
_1 _! | l 1 
| s-l1i| 1 十 了 | 
斌 判断 :(i 输出 反馈 系统 是 否 为 完全 能 控 ; ti) 输出 反馈 系统 是 完全 能 观测 ，。 


一 ~ | | 


阵 为 
| 1 1 1 | 
3 1 
GO 一 | GD 二 | | 
| ] 1 “1 
-1 »-1 1 二 了 5 十 2 


试 判 断 :(i? 输出 反馈 系统 是 否 为 完全 能 控 ;(ii) 输出 反馈 系统 是 否 为 完全 能 观 油 。 
Um Gl i 


一 tls 
图 Bl2.1 


12.5 对 题 12. 3 的 具有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 上 反馈 系统 ,二 判断 (1) 输出 反馈 
系统 是 否 为 BIBO 稳定 ; (ii) 输出 上 反馈 系统 是 否 为 浙 近 稳定 。 

12.6 对 题 12. 4 的 具有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反馈 系统 ,研判 断 , fi 输出 反馈 
系统 是 否 为 BIBO 稳定 ;fiiy 输出 上 反 局 系 统 是 否 为 浙 近 稳定 


第 13 章 
线性 时 不 变 反馈 系统 的 复 频率 域 综合 


本 章 是 对 线性 时 不 变 友 馈 系 统 复 频率 域 综 合 问题 的 较为 系统 和 全 面 的 论述 。 系 统 模 
型 采用 传递 函数 拖 阵 及 其 矩 晓 分 式 描述 .反馈 形式 包括 状态 反馈 和 和 输出 反馈 ,而 以 有 具有 
补偿 器 的 输出 反馈 为 主 。 综 合 方法 采用 基于 多 项 式 矩 阵 理论 的 复 频率 域 方 法 。 综合 指标 
类 型 覆盖 控制 工程 中 的 典型 综合 问题 ,包括 极点 配置 . 解 兢 控制 .无 艺 差 跟踪 控制 以 及 线 
性 二 次 型 最 优 控 制 等 。 基 本 内 容 涉及 线性 时 不 变 反馈 控制 系统 的 综合 理 沦 和 算 范 。 
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极点 配置 是 线性 时 不 变 控 制 系统 中 最 为 基本 的 一 类 综合 准则 ， 状 态 反馈 极点 配置 问 
题 的 求解 ,时 可 采用 时 间 域 的 状态 空间 方法 ,相关 综合 理论 和 算法 已 在 第 6 章 中 系统 论 
述 ,也 可 采用 复 频率 域 的 多 项 式 卸 阵 方法 :相关 综合 理论 和 算法 将 在 本 节 中 专门 讨论 。 本 
节 内 容 包 括 状 态 反馈 特性 复 频率 域 分 析 , 极 点 配置 综合 方法 ,特征 值 -特征 向 量 配置 等 , 


状态 肥 馈 特性 的 复 频 率 域 分 析 


考虑 线性 时 不 变 受 控 对 象 的 状态 反馈 系统 Ex 。 受 控 对 象 采用 gX 户 不 可 简约 右 
MPFD ws 5 表征 ,了 3》 为 列 嫩 芍 。 状 态 反 馈 和 矩阵 家 为 pxn 常 阵 下 ,nn 为 Dts} 的 列 
次 数 之 和 。Zx 的 组 成 采用 上 一 章 中 图 12.5 所 示 基 于 N(s}D i(;) 的 控制 器 形 实现 的 复 
频率 域 形式 状态 反馈 结构 图 ,为 讨论 方便 现 重新 给 出 于 图 13. : 。 
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Hn) [a 


图 13.1 状态 反馈 系统 的 复 频率 域 结 构图 


下 面 ; 基 于 图 13. 1 所 未 线性 时 未 变 状态 反 馈 系 统 的 复 频率 域外 构图 ,进而 给 出 状态 
长 馈 的 一 些 基本 特性 和 相关 结果 ， 
(1) 状态 反馈 系统 Sr 的 传 冲 隧 数 和 矩阵 


结论 13. 1 [3x 的 传递 函数 矩阵 ] 对 图 13. 1 所 示 线 性 时 不 变 状 态 反馈 系统 了 . 受 
控 系 统 由 4X 疡 右 MFD NGC)ED 1 表征 , 表 声 x 户 分 母 托 阵 有 (3) 为 列 次 故 达 武 ， 
Dis) 一 Drs) 下 也 有人) (13.1) 
其 中 
stl 
S(s) 一 (13.2) 
于 (3)} 一 【13. 3) 
.二 DC 的 px p 列 次 系数 阵 C13. 4) 
Di. 二 Dts 的 ppxn 低 次 系数 隆 (13.5) 
则 Br 的 右 MFD 形式 传递 函数 矩阵 全 gf) 为 
Gx ts) = NE) Da (Cs) (13,6) 
其 中 
Dr(s) = [DOD +EY 6G] = DS() + D+4R) Ws) (13.7) 
证 ”基于 图 13. 1 所 示 了 复 频 率 域 结构 图 ,可 以 得 到 
1 S08) ~ NO) Es) 
(13. 8) 


60 = DVTY ts) — Kp (3) £ 0)] 


Tr 
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其 中 心 (为 参 兰 输入 。 再 田 上 成 113.8) 的 第 二 个 方程 ,可 以 导出 
二 DO) 十 天 有 (3 《13.9) 
将 上 世代 入 式 513.83) 的 第 - -个 方 种 .并 利用 列 次 表达 式 (13. 1) ,就 即 证 得 式 (13. 6) 和 (13.7)， 

(2 状态 友 息 对 分 子 定 阵 No 的 影响 

结论 13.2 [对 At 的 影响 ] 对 间 13.1 所 去 线性 时 不 恋 状 态 反馈 系统 5; ,反馈 抢 
阵 天 的 引入 对 分 子 宇 阵 Nt5) 没 有 直接 影响 , 即 受 控 系统 了 全. 的 右 MFD NG)D :5 和 状 
态 反 馈 系 统 2x 的 右 MFD NCs)Dk5c 上 共有 相同 分 子 短 阵 Ns)， 

证 由 结论 13. 1 的 关系 式 (13. 6 可 直接 导出 本 站 j 

注 1 上 述 结论 说 明 一 个 重要 事实 , 即 状态 反馈 算 阵 的 引入 企 配 置 系统 极点 同时 
一 般 不 影响 系统 零点 的 整体 分 布 。 

注 2 得 需 指出 ,尽管 下 的 引入 对 分 子 矩 阵 N(s) 没 有 直接 影响 , 仍 有 可 能 对 Nt 产 
生 间 接 影响 ,例如 ,在 由 极点 配 壮 不 当 造 成 蕉 极点 零点 对 消 情形 中 ,对 消 后 5 的 分 子 短 
阵 不 再 保持 为 Ni0s) 。 

注 3 对 受 控 系 统 传 递 函 数 和 矩阵 的 元 传递 函数 击 言 ,KK 的 引 入 在 改变 极点 尊 时 也 将 
导致 其 零点 的 改变 。 这 就 是 为 什么 对 相同 极点 配 考 的 不 同 反馈 捧 阵 KK, 相应 5 的 各 个 
输出 变量 在 时 间 域 行为 上 会 有 明显 差别 . 

(3) 状态 反馈 对 分 母 征 阵 Dy) 的 影响 

结论 13.3 [对 Dts) 的 影响 ] 对 图 13. 1 所 示 线 性 时 不 变 状态 反馈 系统 En ,反馈 矩 
阵 天 的 引入 对 分 母 给 阵 玉 (5) 的 影响 为 ， 

( 不 改变 分 母 纸 阵 DG) 的 列 次 数 , 即 成 六 6,D0) 一 GD 1 pb, 

(ii) 不 政变 分 母 矩 阵 DG;) 的 列 次 系数 阵 , 妈 DCs) 和 和 Dx(s} 具 有 相同 询 砍 系数 阵 D,.。 

Li) 本 改变 分 母 矩 阵 Pts) 的 低 次 系数 阵 , 即 Dr = (kK 二 DD.} 

证 由 结论 13. 1 的 关系 式 (13. 7) 可 直接 导出 本 结论 。 

(4) 扩大 状态 反馈 功能 的 途径 

结论 13.4 [扩大 功能 途径 ] 扩大 状态 反馈 功能 的 一 个 途径 是 ,在 引入 状态 反 儿 同时 
附加 引入 输入 变换 ,构成 图 13. 2 所 示 包 含 输入 变换 的 线性 时 不 变 状态 反馈 系统 5 ,其 
中 ppXp 输 入 变换 阵 晶 为 非 奇 异 , 即 derH 关 0. 


Ms ls 


图 13.2 和 包 沼 输 人 变换 的 状态 反馈 系统 


(5) 包含 输入 变换 的 状态 反馈 系统 的 传递 旺 数 矩阵 
结论 143.s [zx 的 传递 函数 乍 阵 】 对 图 13. 2 所 示 包 会 输入 变换 的 线性 时 不 变 状 坊 
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反馈 系统 Zr , 受 控 系 统 由 5 有 MPFD NG)D 05) 表征 , 则 Zu 的 右 MFD 形式 传递 晴 
数 矩 阵 Gi 《5) 为 

Crp ts) 一 NGID rb (,) {13, 10) 
其 中 


Du 3) iH Disy + KE (5)] 
—HID.S() rH iD. + Ks) (13.11} 
证 由 图 13.2 的 含 输入 变换 状态 反馈 系统 5px ,并 利用 Dts) 的 列 次 表达 式 (13. 1)， 
邯 可 证 得 
全 Rs) = NIH Dt) + KP (ts)] ! 
=NOOLH DSC) + HID. Bs} KE (1! 
=NOLH Ds) + (HD FR)W Cs)] 
=N(s) Dik Cs) (13.12) 
(6) 包 人 省 输入 变换 的 状态 反馈 系统 的 切 能 
结论 13.6 [zn 的 功能 ] 对 图 13. 2 所 示 包 含 输入 变换 的 线性 时 林 变 状态 反馈 系统 
Zax ' 反 乌 矩 阵 真 和 非 奇异 输入 变换 矩阵 乒 的 引入 ,可 间 时 改变 分 母 算 阵 D(s) 的 列 次 系 
数 阵 和 低 次 系数 阵 . 特别 是 , 若 取 身 -.D,, , 则 可 使 Zhx 的 分 母 算 阵 吕 (的 行列 式 为 首 
1 密 项 式 , 即 有 


Drm(s) = Ss) + (DED. + KY (3) 《13. 13) 
证 由 结论 13,5 的 关系 式 (13. 11) 可 直接 导出 本 结论 。 
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现在 ,讨论 线性 时 不 变 受 控 系 统 基于 状态 反馈 的 极点 配置 问题 的 复 频率 域 综合 方法 ， 
并 将 问题 和 结果 归纳 为 如 下 下 个 方面 加 以 说 明 。 
(1) 问题 的 提 法 
给 定 严 真 线性 时 不 变 受 控 系 统 ,由 gx p 不 可 简约 右 MFD NtsyD-， (5) 表 征 ,D(s) 和 
N(5) 为 pX 户 和 gq Xp 多 项 式 和 矩阵 ,Ds} 为 列 既 约 , 且 有 
中 一 此 ps) 即 列 次 数 
不 失 一 般 性 令 友 志 色 之 -… 世上 


给 定 ” 个 任意 期 望 极 点 值 ; 


Ar ' 4 4 {13. 14} 
且 有 


和 4 或 为 实数 ,或 为 共 罗 复 数 
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期 望 特 亚 多 项 成 | (一 2A) 一 a (5) (13, 15) 


那 冬 ,状态 反馈 极点 配置 问题 就 是 ,确定 一 个 pxp 非 奇异 和 输入 变换 矩阵 五 和 一 个 
Xn 状态 反馈 算 阵 ,使 图 13.2 所 示 包 含 输入 变换 的 线性 时 不 变 状 态 反 僻 系 统 Snk 满足 
Grr ts) — Nis) Dr ts) 
| det 有 HA (s} 一 a (5) 
进一步 , 若 令 (4. ,如 ,EC ) 为 严 真 Nie)D IC) 的 控制 器 形 实 现 , 则 上 述 极点 配置 问题 就 等 
价 于 确定 一 个 二 X 疡 非 奇 异 输 和 变换 拓 阵 旦 和 一 个 产 x# 状态 反馈 下 阵 天 ,使 成 立 ， 
det(sT — A,. + BHK) ~— o's)} C13.17) 


(13.18) 


部 
Enk 闭环 系统 矩阵 特征 值 一 由" Ae A (13. 18) 
基 此 ,也 称 极点 配置 问题 为 特征 值 配置 问 题 ， 
《21 Zak 极 点 配置 的 基本 结论 
结论 13.7 [极点 配置 基本 结论 ] 对 图 13.2 所 示 包 合 输 入 变换 的 线性 时 不 变 状 态 反 
局 系 统 3x , 受 控 系 统 由 gxp 严 真 不 可 简约 右 MFD N(s)D 1(s) 表 征 , 表 pxp 分 母 什 阵 
DCs) 为 列 次 表达 式 : 


Dies) = Dosts) DP(s) (13.19) 
再 表 期 望 特征 多项式 为 
Qs) st 
"ep Cs) tt 1 二 apts) 13. 20) 
其 中 ,一 B,D(s) 即 列 次 数 。 那 么 ,车 取 输 入 变换 矩阵 百 和 状态 反馈 矩阵 下 使 有 
H = D.. C13. 21) 
(CC 
Kg 人 一 | 一 - — Di:b. Ws) (13. 22) 
一 ] 0 
则 状态 反馈 系统 Zar 可 实现 期 望 极点 配置 , 即 有 
detDim {3) = a (38) 13. 23) 
证 结论 13,5 中 已 经 导出 ,Zax 右 MFD 的 分 母 矩 阵 的 关系 式 和 以 
Dnsx ts} = HDSG} 十 《再 -1D +RIY(s) (C13. 24) 
将 式 (13,.21) 和 式 (13.22) 代 人 式 (13.24), 可 以 得 到 
sy me ee ps) 


一 1 
Dur (ts) ~—Sts) + DNAD.. (一 DD. 本 (5) 十 ° 


Tn ee 一- 
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和 ra) ee p(s)! 


1 A 


4 0 -1 st 
进而 ,将 上 式 中 最 后 一 个 容 阵 按 庶 线 作 分 块 化 处 理 , 导 出 四 个 分 块 甄 阵 ; 
Dts) 一 st wts}, Dt(s) 一 [Lastsyaosfs)] 


三 | 让 1 
， 加 
1D, 一 D,;(s) 一 


基 此 ,并 利用 分 坎 矩 阵 行列 式 计 算 公 人 式 ,就 即 证 得 
detDpx Cs} =detDo ls) det[ Di ts) 一 DCs) Ds (5) Do Cs) | 
一 站 sas) + a (ss) sh 十 
二 # 十 QCs)sT 和 十 eof 全 Tt 十， tapts)sts + apls) 
=a" ts) 
结论 13. 8 [求解 反馈 和 矩阵 方程 ] 对 上 述 结论 给 出 的 方程 ， 
Ga ols) 


一 ] D 
EY {Css) -一 。 -一 DD.! Dh. CC») 


一 1 0 


符 定 矩阵 其 一 [局 ,K …,K,] ,KK 为 p XxX 阵 
已 知 和 矩阵 D:D = LD, "D, "DD,],D, 为 bp Xk, 阵 
则 求解 反例 矩 阵 分 量 KK, 的 方程 为 


Qts) do 3) 
” 一 ] i 1 0 hp 1 
0 : : 一 ] 加 
K, -| .|-s, ， 下。 = —D, ， 
3 3 5 5 心 4 
1 : ] . 1 : 1 


0 0 


‘13. 


(13. 


‘13, 


‘13. 
(13. 


25) 


.26) 


28) 


29) 
30) 
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站 
Np 0 ap! 六 1 ats) 而 ! 1 
| 0 | |! 
KK, 可 D, kK, | 一 。 - 了， 
半 ss | , ] : | | 
L 1 0 L 1 | 1 - 0 1 |， 
—1 
£13, 31) 
证 考虑 到 
| | se 1 
| 
天 (3) = ER ,K,] = |K, kK, : | 
呈 5 
1 1 1 
(13. 32) 


五 由 下 Ys) 一 LD, ,DD,] 本 一 | 


= | 互 | - 5, 
po 
丰 
| 1 
了 


(13. 33 ) 
并 将 式 (13.32) 和 趟 (13. 33) 代 入 趟 (13. 28) ,就 即 导 出 式 (13. 31)。 证 骨 完 成 ， 


(3) Zr 极点 配置 的 综合 算法 

算法 13.1 [极点 配置 党 合算 法 ] 给 定 线性 时 不 变 爱 控 系 统 的 dXX 户 严 真 不 可 简约 
ND 5) ,有 (5 为 列 既 约 ,deg detD(s) 二 mn。 再 给 定 个 和 任 意 期 户 极 点 慎 A7 ,Ar ,...， 
4。。 笋 求 综 合 满足 极点 配置 要 求 的 疡 藉 产 输 人 变换 矩阵 吾 和 户 xz 状 态 反 馈 矩 阵 政 。 
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Step 1; 怎 出 号 人 0) 列 次 数 天 记 ，。 
Stcb 2; 定 出 有 GD) 列 次 形 达 式 的 系数 年 阵 及. ,下 ,和 低 次 阵 更 6)， 计 算 Do.!， 
Step 3; 计算 对 应 本 .说 At 的 特征 名 项 式 e' (4)。 
Step 4: 家" (为 
a (sy oe ap rs ks 十 总 ps 
定 出 子 多 项 式 组 站 SS 
step 5: 肥 H=D,.， 
Step 6; 采用 比较 系数 法 求解 方程 组 ， 


人 | | 
大 ”1 一 mi 1 mt 1 ] 一 
: 0 —] 四 
Kk, 一 -一 1 a K 一 — 上 D, » 由 
| | 5 0 3 
1 | : | 1 1 : [ 1 J 
L 0 0 J 
ap_1(5} 
ai 0 Sl) [ep | Upt sy Tes 1 
o | 1; 
上 E, 一 —D.,. 再 RK, ， —D,' | 
机 | 三 由 四 | 由 | 
1 0 1 L 0 J LI 


定 出 并 ,i 二 1,2,..…,p，。 
Step ?7; 组 成 KK 二 [K,K,,… ,KK,]。 
Step 8: 计算 停止 。 
{4) 综合 举例 
例 13.1 给 定 2xX2 线 任 时 不 变 受 挖 系统 的 严 真 NGOD sy) ,其 中 
5 0 5 0 
NO) = pe _ PY = | se 
容易 判断 其 为 不 可 简约 , 且 D(s) 为 列 既 的。 定 出 Dis)} 的 询 次 数 为 


上 | 一 3， k, 汪 1 
基 比 可 部 ”一 外 十 二 一 3 二 一 4。 给 出 一 组 4 个 期 望 闭环 极点 ， 
4 =—2, 4A, 一 一 土 记 ，Aw 二 一 5 


并 导出 相应 期 望 闭环 特征 多 项 式 ， 


aq" (5) = Tc- )》 一 全 十 9 十 295 十 55s 二 50 
下 面 , 首 先 定 出 Do) 的 系数 矩阵 和 低 次 阵 ， 


由 
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站 
1 0 Y 0 0 0 0 8 , 1 0 
p -| A ! ,0 | 2 ] 1 1 pi 
日 "” 了 
进击 ,通过 将 a" (s} 表 为 标准 形式 : 
a (5) 二 5 十 (97 十 29s 十 55)s 十 (50) 
定 出 子 针 项 式 组 : 
cf — 9s | 29s + S55 az(s) = 50 
并 可 计算 导出 
aits) uats) gy 十 29s 二 55 50 
0 =| 一 1 ,| 
心 日 
1 __ 
oro | bri 1 


骨 表 下 二 [Ki ,KK ,KK 和 Ki 为 2X3 和 2X1 待定 矩阵 ,组 成 求解 和 下 , 的 方程 组 ; 


加 
Da [二 中] 0 | 
s |」 一 一 1 1] 
| ) 应 十 六 十 启 ， 一 ] 一 部 十 本 5 二 过 | 
99 十 295 + 55 
2 一 


从 而 , 求 得 满足 极点 配置 要 求 的 状态 反馈 和 矩阵 为 


29 55 50 
KD | 1 


5 


1 0 
ol 
0 4 


最 后 .基于 上 述 综 合 结果 ,可 以 导出 包含 输 人 变换 的 状态 反馈 系统 Znx 的 传递 函数 矩 


T+- pe ee 
ep mi 
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阵 忆 wa 43 六 


Gir ts) = NCUsy Dr ts) 
其 中 


Ns ] | 一 0] 
NCSs 一 
-2 二 一 


， Fats) CS 
及 PR) 有 十 (DDN TRV) SC 二， ) 0 
虹 人 20s 355 | 
一 十 
5 一 1 
「 十 9 十 了 和 5 "| 
~ .| —1] ' 


特征 值 -特征 向 量 配置 的 复 频 率 域 综合 


特征 值 -特征 向 量 配置 是 对 极点 配置 问题 的 自然 推广 。 对 线性 时 不 变 受 控 系 统 ,其 特 
征 值 -特征 向 量 配 置 复 频 率 域 综合 的 问题 和 结果 ,可 归纳 为 如 下 几 个 方面 加 以 论述 ， 

(1) 问题 的 提 法 

给 定 严 真 线性 时 不 变 受 控 系 统 , 设 由 gX zp 不 可 简约 右 MFD N(s)D-! (s) 表 征 , Ds) 
和 N(3) 为 pxXp 和 9gXp 争 项 式 和 矩 阵 ,D(s) 为 列 既 约 。 给 定期 望 性 能 指标 ,包括 一 组 期 望 
闭环 符 征 值 和 一 组 期 望 特 征 向 量 。 表 斯 望 闭环 特征 值 组 为 


AT 和 用 > | A C13., 34) 
且 为 实数 或 共 印 复数 ,并 满足 两 两 机 异 限 制 。 其 中 
Sk 二 nn， 下, 二 ,Dts) 即 列 次 数 (13, 35) 
表 期 望 特征 向 量 组 为 
hs fr 《13. 363 
且 满 足 限制 条 件 ， 


(D 了 为 属于 于 (4 ) 的 值 域 空 间 的 nx 1 常 项 量 , 即 可 表 为 有一 轨 (47 )p,。 其 中 ,p， 
为 任意 疡 X1 非 黎 向 量 , 昌 (人 4) 为 D(a) 的 做 次 阵 ,f 1,2,… ,x 

CD 《天 一 1 2 为 线性 无 关 。 

《iD 当 和 为 实数 ,相应 了 为 实 向 量 ;, 当 因 和 4+: 为 共 斩 复 数 , 相 应 f, 和 f,, ,为 共 
瑟 复 向 量 .。 

莽 此 ,特征 值 -特征 向 量 庙 上 所 问题 就 是 ,确定 一 个 pxXp 非 奇异 输入 变换 矩阵 五 各 一 
个 Xn 状态 反馈 定 阵 下 ,使 包含 输入 变换 的 线性 时 不 变 状态 反馈 系 统 Zr 的 状态 空间 措 
述 具 有 期 望 特征 值 组 {4* "71,2,…,n} 利 期 望 特征 向 量 组 {fi 二 1 ,2,.…,n)， 
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(2) ps 特征 值 -特征 疝 量 配置 的 基本 结论 

结论 13.9 [特征 值 -特征 向 量 配 置 基 本 结论 ] 对 包 全 输入 变换 的 线性 峙 不 变 状态 反 
局 系统 了 : 受 控 系统 由 4X 户 不 可 简约 右 MED NiOD 1ts) 表 征 , 表 pxp 列 茎 约 失 阵 
了 (为 列 次 表达 式 ， 


Ds)y = DS + Dis) (13.37) 
表 1” 一 1,2 9 为 期 望 特 征 值 组 ,1 一 1 2 为 期 望 特 征 向 量 给 , 旨 注 足 前 述 
随 制 条 件 ,其 中 


n= - Dh .一 GD) 即 列 次 数 (13. 38) 
那么 ,车 取 输 入 变换 矩阵 有 和 状态 反 馈 和 矩阵 天 为 
H = D,. (13. 39) 
Ko=— Delg, se gs fi fd’ = Derlk (13. 40) 
其 中 
处 二 DO Dp.， pp 为 使 f= 于 (A)p, 的 任意 户 X1 和 非 零 向 量 ， 二 1.2, 
(13. 41) 


则 状态 反馈 系统 3ux 可 实现 特征 值 -特征 向 量 期 望 配置 , 即 Six 的 传递 省 数 矩阵 
GHr (5) 一 NOD Dak (3s), Dar (s) = SC5) + (CDAD .4 KRY (Gs)} 《13. 42} 
的 控制 器 形 实现 (4. 一 B.HK, 吾 . 百 ,C. 具有 期 望 特征 值 组 1 ,i 一 1,2， … .nn) 和 期 诅 特 征 
问 量 组 {ff ,i 二 1,2,-…,n}。 
证 首先 ,由 下 = 一 [gy… 8 六， 天] 可 以 导出 


RK[ fi fs] 一 一 [eg ] 《13. 431 
基 此 ,并 利用 式 {13. 41) ,可 以 得 到 
Kf, =—g, 一 一 DC )p,, i= 1.2,..un (C13. 44) 


考虑 到 了 一 和 (9pi, 将 此 代 人 上 式 并 加 整理 ,又 可 导出 
KY A) p+ Dr )p, 一 [DO +RP OA) jp 0, 7= 11,9, 《13. 45) 
进而 ,由 式 (13, 42) 和 式 (13, 40) ,可 得 Bux 右 MFD 的 分 母 矩阵 Du (5) 为 
Darks)} 一 和 65) 十 【有 有 +A) 
一 DeeLDsC) 十 中. 更) 十 天 多 (5)] 


=Dar L Ds) +- FF (5)] ‘13. 46) 
具 而 ,由 式 (13. 46) 和 式 (13, 45) , 皇 可 以 导出 
Daur ta, 2 p, 一 籼 , fi 一 ] 2 《13. 47) 


但 知 , 对 i=1,2,… ,nyp, 为 pX1 非 零 向 量 。 基 此 ,对 i 三 1] :200 ,n 一 和 意味 
着 Prm CA" ) 为 奇异 , 即 有 

detDpg CA ) = 0, 7 Oo 1,2,.,n (13, 481 
髓 考虑 到 状态 反馈 的 引 人 不 改变 分 母 短 阵 的 列 次 数 , 因 此 可 表 


hr rr TA ET hm TE hr 
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Daur ts) = DS 十 五 ,. 轩 (5 (13. 49) 

由 此 ,并 利用 式 (13.48) ,可 由 N{ 六 Di (5s} 的 控制 器 形 实现 (#4 一 B.HK,B.H,C.}) 的 性 质 
进一步 导出 

detCa i IT— A. + BHKR) CdetDy) qdqetpirt = 0, 7—1l2n 【13.50) 
这 就 表明 ,2 ,i 一 1 ,2,… ,nn) 为 C4. 一 BB HK) 的 特征 值 , 即 zj 实现 期 望 特征 值 配置 。 而 
据 控制 器 形 实 瑰 的 性 质 又 知 ,车 对 i 一 1,2,…,n,A 为 (六 .一 BHK) 的 特征 值 , 且 p, 为 使 
Pt4， )p, 一 0 的 非 零 向 量 , 则 轨 04. )p, 一 了 为 (4. 一 B.HK) 的 属于 4 的 特征 向 量 , 即 jx 
实现 期 望 特征 向 量 { 了 .i 二 1,2,…,n} 配 置 。 从 而 ,证 得 在 式 (13. 39) 的 输入 变换 矩阵 片 和 
起 (13. 40) 的 状态 反馈 矩阵 KK 取 法 下 ,Sn 实现 以 1 1.2 为 特征 值 和 17.: 一 
1,2,… ,9 为 特征 向 量 的 期 望 任 意 配置 。 证 明 完 成 

(3) Zux 特征 值 -特征 向 恒 配 置 的 综合 算法 

算法 13.2 [特征 值 -特征 向 量 配 置 综 合算 法 ] 给 定 线性 时 不 变 受 控 系 统 的 9X 轧 不 
可 简约 严 真 NC9DD 0 ,DCs) 为 列 既 的 ,deg detD(s) = 上 n。 给 定 满足 限制 条 件 的 期 望 闭 
环 极点 组 {4" ,i 一 1,2,…,n} 和 期望 特 征 向 量 组 {f. ,i 二 1,2,.……,n}。 要 求 综合 满足 配置 要 
求 的 一 个 pXp 输入 变换 失 阵 日 和 一 个 pxn 状态 反馈 矩阵 到， 

Step 1: 定 出 D43) 的 列 次 表达 式 的 系数 定 阵 DD ,Di. 和 低 次 阵 亚 (5) 。 计 算 Di 

Step 2: 计算 g, 一 DG )p,,p, 为 使 了 一 (4)p 的 任意 px1 非 零 向 量 ,i 二 1,2,.…， 


Step 3: 计算 [了 ‘fs 
Step 4: 计算 R= 一 [gi 8 广大， 
Step 5; 计算 下 = Dx!' 民 
Step 6: 取 日 =DD,.。 
{4) 综合 举例 
例 13.2 给 定 2x2 线性 时 不 变 受 控 系统 的 严 真 右 MFD NCsID "ss) ,其 中 
Ci 0 5 0 
ND = [2 让 一 [ 25 十 * 十 1 sp 
容易 判断 其 为 不 可 简约 , 且 Ds) 为 列 胸 约 。 定 出 D4sj) 的 列 次 数 ， 
中 一 3， 玫 一 上 
由 此 可 知 n= 上 | 二 2 二 3 十 1 二 4。 撕 些 ,给 出 一 组 4 个 期 望 闭 环 特征 什 ， 
A = 一 2, A23 一 一 1 土 记 , 裕 一 一 5 
和 满足 限制 条 件 的 一 组 期 望 特征 向 量 ; 
4 


一 Grz 一 于 
A = (Ar pp) = 0 |- 2 
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一 3 一 让 0 一 3 一 过 
一 1 十 这 010 1 
fp 1 0 =- ] 
0 1 | 
aij 0 F- 3 十 jd 
1 一 认 0 站 |-1-2 
fs = 0 )Ps = 1 0 [|- | 1 
.0 1 | 
25 0 0 | 
1 0ILl y 
0 1 1 
下 面 , 首 先 定 出 Ds) 的 系数 答 阵 和 低 次 阵 : 
3 0 
0 ， 0 -0000a 
Dp. —|, sj Y= 1 ol MT 2 1 11 
0 1 
进而 ,计算 定 出 
r—8 01r2 —16 
#1 =DAar yp = [9 _ ,= [- pe 
| 11 —j2 0 1 {ilij2 
gs —D(A: )p = [oi 41- L3+jl8 
11 +4+j2 0 1 11 十 这 
E: 一 有 (43 )p: = [se =- ii 
g: = DA )p, 一 |- 1 | = | | 
一 54 一 19JL1 一 19 
于 是 ,就 可 求 得 
一 16 11—j2 ll+i2 0 
Lg ,gas gs'g ] 一 |_ 3 十 j18 3 一 j18 _ 9] 
1 1 广 
10 5 
1 ] . .1] 
“10 26 T57120 is 
[ffisfs, fT! = 
一 二 十 j 工 一 二 十 j 之 EE 
10 7120 20 2 
1 EE -了 
15 5 2 


Tn pe me 


| 
| 
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K=— DLg.g: Bg fi ff,sf.] 
1 9 10 中 
| 13 15 " 
日 20 4 4 
} 0 
H=D,. = | | 
0 4 
并 且 , 基 于 土 述 综 合 结果 ,还 可 导出 状态 反馈 系统 Zuk 的 传递 孙 数 矩阵 Grr (4s) 为 
Ht) = NG) Dr ts) 


其 中 
所 0 
2 十 ] 
中 十 4 十 9s 二 10 0 ] 


Dx (sy) = 3 ， 2 了 | 
19: Ts 5 十 5 


My) 一 | 


13.2 极点 配置 问题 的 观测 器 -控制 器 型 补偿 器 的 综合 


极点 配置 的 状态 反馈 具有 结构 简单 和 抑 于 综合 的 特点 。 状 态 反 馈 的 问题 在 于 状态 不 
可 量 测 叶 致 的 物理 不 可 实现 住 。 基 本 解决 途径 是 引入 状态 观测 器 ,利用 重 构 状 态 取代 真 
实 状态 构成 状态 反馈 ,以 兼顾 期 望 极点 配置 和 物理 可 实现 性 的 要 求 。 基于 这 种 思路 ,本 节 
推广 讨论 极点 配置 的 观测 器 -控制 器 型 补偿 反馈 控制 。 观测 器 -控制 器 型 补偿 反馈 实质 上 
就 是 具有 观测 器 状态 反馈 的 复 频 率 域 形式 ， 


问题 的 提 法 


给 定 线性 时 不 变 受 控 票 统 , 由 4X 声 严 真传 递 画 数 矩阵 Gts) 表征 ， 并 宫 为 不 可 简约 严 
真 右 MEFD NOD IC， DC 和 NS) 为 户头 产 和 9X 姑 多 项 式 和 矩阵 ,D(s) 为 列 既 约 。 
给 定 任意 期 襄 闭 环 极点 组 ; 
{ai = 1,2, nn n= 2 ;二 态 ,DD(s) 即 列 次 数 (13. 51) 
它们 可 为 实数 或 共 恩 复数 。 由 期 轩 环 极点 组 还 可 导出 期 包 闭 环 符 征 多 吉 式 为 


av” Cs} 一 I -x ] 一 中 十 ay is 1 十， "二 ar 二 全 【13. 52) 


基于 观测 器 - -控制 器 型 补偿 反馈 的 极点 配置 问题 就 是 ,构造 补偿 器 以 实现 如 下 两 方面 
的 综合 要 求 。 
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(iD 同 环 控制 系统 31 满足 斯 望 极点 配置 ， 综合 一 个 补偿 器 ,使 B14 的 极点 为 期 望 极 
点 ;A ,二 1.2.….n}, 即 等 价 地 满足 
Girts) = NGIDA (ss) 
| cdetDan yy TdetDipts} = oa” (5) 
其 中 .Dr 为 Dez (3) 的 列 次 系数 矩阵 。 
(i) 观测 器 -控制 器 型 补偿 器 满足 物理 可 实现 性 ,一 是 反馈 方式 注 足 物理 可 实现 性 ， 
即 构 成 反馈 的 系统 变量 是 可 量 测 的 ,如 输出 y 和 输入 #。 二 是 补偿 器 满足 物理 可 实现 性 ， 
即 其 传递 函数 和 矩阵 为 真 。 
实质 上 ,观测 器 -控制 器 型 补偿 反馈 极点 配置 属于 具 存 物理 可 实现 性 约束 的 极点 配置 
问题 范畴 。 基 此 ,自然 地 可 把 这 类 有 约束 极点 配置 问题 的 求解 过 程 顺 序 地 分 为 两 个 步骤 ， 
即 以 状态 反馈 极点 配置 结果 为 基础 的 原理 性 综合 ”和 * 以 物理 实现 为 目标 的 可 实现 性 综 


合 ” 


《13. 53) 


观测 器 -控制 器 型 反馈 极点 配置 的 原理 性 综合 


先 来 讨论 观测 器 -控制 器 型 补偿 反馈 极点 配置 的 原理 性 综合 问题 。 简 而 言 之 ;问题 的 
实质 是 ,以 (detDa.) 'detDes (5) 一 a* (3) 为 综 会 指标 ,导出 闭环 控制 系统 3 的 组 成 结构 
和 原理 性 补偿 器 的 传递 孙 数 矩阵 。 其 中 a' (3) 为 由 期 望 闭 环 极点 组 导出 的 期 望 闭 环 特征 
多 项 式 ,Dcr (s} 和 Da. 为 闭环 分 母 乔 阵 及 其 列 次 系数 算 阵 ， 

(1) 期 望 闭 环 分母 矩 阵 Der (5) 

结论 13. 10 [期 望 闭环 分 母 阜 阵 ] 对 给 定期 望 闭环 极点 组 {4 一 1.2…,1}, 表 对 应 
期 望 闭环 特征 名 项 式 为 

a (= st ap Us) tT tp C13.54) 


其 中 
7 一 Dk, ,二 人,D(s) 即 列 次 数 (13. 55) 
则 以 fa ,i 二 1,2， … ,为 特征 值 的 一 个 期 望 闭环 分 母 逢 阵 Dot) 大 
5 十 af esf] ee GPS 
一 1] CE 0 
Der (ts) = 一 1 : (13.56) 
， . 0 
—1] Sep 
是 有 
上 
二 上 二 ,Dis(s) 即 列 次 数 ,n == Yk (13. 57》 


” Tri ET re 
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Dear trl 的 列 次 系数 阵 Di 一 工 《13. 5 和) 
证 大 有 ft 为 分 块 秘 阵 ; 


Dts)y Dl(s) 
Des) -|[m (5)  D, 0 
[st tatsy a ts) pC) 
1 交 
一 0 一 1 “， 《1T3. 391 
总 — 1 Sp 


再 据 分 块 答 阵 行 询 式 计算 公 \ 式 ， 就 即 证 得 
detiDer (s) = detDss (s) detL Di C3) -— Ds (8) Ds 《t+ 有 Cs 
=s Ts tas) as sts)s tt ] 
= 二 ts Wt atsyT tri oa 1 十 ,ts) 
_ (13. 60) 
(2) 状态 反馈 矩阵 Ms) 
结论 13. 11 [状态 反馈 符 阵 ] 给 定 线性 时 不 变 于 控 系 统 的 9 关 声 不 可 简约 严 真 后 
MFD N(s)D (3) , 户 X 疡 分 母 矩阵 了 (为 列 既 约 , 组 成 图 13.3 所 示 状 态 反馈 系统 的 复 频 
率 域 结构 图 。 现 取 关 X 户 状态 反馈 矩阵 Ms) 为 
Ms) = Derts) — Dis) C13,65]1) 
其 中 Derls) 为 期 望 闭环 分 母 矩 阵 , 则 可 使 对 应 状态 反馈 系统 5k 实现 对 任意 期 望 闭环 极点 
组 {4" ,i 二 1,2,…,n} 的 配置 。 


图 13.3 状态 反馈 系统 的 复 频率 域 结 构图 


证 由 图 13.3 所 示 状 态 反 馈 系 统 三 :可 以 得 到 
| (5 一 DD (sv Mes) Es)] 
a 人 【13. 82) 
了 一 


其 中 ,5 (5) 为 x1 复 频率 域 部 分 状态 向 重 . 再 由 上 式 的 第 一 个 方程 ,通过 计算 和 整理 ， 
有 


E05) = [D0) + MG dts) (13. 63) 
将 式 (13.637 代 人 式 (13. 62) 的 第 二 个 方程 ,可 进而 得 到 3 的 传递 隐 数 矩阵 Gx Cs) 为 
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人 5) — NOY DE (Cs) (13. 51) 
Dt) = DO) —— M's) | 《13.65 1 
现 令 Brkt 一 有 0: 即 合 对 A 一 1.2.-… 宗 现 配置 ， 基 此 ,六 利用 式 513.657， 
就 可 导出 虑 (13,61)。 证 明 完 成 
(3) 状态 反馈 系统 5 的 物理 不 可 实现 性 
结论 13.12 .5x 的 不 可 实现 性 ] 按 图 13.3 所 示 结 构 综 舍得 到 的 线性 时 不 变 状 态 反 
址 系统 Xx ,尽管 满足 期 望 极点 配置 要 求 .但 由 于 部 分 状态 600) 为 不 可 量 测 和 和 MG) 为 多 
项 式 答 阵 , 因 市 是 物理 上 不 能 实现 的 ， 


观测 器 -控制 器 型 反馈 极点 配置 的 可 实现 性 综合 


在 上 述 综 合 导 出 的 状态 反馈 系统 YY 基础 上 .进而 接 物 理 可 实现 穆 则 讨论 的 可 实 
现 性 综合 问题 。 

《1) 控制 功能 等 价 于 Sr 的 结 榴 物 理 可 实现 输出 输入 反馈 系统 工 。 

结论 13. 13 _ 输 出 输入 反馈 系统 ] 对 图 13. 3 所 民 按 期 户 锥 点 配置 综合 导出 的 状态 
反馈 系统 3x ,其 控制 功能 等 价 的 结构 物理 可 实现 输出 输入 反馈 系统 5 如 图 13 4 所 示 . 

证 由 受 控 系统 gxp 严 真 右 MFD N(WD 1 《5 不 可 简约 知 ， 1D Nt 为 石村 
不 。 基 此 ,并 据 右 互 质 性 贝 佐 特 等 式 判 据 ,9 知人 存在 pxXp 和 户头 gq 多项式 短 阵 症 (:) 和 
Y 纺 使 成 立 ， 

KOYDG) YOYING)} 一 了 {143,66) 


由 此 ,并 利用 pxX1 的 5G)=D-iOa() 和 gxi 的 0)=NGE C3) ,可 以 得 到 
MD =MEOOLKCGIDG) HYCONG)] EC 


=MOOXCOIDGY Es) 4 MOIYCOONG) FO) 
=MCOKXCOIuG) — MOYYCY Ys) £13.67) 


这 吉 表 明 ,在 保持 "期 望 极 点 配置 " 即 “ 反 馈 作用 为 MGO8 (5)* 前 提 下 ,提供 MCF C5) 的 
芭 局 变量 已 被 取代 为 可 以 量 测 的 输出 ?Cr) 和 输入 上 Cs》, 因 而 反馈 结构 是 物理 上 可 实现 
的 。 进 而 ,由 式 (13. 67) 即 可 导出 图 13, 4 所 夫 控 制 功能 等 价 干 5 的 结构 物理 可 实现 办 
出 输入 反馈 系统 zc; 。 证 明 完 成 。 

注 应 当 指出 ,尽管 Er 在 反馈 结构 上 是 物理 上 可 实现 的 ,但 由 于 两 个 补偿 器 的 传递 


晒 数 矩 阵 即 pxXp 的 MOYX(VI 和 pxg 的 胜 (sYYts) 为 多 项 式 算 阵 ,因而 3r 整 体 上 仍 是 
物理 上 不 可 实现 的 。 


(2) 以 形式 MFD 表征 补偿 器 
结论 13, 14 [以 形式 MFD 表征 补偿 器 ] 对 图 13 4 所 示 按 期 望 极点 配置 得 刘 的 续 


UO rr a 
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A 


图 13.4 输出 和 和 连 信 反 讲 系统 芯 + 结 构 赂 


性 时 不 变 输出 输入 反馈 系统 Er ,引信 户 x 户 待定 可 道 算 阵 了 Cs) ,并 表 

下 (sy 一 TOIMOIXCGY, HO) = TOYMECNYES) C13. 68) 
则 在 控制 功能 等 价 前 提 下 ,导出 以 形式 左 MFD TCOOF(GDY 各 T's)Htx) 表 征 补 位 器 的 
输出 输 人 反馈 系统 Zce ,如 图 13. 5 所 示 。 


证 对 式 (13.67) 的 MCE (9 关系 式 . 引 人 可 道 矩 阵 Tu ,并 采用 式 (13.68) 中 给 出 
的 表示 .可 以 得 到 


MD =T CDITCDAMTCDXCDRCD + TO MOOY GY) YS)] 
一 了 (CsJFCaJRKS) TT (HOY ys) (13. 69) 


这 表明 ,在 保持 “期望 极点 配置 " 即 “反馈 作用 为 W(s)E(s)" 的 前 所 下 , 随 个 补偿 器 已 由 形 
式 开 MFD T DR 和 了 :C3)HCs) 所 表征 。 并 且 , 由 式 (13.69) 即 引导 出 图 13. 5 所 示 
控制 功能 等 价 于 Zx 的 以 形式 MFD 表征 补偿 器 的 输出 输入 反馈 系统 Et。 证 明 完 成 。 

注 在 结论 中 ,所 以 称 了 -CDFC 和 了 105) 开 (5) 为 形式 左 MFD 是 因为 它们 实质 上 
仍 为 多 项 式 撼 阵 。 基 此 ,图 13. 5 的 输出 输入 反馈 系统 3 实际 上 仍 是 物理 上 不 可 实现 
的 ,其 意义 只 在 于 为 推导 物理 上 可 实现 的 输出 输入 反馈 系统 ze 提供 过 渡 性 步骤 


-TS 


图 13.5 以 形式 MFD 表征 补偿 器 的 输出 和 输 人 反馈 系统 Ser 


(3) 以 真正 MFD 表征 补偿 器 

结论 13.15 [以 真正 MFD 表征 补偿 器 ] 对 图 13.5 所 永 按期 望 极点 配置 得 到 的 以 
形式 MFD 表征 补偿 器 的 线性 时 不 变 输出 输 人 反馈 系统 Ser , 表 受 控 系 统 的 YX 户 严 真 右 
和 左 MFD 为 


不 可 简约 AD 二 不 可 简约 DE! (5)N, (6;) {13., 70) 
再 引 人 二 (5) 对 D.(5) 的 "矩阵 除 ”，; 


Hj) = L(Y)D, (ss) + N,(s) {13.7]) 
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并 基于 Fis) 定义: 
N.C) — FCO) Ls NL () (13. 72》 
则 在 控制 功能 等 价 前 提 下 ,导出 以 喜 示 左 MED T LN 和 全 LN 表征 补偿 器 
的 输出 输入 反馈 系统 扎 4. 如 图 13.6 折 示 。 
证 对 式 (13.69) 的 邮 (9 (关系 式 ,利用 区 = DEC 和 区 5 一 NE 可 
以 得 到 
MD TCDECOORCD FT OIHG) YG) 


=T OLFCOIDG) HF HOONGY) J] 0s) (13.731 

基 此 ,并 据 Nt) 有 PC 一 有 On 这 以 导出 
NODDCD DONG) = 0 (13.74) 
下 (DC + HOYNG) = TO} MG) (13.75) 


表 将 上 述 两 个 美 系 式 联合 表示 .有 
Firs) HIls) Dis) TOY Ms ) 
[vi pe 0 | 
进而 ,利用 (6s} 对 再 (7 的 “ 拭 阵 左 除 ”关系 趟 于 (一 工人 DA Cs 和 引 大 的 定妆 
式 (13,72), 可 以 给 出 


13.76) 


Ni) = His} ~ LOS)D, ts) (£13. 77) 
N,(5) 一 Fls) + LOYN, TS) {13,78) 
上 于 对 式 (13.76) 引 大 如 下 的 单 模 变 换 ， 


| |] His} ] | 是 | | (13 -9 
=— | he 
习 I NG) — D(C)jJLNGs) Lo 二 了 JL 0 


那么 ,由 此 并 利用 式 (13.77) 和 (C13.78) ,可 以 导出 
[9 A ]- [Ten 
NG) DN 0 
而 由 式 (13. 80) ,还 可 得 到 
TOOM(s) = NCSYD(s) + N,N NGS) (13. 81) 
从 而 , 基 此 并 考虑 到 Tts) 为 可 道 ,同时 利用 Dis)Y (一 2 和 NO) 一 ?0 可 以 导 
出 mWf(Cs) 二 《ss) 关 系 式 为 


MD ED 一 TCDNCDD(D ED + TCDNCDJNCD EEC) 
=T™ (SN, Cutsy 十 了 -TCRN (70s) (13. 82) 
这 表明 ,在 保持 “期 望 极点 配置 * 即 “反馈 作用 为 MGs)E 《3 前提 下 ,两 个 补偿 器 已 由 真正 


左 MFD TT CN 和 TCDN Cs) 所 表征 。 并 且 , 由 式 (13, 82) 即 可 导出 图 13.6 所 未 
控制 功能 等 价 于 Ex 的 以 真正 MFD 表征 补偿 器 的 输出 输入 反馈 系统 5c: 。 证 明 完成 。 


《13. 80} 


| rrr pr ie a i 1! 
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注 “ 在 闭 论 中 , 凡 管 开 OA 和 TCD 为 趴 正直 MFD, 但 还 有 待 于 通过 
选择 活 洁 po 并 隆 了 6 使 于 OINGOY 和 了 CON 为 证 从 这 个 意 训 工党 ,多 13.86 的 
输出 输入 反 说 系统 1 从 然 只是 推导 物 埋 上 可 实现 补 嵌 器 的 输出 输 大 反馈 系统 Scr 的 " 桥 


ull ' 
Tt YY- 一 + -- 一 -一 -- -一 -| Wt tl 一 本 ~ 


| 
了 1 日 | 
| 国 TN Fe i = 


图 13.6 以 真正 MFD 志和 定 补偿 器 的 输出 和 输入 扩 鱼 系统 苇 t 


(4) 构造 真 MED 表征 的 补 屡 器 

结论 13. 16 | 构造 真 MFD 补偿 器 ] 对 图 13.6 所 沁 按 期 望 极 点 配置 得 到 的 以 真正 
MFD 表征 补偿 器 的 线性 时 不 变 输出 输入 反馈 系统 Er , 表 受 控 系 统 的 gx p 严 址 右 科 左 
MFD 为 


不 可 简约 NGOD Tt 一 不 可 简约 Di CY)NL(s) C13, B31 
$.,DLts) 一 gXg 分 母 窑 古 D, (3s) 行 深 数 ,) 一 1.2.……,7 (13, 81) 
vo maxd D.C), dD. )} (13,85) 


再 为 "观测 器 ”任意 指定 (一 1)p 个 期 组 极点 15 + Sb :它们 为 实数 或 共 绒 复数 ， 
并 表 对 应 期 刻 特 征 志 项 式 为 


tlip 
arts) 一 nl 《SS 一 SS ) 
r- 1】 
— a" lip _ Oi. Dr1S lirm 1 _ 十 日 sb, 
SS 十 记 ;Cs)s "二 BB,(s) 
{113.8} 
那么 , 若 取 
一 各 8 一 1] 
Ds) sr 
Ts) = ; _ , (C13.87) 
Btls) $s ! -1l 
则 有 


(i) TCDN, (5) 为 真 MFD; 
4 TOGYNC3) 为 真 MFD, 当 且 仅 当 DisyDr'ts) 为 正则 直 ， 即 LDKCsJDRICs) .和 天 
工 为 非 奇 异常 阵 。 其 中 ,pr tn 为 原理 性 综 私 合 中 导出 的 闭环 分 母 算 阵 。 
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证 0 证明 于 CON,C 为 和 对 此 .由 成 (5,85) 知 vv 为 Di 0) 的 最 太行 次 数 , 拍 
然 地 + 也 为 DD 4) 的 稻 大 于 深 数 ， 几 由 姑 阵 兴 美 系 式 (13.71) 吕 知 


BN 下 王 深 数 全 D 6) 好 到 次 数 ， =: 1 ,2g C13,887 
于 是 ,基于 上 述 两 点 .可 以 于 出 
人 12 13.89}) 
等 价 了 地 ,这 艾 意味 善 对 行 次 数 有 
GT 1 (13.90) 
进而 .由 式 (13.87) 的 TO) 形式 知 扶 为 行 晤 约 . 日 有 
HTS v1, 7 ep C13,91) 


基 此 ,并 据 MFD 的 真性 判 据 , 就 即 证 得 于 1) N,ts) 为 自 ， 合 题 得 让 。 
(i) 证 明了 ON,(y) 为 真 。 对 此 ,直接 引用 式 (13,81) .有 
NCSYDGY) + NCING) 一 了 NO) (13.921 
再 出 原 丙 性 综合 给 出 的 式 (13.65) 知 MCG) 一 Dr (0)--Dis) ,将 此 代入 上 式 并 加 整理 ;可 以 
导出 


[LNs + TI) DY) 二 和 TCD = Tis} D, ts) (13. 093) 
进而 ,考虑 到 Dk C3) 和 T(s)} 为 可 赣 阵 .将 上 趟 左 秉 十) 和 右 乘 有 Cs 可 以 得 到 
了 TEN 十 了] 有 (十 下 -1 ROADR TS = 【13.949) 
经 简单 归并 ,还 可 表 上 式 为 
+ TI)N, (Cs) ID De (ys) ET ON CI NDS 一 了 (3.95) 
式 中 ,前 已 证 得 了 GDN, (5) 为 真 ,而 由 NCJD 168) 严 真知 NCODDxo(y) 为 严 自 ， 从 而 ， 
就 有 


jimT IN) 二 有 ( 非 零 常 星 ) (13,96) 
limNe 有 fs) 一 是 13,97} 
lim TT CONCYJNGIDE GG) = 0 (13. 981 


基 此 ,并 将 式 (13.95} 取 极限 ,可 以 进 -- 步 导出 
[DCDR CG] ET OIN, (SD)] [DIDE (Gs)] 一 了 《13. 99) 
这 表明 , 当 且 仅 当 DCsyDr! C5) 为 正则 真 MFD 即 LDCsyDxtCs)] ,ff 为 非 亲 异常 阵 , 有 
[TCWC -一 非 零 常 是 《13 190) 
即 荆 (5)N,(3) 为 真 MFD。 命 题 得 证 。 证明 完成 ， 
《5) 物理 可 实现 输出 给 人 反馈 系统 的 传递 函数 矩阵 
结论 13. 17 [物理 可 实现 E. 的 传递 函数 矩阵 ] 对 碌 车 期 望 极点 配置 和 物理 下 实现 
性 得 到 的 线性 时 不 变 输 出 输 人 反馈 系统 五: , 即 图 13.6 所 未 结构 和 补偿 器 以 真 生 :CN CN) 
本 了 《Sty) 表 征 的 输出 输 和 反馈 系统 ,其 以 MFD 表示 的 传递 函数 算 阵 为 
rt 一 NOY DCs) (13. 101) 


Tn en 
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Dits) = [DO 4+ MY] {13. 102) 
证 ”由 图 13,5 所 基 区 rw 辣 构 图 ,证 以 导出 
T CIOLN, CuCGY 十 NGC 一 站 人) 一 DEC (13. 103) 


于 式 中 代入 gt 一 DOD 和 0) 一 NGOYE G5) ,并 左 节 TGs) ,可 以 得 到 
NCIODEI FO) TF NAONGY EC = TOO TD) DEC] (13.104) 
经 简单 的 计算 和 整理 ,还 可 表 上 式 为 


[NOIDEYI 十 NODNG 十 TD 让 (9 一 TCD 让 (5 (13. 105) 
再 之 ,基于 式 (13. 92) ,有 
TCDJMCD = NYDN) LN (CING) (13, 108) 
于 是 ,将 上 式 代 入 式 (13.105) ,本 以 进而 导出 
TOIOLMGY + DOYTE CY) = TO $b (6;) (13. 107) 
考虑 到 TCs) 为 非 背 异 , 还 可 将 上 式 表 为 
[ME DDO}TE CS) = os) (13, 108) 
而 利用 极点 配置 原理 性 综合 的 结果 Mis) 二 Dx(s) 一 Ds) ,再 是 由 上 上 区 得 到 
EC) = Dx: Cs) os) (13. 109) 
由 此 ,并 利用 (5) 二 NGF CS) ,就 可 导出 
0) = NODE = NODA (CS) Dd 0) (13.110) 


从 而 ,证 得 兼顾 期 望 极点 配置 和 物理 可 实现 性 的 输出 输入 反馈 系统 But 的 传递 函数 定 
阵 光 
Gerts) 一 NGC) 一 ACTDI + Ms)] 《13, 111y》 

注 结论 表明 , 引 人 观 测 器 -控制 器 型 补偿 器 的 结果 ,不 改变 按期 训 极 点 配置 原理 性 
绿 合 给 册 的 闲 环 系统 传递 画 数 矩 阵 , 即 Ge (3) 二 GCs) = NGD Dr (6) 

(6) 分 离 性 原理 

结论 13. 18 [分 离 性 原理 ] 对 兼顾 期 望 极 点 配置 和 物理 可 实现 作 的 线性 时 不 变 输 出 
输入 反馈 系统 Zecr 的 综合 可 分 离 地 进行 , 即 满足 分 离 性 原理 。 在 按期 望 极点 配置 综合 时 ， 
可 以 不 考虑 物理 可 实现 性 ;在 解决 物理 可 实现 性 时 ,可 独立 于 期 望 极点 配置 进行 。 


极点 配置 的 观测 器 -控制 器 型 补偿 器 的 综合 算法 


算法 13.3 [极点 配置 综合 算法 ] 给 定 线 性 时 不 变 受 控 系 统 的 gx p 严 真 不 可 简约 
MFD: 


Nis}yD (ss) 一 DL' Cs} N.Cs) 


13.,2 极点 配置 问题 的 观测 器 - 控制 王 型 姑 偿 吕 的 红 


其 中 , 户 x 疡 的 五 4) 列 既 约 ,wx 的 了 (s) 和 起 约 ,deg detDts) 一 


D: (sy 的 晤 大 行 次 数 为 r。 再 任意 给 定期 望 闭 环 系 统 极点 组 {4 ,一 
望 极 点 组 ls 1,j 王 11.2,tv PP。 要 求 综 合 满足 极点 配置 要 求 的 


TAN 和 了 Oo) 
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deg detD, ts) 一 1 衣 
1 、 2 补 伙 器 期 
补偿 医 的 真 MFD.: 


其 中 .Tes) 为 PpXp 多 项 式 算 阵 ,N,() 和 NN. 为 PpXg 和 ppX 思 多 项 式 簿 阵 。 


Step 1; 定 出 


Dix) 的 列 次 数 ; :由 ， Fn" :大 
Dis) 的 行 次 数 i,， 1 + "Ri? 


Step 2; 计算 
a (Cs) =J[G a 7 二 "aa 
1 
一 和 十 的 人 二 人 人] 十 
Step 3: 计算 
(一 1 和 
arts) = 1 (ss) stp 
r=ml 
= BRODY Mel Bs Ds +B, ts)s | Bt(,) 
Step 4: 组 成 
5 二 as) els) | 
一 1] 5 2 0 
Der(s) 一 —1 : 
. 0 
一 1 Sp 
Step 5; 组 成 
+B(ts)y —1 1 
TO RY | 
Bs ts) 3 ! 一 1| 
Step 6, 计算 
NE = Derts} — Dis) 
Step 7: 定 出 使 


CD) 十 了 (ANC57 一 了 


的 PXp 和 ppXg 包 项 式 和 类 阵 鲍 (sj 和 YCs)。 


Step 8; 计算 


hh 


下 (sy = TOIMCGI NGSY 


OT EM ee pp 
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Hew) = 了 (CC 
Step 9; 由 五 05) 对 五 (的 "矩阵 除 " 关系 式 
H{s) LOYD (Ss) + N.(s) 
定 出 N.Y 和 上 (6)， 
Step 10; 计算 
Nts} — F(WY) LOIN GG) 
Step 11; 补偿 老 的 左 MFD 为 
TN Cy) 和 了 (UON, (Cs,) 
Step 12: 停止 计算 。 


13.3 输出 反馈 极点 配置 问题 的 补偿 器 的 综合 


以 输出 变量 为 反馈 变量 构成 的 反馈 结构 称 为 输出 反 局 。 输 出 反馈 的 优点 是 其 有 良好 
物理 可 实现 性 ， 伍 是 ,输出 反馈 不 共有 状态 反馈 所 具有 的 控制 功能 ,包括 不 能 对 系统 全 部 
极点 的 任意 配置 。 扩 大 输出 反馈 控制 功能 的 基本 途径 是 引入 补偿 器 。 莫 此 ,本 节 讨 论 输 
出 芭 馈 极点 配合 的 补偿 器 综合 问题 ,内 容 涉及 补偿 器 的 复 频率 域 综 合理 论 和 综合 算法 。 


问题 的 提 法 


给 定 线性 时 不 变 受 控 系统 ,可 由 真 或 严 真 传递 畏 数 矩阵 G(s) 完 全 表征 ,由 d 共 声 的 
ts) 为 不 可 简约 右 和 左 MED， 
GH) 一 NOID 一 有 ON CC) 《13, 112) 
其 中 ,和 有 (9 为 9Xx 声 和 声 Xp 多 项 式 征 阵 , Ni Cs) 和 D5) 为 gXp 和 gXg 名 项 式 短 
阵 , DCs) 为 列 既 约 ,Di{s) 为 行 既 约 , 且 有 
k=D(s), j= 1.2,.,p 


由 一 dD C;), 1 一 1] ,2 ,0 
. ' 
二 Dk (13. 113) 


进 硬 ,约定 采用 图 13.7 所 示 具 有 补偿 器 前 单位 输出 反馈 结构 . 其 中 ,由 G(s) 表征 的 
万 块 为 爱 控 系统 ,由 Cs) 表征 的 万 块 为 补偿 器 。 补偿 器 也 为 线性 时 不 变 系统 ,由 pxg 传 
递 冰 数 和 矩阵 Cls} 或 其 不 可 简约 MFD 表征 ,补偿 髓 的 阶 数 设 为 mm。 
县 之 ,任意 给 定期 望 性 能 指标 , 即 一 组 期 望 闭 环 极点 、 
{A A eA} 《13. 114) 
世 们 可 为 实数 或 共 因 复 数 , 日 8 一 > 十 mu 


i3 3 输出 反馈 极点 配置 问题 的 补 身 器 的 综合 657 


基 此 ,输出 反馈 极点 配置 的 补 则 器 综合 问题 的 提 法 为 ,确定 -个 补偿 器 使 图 13.7 所 
示 单 位 输出 反馈 系 统 信 5s 注 足 如 下 两 个 综合 要 求 . 
(i) 实 班期 望 的 极点 配置 . 即 对 输出 反馈 系统 er 的 传递 函数 扎 阵 Gets) 有 
Ga 概 点 二 和。 二 1;2 ,9 (13. 115) 
tiiD CO) 为 物理 上 可 实现 . 即 Ci} 为 舱 或 严 真有 理 分 式 短 阵 或 赴 MFT。 


十 可 站 


图 1;3.7 上 丘 有 补 殿 器 的 单位 输出 友 贸 系统 


在 复 频率 域 方法 中 ,对 和 输出 反馈 极点 配置 的 补偿 器 综合 问题 的 求解 ,区 分 为 两 类 情形 
进行 赋 究 。 一 类 是 爱 控 系统 传递 咕 数 矩阵 G(s) 为 循环 情形 .利用 特 环 Glts) 的 有 关 特 性 ， 
可 为 综合 问题 的 求解 提供 理论 上 和 算法 上 的 简便 性 。 另 一 类 是 受 控 系统 传递 了 号 数 知 阵 
G(s) 为 非 循 环 情形 ,基于 循环 情形 综合 问题 结论 和 附加 反馈 ,可 以 直接 导出 综合 结果 


传递 前 数 和 矩阵 的 循环 性 


本 部 分 中 ,对 传递 函数 矩阵 GCs) 引 和 人 循环 性 及 其 相关 概念 ,在 此 基础 上 给 出 循环 传 
递 函 数 和 矩阵 的 基本 属性 。 戎 后 可 以 看 到 ,这 些 属性 对 于 简化 输出 反馈 极点 配置 的 补 伴 器 
综合 间 题 的 研究 是 很 有 作 助 的 。 
(12 GCs} 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 
结论 13. 19 [特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 ] 对 真 或 严 真 geX 户 传递 函数 矩阵 G(s) ,从 
复 频率 域 前 度 ,有 
G(s) 的 特征 密 项 式 Ats) 
二 Gts) 所 有 1 阶 ,2 阶 、… min{g, p) 阶 子 式 最 小 公分 母 C13.116) 
G(s) 的 最 小 包 项 式 5) 


一 G(s) 所 有 1 阶 子 式 最 小 公分 母 (13,117) 
(5) 二 5) 下 sy ， 5(5) 为 标量 多 项 式 (13. 118) 


注 GC) 的 i 阶 子 式 指 GCs) 中 由 任意 ;i 行 和 任 童 :i 列 构成 方 阵 的 行列 式 ,G(s) 的 1 
阶 子 式 同 于 Gts) 的 元 传递 函数 。 
(2) 循环 传递 函数 矩 阵 
结论 13. 20 [循环 传递 函数 矩阵 ] 对 真 或 严 真 "Xp 传递 函数 和 矩 隆 Gis), 表 A(ts) 为 
其 特征 多 项 式 ,#5) 为 其 最 小 多 项 式 , 则 有 
G5) 循环 会 4095) 二 有 (3) ,上 为 非 零 常 数 《13. 119) 
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例 13.3 给 定 2<3 传递 隔 数 算 阵 G6) 和 Gi) 为 


] 3 0 [i_l 工 1 | 
Es 3 十 2 pr $s 十 人 3 二 2 $ 二 2 
Puls) | ] 1 1 5 
1 十 了 Y 十 2j 3 十 2 :二 2 5 一 2 
容易 定 出 
站 一 (十 2 下 (一 十 2 
of 一 5 十 了 BC -一 十 了 2 
基 此 .有 
As = Cs BY, Agts) — 1 Bts) 
从 而 ,可 短 


Gu ts) 为 非 循环 ， Gs (3) 为 御 环 
《3) 和 撼 环 GC) 的 零 空间 
结论 13.21 [等 空间 ] 对 真 或 严 真 9xp 铂 环 传递 函数 矩阵 G(s) ,其 元 传递 函数 
&《5) 为 不 可 简约 ,i 一 1,2,,g 1j 一 1,2,…, 户 。 再 设 
“Ats) = 二 0 根 ”= 二 "#5) = 0 根 ”= (eA 商 两 相 异 ‘13. 120) 


且 表 

GCs) = WSN N(s) 为 g Xp 多 项 式 矩 阵 (13. 121) 

则 有 
人 二 G5) 零 空间 = 0 Un. 《13. 122) 
二 (5) 有 零 空间 二 NYU QO" (13. 123) 
人 二 G5) 左 零 空间 = 200 中? 了 YU C13. 124) 

其 中 
人 ”一 Ga) 右 零 空间 = 人 11 € RNGQDD 一 0 《13. 125 ) 
人 0 一 Ga) 左 零 宝 间 = 人 | 4 和 信 *,ppNC) 二 0) (13. 126) 

且 有 
qdimd2t9 一 p— rankNea,) 《13. 127) 
dimf? 一 ww 一 rank 训 CA ) 《13. 128) 
dd = 12 (13. ]29) 


(4) G(s) 的 循环 性 判 据 

结论 13,22 [循环 性 判 据 ] 若 真 或 严 真 G(s) 为 1Xxp 或 gX1 有 理 分 式 算 阵 ,出 Gs) 
为 和 手 环 。 

证 ”基于 循环 性 定义 即 可 证 得 本 结论 ， 

结论 13. 23 [循环 性 判 据 ] 对 真 或 严 真 "X 户 传 表 函数 睹 阵 G(s), 表 gg, (和 gsts) 
为 任意 两 个 元 有 理 分 式 传递 汕 数 ,i 辽 a,j 尖 B,1 一 1,2,…,g,j 一 1,2,…p， 那么 , 若 不 存在 
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-个 4 为 它们 的 公共 极点 , 即 不 存在 4 使 
CA Ag) = 00 (13. 130) 

同时 成 立 . 则 G3) 为 循环 。 

证 ”基于 循环 性 定 交 即 可 证 得 本 结论 。 

注 需要 注意 ,上述 铺 论 只 是 四) 为 循 打 的 充分 条 件 , 这 意味 着 G(s) 不 满足 结论 条 
件 时 仍 有 可 能 为 循环 ， 

(5) 撕 环 G0) 的 特征 多项式 的 属性 

结论 13. 24 [特征 多 项 式 属性 ] 对 真 或 严 真 9*X 户 循环 传递 函数 矩阵 如 (5) , 表 其 特 
征 多 项 式 为 ALG(5)j。 那么 ,对 任意 站 天 后 着 和 有 天 瑞生 着 ,用 二 作品 和 上 营口 , 必 
成 立 ， 


fs) ] 一 &. AL GCs = EALtGE0)] 13.131) 
其 中 ,, 和 上 &: 为 非 堂 常数。 
证 限于 证 明 式 (13.131? 的 第 一 个 等 式 , 第 二 个 等 式 的 证 明 类 间 。 对 此 ,出 右 零 空间 
定义 知 ， Yas EDA As "A ,Yt 竺 各,, 有 


NOADE E00, d= 1,2,.,n (13. 132》 
基 此 ,并 考虑 到 1， $A $s) =0 的 根 ,得 到 
Cyt, = Bs Nd. NCOt 和 8$(s) 只 有 常数 公 因 子 (13. 133) 


其 中 ,Gest 为 gx1 有理 分 式 算 阵 。 从 而 ,由 此 证 得 
aLC(s)] 一 k$ts) ( 因 循 环 G(s) 有 4[LGts)] 一 $5) 
二 [G(s)t] ( 因 式 (13. 133)) 
二 EALGCOH] ( 因 g x 1 的 Gis 为 循环 ) 
二 上 A[GCO4] (〔( 取 二 目 为 常数 ) (13, 134) 
注 前 已 导出 
0 = 0 UO UY A dimf'? = p— rankNe,) 
则 由 rankN (644) 兰 1 可 知 ,人 0 为 况 中 个子 空间 ,生子 空间 的 最 大 维 数 为 Pp—1, p=2 
为 例 .Q. 为 2 维 平面 上 的 n 条 直线 。 这 意味 着 ,对 训 中 的 几乎 所 有 px 1 维 实 向 量 5 都 
可 使 式 (13. 131) 成 立 。 这 一 论断 同样 适用 于 二， 对 循环 受 控 系统 的 输出 反馈 极点 配置 补 
偿 器 的 综合 问题 的 求解 ,上 述 结 论 具 有 重要 意义 ， 
(6) 循环 G(s) 的 能 控 性 指数 和 能 观测 性 指数 的 属性 
结论 13. 25 [能 控 性 指数 和 能 观测 性 指数 属性 ] 对 真 或 严 真 9Xp 循环 传递 孙 数 算 
隆 上 Gis) , 表 
Cs} 一 不 可 简约 NG '(s) = 不 可 简约 再 (5) (5) (13. 135) 
PX 的 DCs) 列 次 数 = 1 ,k,，… ,此 ,， 《13, 136) 
9Xg 的 DG) 行 次 数 一 1 ,ka -机 } (13. 137) 


TO a opr Er Nar re rit “pa Cr i rs 
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Gir) 能 控 性 指数 一 maxi .让 (13. 138) 
G(s) 能 观测 性 指数 一 maxi 二 (13. 139) 
屠 么 .对 任意 0 六 Er 和 07LER 0, 和 和 二 儿 人 2 成立， 
.GCs 能 控 性 指数 = Gs} 能 控 性 指数 {13. 140) 
Cl 能 观测 性 指数 = Gt) 能 观测 性 指数 {13. .11) 
证 上 厌 于 证 明 式 413, 141) , 戒 513. 140) 的 证 明光 司 。 对 此 , 林 以 导出 
GO 一 下 十 (0 (13. 142) 


再 基于 G(3)? 的 不 可 简约 五 :Cs Cs) ,并 利用 循环 Gy) 的 特征 党 项 式 属性 结论 ,可 
知 交 志和 他 品 :有 

kidetDi Cs) = ATGO)] = kA C(O) | £13. 143) 
这 表明 ,DL (DN (3 和 Di'(s)NL Cor 具有 等 同 极点 。 于 是 .考虑 到 极点 定义 具 对 不 订 
痪 约 MFD 成 立 和 4 的 任意 性 ,进而 可 知 记 CN G4 为 不 可 简约 MEFD 基 此 ,又 可 
得 到 


Gt 分 母 矩 阵 行 次 数 二 五 (Cs) 行 次 数 二 18, ,不 。 | {13, 111) 
从 而 ,就 即 证 得 
GCs) 能 观测 性 指数 = maxi 6.) 一 G(s) 能 观测 性 指数 
(13. 145) 
《72 对 非 循环 传递 肖 数 算 阵 的 循环 化 方法 
结论 13. 26 ! 非 循环 Cs) 的 循环 化 ] 对 真 或 严 真 gxp 韭 循环 传递 卫 数 短 阵 G(r}， 
构成 图 13,8 所 示 输 出 反馈 冻 统 ,K 为 p xg 常 阵 , 且 HJ 导出 闭环 系统 传递 画 数 运 阵 为 
Ges) = [T+GOYK] 5G(0 — Gi RG)]! 《13. 116) 
则 对 几乎 所 有 任意 户 X4 常 阵 牙 , 千 (s) 为 循环 传递 函 
数 短 阵 - TS 0 Cal 
证 表 GCs) 的 特征 多 项 式 为 
ALGCs)] = a,s" 二 Gi 二 as 二 a 
(13.147) 图 13.8 党 反馈 阵 输 出 反馈 系统 
其 中 ,as Cd 二 0,1, 以 ,nn) 为 容 阵 KK 元 上 ,的 函数 ， 
i 一 1,2,w ,pj 二 1,2,…,q。 进 而 ,将 针 项 式 3[GC)] 对 s 求 导 ,可 以 得 到 


人 ALEC] 一 ngs tno las 二 十 也 (13. ]481) 


显然 ,对 ALc(s)j=0 包 售 重 根 情形 , 式 (13. 147) 和 (13. 148) 给 出 的 多 项 式 必 包含 雪 项 式 
公 因 子 , 即 此 类 情形 下 多 项 式 ALG(s)] 和 da4[LC(s)]/ds 为 非 互 质 。 再 由 专项 式 闻 妾 质 性 
分 析 知 ,ALGts}] 和 dA[G(s) yd 非 互 质 的 充分 必要 条件 为 
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ud Un ts (1 0 0 | 
如 a a dy 0 0 
; 
) . a a i 
det .0 “ | — Ek) = (13.149) 
ad 2 “na 站 0 me 站 
全 | Det, ee Nel, 0 站 
| 
1 n 站 se. 本 Da ep, 


此 外 ,考虑 到 和 矩 阵 下 中 共有 XXg 个 天 衣 1 所 以 每 一 扑 对 应 的 1 :1 即 为 实 " 向 量 " 空 间 
4" ?中 的 一 个 向 其 ,而 所 有 pxg 的 下 的 集合 构成 空间 .2 。 显 然 ,af 有 一 0 的 非 零 解 
it 只 构成 2 和 "中 的 一 个 子 空间 。 这 表明 .对 风 平 任意 选取 的 下 ,都 有 天 0 即 
ALGts)j=0 根 两 两 相 异 。 再 据 循环 第 阵 充 分 性 判 据 , 若 A[G(s) 13 一 0 要 两 两 相 异 , 则 对 应 
G(s) 为 循 环 。 综 上 ,就 即 证 得 对 几乎 所 有 伍 取 记 xg 常 阵 此 ,Gisj) 为 循环 。 

注 上述 结论 为 对 非 循 环 G0) 的 循环 化 提供 了 -条 简单 叮 行 的 途径 .这 在 非 循 环 受 
手 系 统 的 输出 反馈 极点 配置 补偿 器 综合 中 有 着 重要 意义 。 


输出 反馈 极点 配置 补偿 器 的 综合 :循环 G(s) 情 形 


在 循环 性 概念 基础 上 ,现在 进而 讨论 铂 环 GC) 情形 的 输出 反馈 极点 配置 补偿 器 的 综 
全 问题。 并且 ,为 使 讨论 思路 更 为 清晰 ,将 问题 和 结果 分 解 为 如 下 一 些 方面 进行 论述 ， 

(1) 补偿 器 的 组 成 方案 

结论 13. 27 [补偿 器 组 成 方案 ] ”对 真 或 严 真 受 控 系统 的 9X 户 循环 传递 函数 矩阵 
603), 表 .和 2 为 其 右 零 空间 和 左 零 空间 , 则 随 综合 过 程 中 取 辅 助 向 量 为 px1 非 零 
0 或 1xg 非 零 6 4 02 ,输出 反馈 系统 中 的 补偿 器 相应 地 有 图 13. 9(a) 和 和 (b} 两 种 方案 。 

注 在 上 述 两 种 方案 的 补偿 器 的 综合 中 ,不 管 是 采用 的 措 述 还 是 引信 的 运算 都 是 对 
偶 的 。 基 此 .下面 的 讨论 中 ,只 就 图 13.9(a) 的 方案 给 出 综合 方法 和 相关 结论 。 

(2) 受 控 系统 的 描述 

结论 13. 28 | 受 控 系 统 描述 ] 对 图 13. 9(a) 所 未 具有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反馈 
系统 Er , 若 原 受 控 系 统 由 真 或 严 真 9 六 六 循环 传道 函数 和 矩阵 G(s) 表征 , 则 综合 中 采用 的 
受 控 对 象 由 真 或 严 真 4X1 传递 丽 数 矩阵 GG) 表征 .其 中 儿 0, 为 使 成 立 


ALGE)] = ££ ALGC)R ] 《13. 150) 
的 任意 pX1 非 零 向 量 ,0. 为 G(s) 的 右 零 空间 ,为 非 零 常数 进而 , 肯 
GCs) 一 不 可 简约 NO) D's) (C13, 151》 


其 中 N(s) 为 gx1 多 项 式 扎 阵 ,Df 为 标量 多 项 式 , 昌 售 
过 站 (5 — A (13.152) 


人 
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太一 加 
An - Cs | 四 | -| Gy 上 to 
LL -二 一 -一 -一 -一 J | 
-| i 
三 ] 
- | ! Ti 
"Pr 六 人 dt | 
L | 
| 
th) 
图 13.9 输出 反馈 系统 中 补习 器 的 两 种 组 成 方案 
Des} = Drs DistD. DAAD 13, 153) 
NG) 二 Ni 十 :Ns NN, 13,151) 


《3) 评 丛 器 的 措 述 

结论 13. 29 [补偿 器 描述 ] 对 图 13.9(a) 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 上 反馈 系 
统 er ,车 原 补 偿 器 的 传递 函数 失 阵 为 pXg 真 或 严 真 CO) 二 +.C4s), 风 综合 中 旨 确 定 的 
补偿 怖 传递 函数 矩阵 为 1 XxXg 真 或 严 真 Cts)。 进 而 , 表 


CC} 二 不 可 简约 Di:1(4) WN, ts) (13. 155) 
其 中 N.(s) 为 1Xg 多项式 矩阵 ,了 .5) 为 标量 多 项 式 ,日 今 
degD.(s) = m (13, 1567) 
Ds 一 Das"t+ + Ds+ Dos, D, 0 {13. 157) 
N.C) = Noms 二 ~ Nas NN. C13. 158) 


(4) 具有 补偿 器 输出 反馈 系统 E. 的 传递 消 数 矩阵 
结论 13. 30 _Zcr 传 递 函 数 和 矩 阵 ] 对 图 13. 9(ay 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 和 输出 
反馈 系统 ZEcer ,基于 上 述 描述 的 gxe 闭 环 传 递 函 数 算 阵 Gets) 为 


Grr Cs} = Det (Cs) Nor (ts) 《13. 159) 
1X1 阵 Derts) 一 一 (DO 十 NTNC5) 《13. 160 ) 
dXq 阵 Nes(s) 一 NCS)N. 5) C13, 161) 


证 据 图 13.9(a) 的 Secr 铺 构图 ,可 以 得 到 
| hts) = Co 3) — GO hes)] 


(5) 一 Gin hs) 10) 
再 由 式 (13. 1652) 的 第 一 个 方程 ,可 以 导出 
hs) = L1H+COOOGIN IC os) 《13. 163) 
将 式 \13. 163) 代 人 式 (13. 162) 的 第 二 个 方程 ,并 考虑 到 35) 二 Gee lw)% 0s), 得 到 
Ger (ts) = GD [Ll + CCIGO), FiCs) (13. 164) 


基 此 :并 注意 到 Gts)5 一 NG)D7T'(s) 和 C0) =D (SN CD ,就 即 证 得 


13.3 输出 反馈 极点 孔 置 问题 的 补偿 器 的 综合 663 


Ge 一 NENDD Hd [1 DTN CINGYD es) D.C)N. (Cs) 
NOOOD OID) 一 NON | IN, (3) 
= DYDGs) 一 CD INCGSIN, (Cs) 
= Diet (3) Nee (3) (C13. 165) 
“53 期 望 闭环 分 母 短 阵 Dit ta 
结论 13. 31 [期 望 闭环 分 母 阵 ] 对 图 13.3(a) 所 未 具有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反 
庶 系 统 Ze ,任意 给 定期 望 闲 环 极 点 组 i .机 ,Aya ,它们 为 实数 或 共 赤 复 数 , 并 表 对 
应 期 望 闭环 特征 多 项 式 为 


My 


a {= [Goa = a a (13. 16$) 
[i 


则 可 取 1x1 期 望 闭环 分 母 阵 Dre fs) 为 
Dir(s) = ke (0) = Ps "HPs Fs+ PF (13,1067) 
Fi = kar ho 0l,,n 二 mn (13. 168) 
一 任意 非 零 常数 《13. 169) 
(6) 综合 间 是 的 形式 化 
结论 13. 32 [综合 问题 形式 化 ] 对 图 13.9(a) 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反 
铅 系 统 Es ,基于 上 述 各 结论 中 导出 的 表达 式 ， 
1X1 密 项 式 矩 阵 DCs) 二 也 5 十 … 十 Ds 二 DD, 
9 XX ] 儿 珊 式 矩 阵 NGs) 一 Ns" 十 "NsiN, 
1X1 才 项 式 和 矩阵 D.C3) = Ds" 十 十 Ds 二 Da 
1 Xx gq 多 项 式 短 阵 Nts) = Na 十 十 NO 二 
] x 1 名 项 式 矩 阵 Dis C5) 一 Foy" 二 十 Fs 二 下 
组 成 分 块 矩 阵 ， 


D, 也 | D, [4 愉 
N, N, N, 0 0 
QO Do D1 D, 0 
全 一 0 ~ 员 Nl N, 心 省 《十 1 十 13 
0 2 0 DD, Ds 也， 
愉 人 0 N, MN, NN. 
OOO 
nn 十 黄 十 1 (13.170) 
i 一 LD, Ne : D, Na : ~ : 了 N., ] 13. 171) 
lxtog+ lyrmtly 


一 [Fe F) 2 Fj ) (13. 172) 


1xfr 十 四 十 1 


rr 
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则 有 
绕 合 补偿 器 C06) ,使 闭环 要 点 (GCG = 二 和 1 二 12 
5 半 方 程 DD CODGD) 十 NING) = 二 Dos) 求解 1D.0s NO 
对 方程 TS, 一下 求 解 工 ， (13. 173) 
注 ”由 上 【上述 结论 堆 知 ,补偿 器 CG) 的 存在 性 等 价 于 方程 工 $, = 三 的 有 解 性 .而 综合 
补偿 器 Cts) 等 价 于 确定 方程 了.$, = 了 的 解 阵 工 。 
(7) 补 懂 器 综合 的 基本 结论 
结论 13. 33 [补偿 器 综合 结论 ] 对 图 13.9ta) 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输出 反 
泪 系 统 Eee , 设 受 控 系 统 的 yxp 循环 传递 请 数 和 矩阵 G5) 为 * 产 真 ", 补 偿 绒 的 X44 传递 函 
数 拒 阵 C5) 为 * 真 ”"。 表 
Gt) 二 椒 可 简约 NOID 1 二 不 可 简约 DBON (x) 
Ds) 列 次 数 一 1 入: 
Ds) 行 次 数 = (0 4 
G6) 能 控 性 指数 = max{ 友 3 
在 Cs) 能 观测 性 指数 二 ImaxiRi rv Re sk 
Cs} 的 阶 数 = 1 
那么 . 若 取 
mminipg— lv -1} ‘13, 1714) 
则 存在 补偿 器 Cts} 可 使 闭环 系统 Ei 的 所 有 十 二 个 极点 实现 任意 期 望 配置 
证 分 为 两 种 情形 进行 证 明 。 
CU G0 一 1 一 ])。 对 此 ,考虑 到 G(s) 和 G(s) 具有 相间 能 观测 性 指数 v8 由 纵 
定 条 件 (13. 174) 导 出 


中 十 1 让» £1]3, 175) 
基 此 ,并 利用 + 二 maxlkn ko 此,,} ,可 以 得 到 
qm 1) gr Dh, =n (13, 176) 
将 上 式 两 边 加 以 Cm 一 1), 有 
gm 1)+ (mt)2ntm+i (13. 177) 
即 
(g 二 i(m 十 1]) 汪 有 十 wy 十 1 (13. 178) 


这 表明 ,对 式 (13.173) 中 的 方程 S$, =F,(g+1)(m+41)x tn 十 m 十 1) 系 数 短 阵 5 满 是 
关系 : 
5 行 数 汪 S。 列 数 (13. 179) 
进而 ,由 式 (13. 170) 给 出 的 $. 结构 知 ,在 D(;) 和 Nt} 互 质 前 提 下 $。 为 满 秩 , 即 有 
TankS。 一 min{ 行 数 , 列 数 ; 二 $5 列 数 二 ;十 加 十 1 (13. 180) 


13 3 输出 反馈 极点 配置 问题 的 补 众 器 的 综合 555 


于 是 , 基 此 并 几 代 数 方程 有 解 性 理论 知 , 方 种 工 3$. 王 上 的 解 阵 工 存在 。 由 此 ,进而 导出 
实现 期 望 配 置 的 工 存 让 一 实现 期 望 配 血 的 CC) 存在 
二 实现 期 组 配 置 的 C6) 一 二 Cts) 存在 (13, 181) 
大 而 :对 Cr 一 1 二 tp 一 1 的 情形 ,结论 得 证 。 
Ca -ltr 一 1)。 对 此 ,采用 类 辣 推 证 过 程 , 了 岂可 证 得 结论 。 证 明 完 成 。 
结论 13. 34 [补偿 器 综合 结论 ] 对 图 13. 9ta}) 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反 
局 系统 Ser , 设 受 控 系统 的 9X 户 循环 传递 函数 年 阵 Gts) 为 " 真 ", 补 偿 器 的 户 xa 传递 明 数 
算 阵 CC 为 * 严 真 ”。 那 各 , 若 取 
1 mint tr} 13. 182) 
则 存在 补偿 器 Cts 可 使 闭环 系统 Et 的 所 有 十 m 个 极点 实现 任意 期 望 配 署 ， 其 中 , 符 
导 的 会 义 套 看 结论 13. 33， 
证 证明 思路 类 同 于 结论 13. 33 的 证 明 。 具 体 推 证 过 程 赂 去， 
(8) 综合 补偿 带 的 算法 
算法 13.4 [补偿 器 综合 算法 ] 对 图 13.9(a) 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 输 出 反 
局 系统 Zer ,给 定 受 控 系 统 的 gxp 严 真 或 真 循环 传递 明 数 算 阵 恕 Cs)， 要 求 综 台 补偿 器 的 
户 X9 真 或 严 真传 递 图 数 矩 阵 CC 使 ;实现 期 望 极点 配置 。 
Step 1: 对 9X 产 传递 函数 矩阵 C(s) , 任 取 -- 个 pX1 实 向 量 ,使 成 立 ， 
ALG(s}]| = kALGEs}t ] 


瑟 实 向 量 4 为 不 惟一 。 
Step 2: 表 aXp 的 GG) 为 
es5 二 不 可 简约 NC)D 1(,) 
其 中 ,Dts) 为 标量 包 项 式 ,NC 为 qx1 多 项 式 短 阵 ,有 是 右 互 质 {D(y) ,Nts)} 为 不 惟一 
Step 3: 定 出 {Dts) ,NCs)} 的 矩阵 系数 包 项 式 ， 
Ds) = Ds’ + + Ds+ Db, 
Nis)y = Nis" 十 十 Ns 二 NN 
Step 4: 组 成 系数 和 矩阵， 


D, Db 已 0 0 
No N] 2 N, 0 0 
0 Dm DD.! D 0 .. 0 
Si = 0 No NN. N, 0 人 
0 0 PD, ' DD ,| DD, 
0 No ND N, 


确定 使 入 列 满 秩 时 L 的 最 小 值 | , 取 b= Ln 十 1。 
Step 5: 着 GC) 为 严 真 , 取 Cts) 为 真 ,m=y 一 1; 车 G0) 为 真 , 取 C5) 为 严 真 ,m 二 =v， 
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Step 6: 指定 (as 二 mm) 个 实数 或 共 统 复数 的 期 望 闭环 极点 : 
{aL “As | 
定 出 对 应 期 望 闭 环 特征 多 项 式 、 
a (C5) 一 II Cs 4 一 SS 十 am15 | 二 +a: 5 十 an 
=| 
Step ?is 取 
Derts)y —ke’ (5) 一 ky"'t” 二 Ronimis ar so kar 
= Fns"" 十 下 ma 1 ! 二 十 下 ,YY 十 FP 
其 中 ,& 为 性 意 非 罕 常 数 。 
Step 8,， 按 类 同 于 3 的 形式 组 成 系数 扫 阵 只。。 
Step 9: 求解 方程 ， 


[Do Na Ds Ny iD, Noa]s, = [TF F, … Fm ]] 
其 中 ,对 真 Ct5) 取 N。 关 0, 对 产 真人 (中 取 N= 二 0。 定 出 
[Ds Ns Ds Nie De, N,,] 
Step 10: 组 成 


Di) 一 Das t+ Dus Do 
Nts) = Nas” + 7 Nos MN, 
step 11; 定 出 
Cs) = Do's) N.Cs) 
Cs) ~— 1 Os) 
Step 12: 计算 停止 。 


箱 出 反馈 极点 配置 补偿 器 的 综合 ; 非 循环 G(s) 情 形 


非 独 环 C(G5) 情 形 的 输出 反馈 极点 配置 补偿 器 的 综合 问题 可 基于 循环 Gts) 情 形 相 应 
结论 求解 ,其 求解 思路 区 分 为 两 个 基本 的 步骤 . 一 是 ,引入 常 反 馈 阵 长 预 输出 反馈 ,使 导 
出 的 闭环 传递 函数 定 阵 

GC) = GOVLI KRG) TT 《13. 183) 
为 循环 。 二 是 ,基于 循环 传递 函数 年 阵 情形 相应 结论 ,对 循环 G(s) 综 合 补偿 器 Cs)， 

(1) 非特 环 G(s) 情 形 极点 配置 输出 反馈 系统 的 结构 框图 

结论 13. 35 [输出 反馈 系统 结构 ] 对 受 控 系统 的 9X 疡 非 循 环 传 递 函 数 撼 阵 G (35)， 
极点 配置 线性 时 不 变 输出 反馈 系统 的 结构 如 图 13, 10 所 未 。 其 中 ,XxXg 常 阵 乓 为 预 输出 
反馈 阵 ,pXgq 有 理 分 式 阵 CCs) 为 补偿 呢 传 递 函 数 和 矩阵， 

(2) 基于 预 输出 反馈 导出 的 G0(5) 属 性 

结论 13. 36 LG() 属 性 ] 对 图 13. 10 所 示 具 有 预 输出 反馈 和 补偿 器 的 线性 时 不 迹 输 


Em nm - -- - -一 一 -一 一- 
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四 13.10 非特 环 G1， 情形 极点 能 置 输出 反馈 系统 结构 图 


出 反馈 系统 5, 受 控 系统 的 gx pb 非 循 环 G6) 经 预 输出 反馈 学 出 的 G(s) 具有 如 下 属性 : 
(i) 对 几乎 所 有 pg 常 阵 牙 .G063) 为 循环 , 妈 有 


入 C05) 一 CGC5)) .下 为 常数 (13, 184) 

(1) 对 几乎 所 有 pxXg 党 阵 下 ,出 
lim det[Lf 十 KG(:)] 一 非 零 常数 (13. 185) 

所 决定 ,有 

G03) 为 真 二 Gt) 为 真 (13., 186) 
G6) 为 严 真 党 G(s) 为 严 真 《13187) 

《ii 对 几乎 所 有 户 Xg 常 阵 下 ,有 
G(s) 的 能 控 性 指数 = GG) 的 能 控 性 指数 一 (13. 188) 
GCs) 的 能 现 测 性 指数 = G(s} 的 能 观测 性 指数 一 ， (13. 189) 


(3) 具有 预 输出 反馈 和 补偿 器 的 输出 反馈 系统 .的 传递 函数 矩阵 
结论 13.37 [zcr 的 传递 函数 矩阵 ] 对 图 13. 10 所 示 具 有 预 输出 反馈 和 补偿 器 的 线 
性 时 不 变 输出 反馈 系统 Zr , 表 受 控 系 统 的 gX 声 传递 图 数 矩 阵 Cs) 和 补偿 器 的 pxa 传 
递 画 数 官 阵 Cs) 为 
G(s) = DC (Cs) (13. 190) 
CE) = C8) 一 DHN, Cs) 《13. 191) 
其 中 , 瑟 () 和 CD 为 gxXd 和 qXx 产 多 项 式 年 阵 ,D.(s) 和 Nt 为 1X1 和 1 日 名 项 式 
矩 渐 ,为 使 A(G(5)) 一 RACG(D4) 的 px1 实 向 量 ,GG) = CGIEHTKG(C] -为 经 预 输 
出 反馈 导出 的 循环 传递 函数 和 矩阵 。 则 EH. 的 闭环 传递 函数 征 阵 Gi G3) 为 


Gcr Cs) = Dat Cs) Ne (Cx) 《13. 192) 
Duel) = LDLAODD C8) + NCOKD. (C3) NL CO N. (1)] (13.193) 
Nerts) 一 N(CH NG) (13, 194} 


证 由 图 13. 10 的 Bce 结 攀 图 ,并 考虑 到 G0) 二 [TGOIKJ-1G(5) ,有 
Gerts) =[T + GC IGCC) 
一 [十 (CE 十 个 (天 GUCCI 十 让 (下 GCC 
一 [LE 十 四 (5 其 十 GODCC5 ICGteCfs 《13. 195) 


rr 一 
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于 是 ,将 式 513,190} 和 式 (13.191) 代 和信 式 (13.195), 并 注意 到 D, (5) 为 标量 多 项 式 , 就 即 
证 得 
erFts) 一 [十 DOIN OD OOFEN DY FD ON CIK]'. 
DCN CO DI CID RN (x) 
ED YD 十 AGED WO C8) ] :NCL N. ts) 
(C13, 196 ) 
(4) 综合 补偿 器 基本 结论 
结论 13. 38 [补偿 器 综合 结论 ] 对 图 13.10 所 示 具 有 预 输出 反馈 和 补偿 器 的 线性 时 
不 变 输出 反馈 系统 Sr , 设 受 控 系统 的 95X 户 传递 是 数 簿 阵 忆 GO 为 * 严 真 ” ,补偿 器 的 px a 
传递 卫 数 答 阵 Cts) 为 " 真 ", 表 
G(s) 一 不 可 简约 DL Cs tr = 不 可 简约 NOD 1!1s) 
deg detD (ts) 一 deg detD(x) = nn 
二 如 ts) 的 能 控 性 指数 
一 Gts) 的 能 观测 性 指数 
mr 二 CCCs) 的 阶 数 
那么 , 若 取 
入 之 mintP 一 1 一 1 (13. 197) 
则 存在 补偿 器 C(s) 可 使 闭环 系统 Et 的 所 有 ;十 sm 个 极点 实现 任意 期 户 配 置 。 
结论 13. 39 [补偿 器 综合 结论 ] 对 图 13. 10 所 示 具 有 预 输出 反馈 和 补偿 器 的 线性 时 
不 变 输出 反馈 系统 Bc , 设 爱 控 系 统 的 gx 传递 函数 答 阵 G05) 为 " 真 ", 补偿 器 的 pXg 传 
弟 孙 数 矩阵 CCs) 为 * 严 真 "。 那 么 , 基 取 
m minig,v} ‘13. 198) 
则 存在 补偿 器 Cts} 可 使 闭环 系统 3er 的 所 有 za 十 mm 个 极点 实现 任意 期 望 配置 . 
(5) er 的 结构 图 化 简 
结论 13. 40 [scr 等 价 结 梢 图 7 对 图 13. 10 所 示 具 有 预 输出 反馈 和 补偿 器 的 线性 时 
不 变 输 出 反馈 系统 Zer ,为 工程 实施 上 简单 ,可 等 价 地 化 为 图 13. 11 所 示 其 有 补 侠 器 的 输 
出 反馈 系统 Ser。 


Cs] 
“9 
图 13.11 非特 环 G5) 情形 极点 配置 输出 上 反 慎 系统 结构 图 


(6) 综合 举例 
例 13.4 给 定 受 控 系 统 的 2x3 传递 函数 矩阵 G05) 为 
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il 1 na 
ft 一 I : 
0 o 1 
《0 判断 G(s 的 循环 性 。 容 易 定 出 
ts) 的 特征 守 项 式 ALs) 二 
G03) 的 最 小 名 项 式 入 让 二 
表明 GCs} 为 非 循环 , 且 受 控 系 统 阶 次 为 n 二 3， 


《1) 5 人 预 输出 友 馈 导出 循环 Gy)。 任 意 选 取 3x2 预 输出 反馈 矩阵 外 为 


1 一 1 
< ol 
2 1| 


基 此 ,导出 预 输出 反 钙 系统 的 闭环 传递 应 数 矩 阵 行 (sy 为 
Gs) =[T + GIOKR] G(s) 


ss 二 1 ss 13 1 1 
3 绰 十 当 
| 一 2 一 2 一 十 ] 
下 十 3 外 十 3 十 3 


容易 定 出 


ts) 的 最 小 多 项 式 $8) 一 中 十 3 
击 由 如 Cs} 的 2 阶 子 式 ， 


1 
m2 43) = 上 二 本 下 一 23ts5 二 1) 二 2sts 二 1}| 一 器 


1 , ， 
1g £3 一 3 十 Cs 一 上 -一 1) 十 23] 一 3 
1 f l 
Matt) = rat + ls 二 二] 一 


浆 可 定 出 
Gs) 的 特征 多 项 式 A(GC8)) 一 5 十 3 
表明 C(s) 为 循环 有 理 分 式 矩阵 。 并 且 , 容 易 看 出 ,G(s) 保 持 为 严 真 ， 
Ci) 选取 补 做 器 -输出 反馈 系统 结构 ， 注 意 到 ,对 受 控 系统 ， 
输出 维 数 g 一 2 < 输入 维 数 p 二 3 
所 以 ,一般 地 有 
G(s) 的 能 控 性 指数 px < G03) 的 能 观测 性 指数 ， 
基 此 ,采用 图 13. 9(b) 所 示 补 偿 妖 -输出 反馈 系统 结构 ， 
(iv) 综合 补偿 器 的 Cts}。 任 取 1x2 实 向 量 志 一 [1 0], 有 


Hn TE RN ee me ee rt pe eh ee ee 
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一 1 
LO) = Di CsINI Cs) = watt! x 二 1) 1] 


并 且 , 显 然 成 立 ， 
ACT) 一 CCCr) 一 站 十 3 
进而 ,由 上 述 1Gts) 的 表 法 式 , 可 以 导出 
DS=De+Ds Ds+i+h = 0 0+ 
Ni = Ne tN +rNs+iN = 0 oz+o 1 0+[1l 1 ol 0 1] 
此 后 , 按 算 法 13.4 中 5 的 块 阵 转 置 形式 组 成 系数 年 阵 5 ,整数 工 的 值 从 零 取 起 直至 中 
行 满 秩 为 止 。 对 讨论 的 问题 , 试 算 结果 表明 1.=0 短 阵 5. 已 为 行 满 秩 , 即 系数 矩阵 素 为 


D, ™, 3 1 0 !] 
5§, 一 门 NN, 0 1 1 8 
D: N; 0 0 1 0 
DN, 1 000 


从 而 ,可 知 
能 控 性 指数 关 = 工 十 1 = 1， 补偿 器 界 数 芭 二 px 一] 二 0 
进而 ,指定 十 m 二 3 十 0 二 3 个 期 望 闭环 极点 , 设 为 
A 一 一 1， A 一 一 1，47 一 一 2 
共 定 出 对 应 期 望 特征 多 项 式 ， 
Dierts) 一 (5 二 130 十 2 一 古风 十 本 了 十 天 5 十 机 一 呈 十 4 十 5 十 2 
在 此 基础 上 ,组 成 并 求解 方程 : 


3 101 F, 
_ rp lo 1 1 olrp, F 
:Ly J- 0900 10 ed |E, 
1 0 0 1 iF, 
可 以 得 到 
[FI 0 0 1 
[= Fh 0 —1 0 
Nod |Pl lo 0 1 ol la 
Fi l1 ~- 1 一 3 -2 
即 有 


最 后 ,基于 上 述 结果 ,就 可 定 出 
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Cs) = DODN, (Gs) = Do Ns = | 


] 

4 

2 

| 1 rr 1 0 
Cj) = Ct = 4I[l 0 4 
加 攻 


CY) 综合 图 13.11 所 示 输 出 反馈 系统 的 补偿 器 的 Cts)。 车 为 简化 工程 实施 采用 图 
13.11 所 示 输 出 反馈 系统 铺 构 , 则 可 相应 定 出 社民 器 的 ECs) 为 


1 0 | -1 


4 中 一 1 0 
一 2 0 


2 1 
13.4 输出 反馈 动态 解 耦 控制 问题 的 补偿 器 的 综合 


(Cs 一 Cs) 十 大 一 


解 耦 控制 广泛 应 用 于 工业 过 程控 制 领域 。 解 耦 榨 制 是 控制 理论 中 受到 关注 的 -- 类 综 
合 问题 。 解 看 控制 实质 是 通过 引 人 外 部 控制 把 一 个 耦合 的 多 输入 多 输出 系统 解 看 为 多 个 
独立 的 单 输入 单 输出 系统 。 解 耘 控制 可 分 为 动态 解 加 控制 和 静态 解 粳 控制 。 本 节 基 于 复 
频率 域 方法 系统 和 简要 讨论 动态 解 看 控制 问题 ,主要 内 容 包 括 问 题 提 法 、 基 本 类 型 解 硒 榨 
制 , 若 于 推广 性 讨论 等 。 


问题 的 提 法 


考虑 线性 时 不 变 多 输 人 多 输出 受 控 系统 。 系 统 为 方 即 输 人 维 数 和 输出 维 数 相等 , 是 

可 由 pXp 传递 汕 数 矩阵 Gs) 完全 表征 。G(s5) 为 真 或 严 真 并 采用 不 可 简约 右 MEFD 
G(s) 一 不 可 简约 NG)D Is) 《13. 199 ) 

其 中 ,Dts) 和 NN(s) 均 为 访 xXm 志 项 式 矩 阵 。 

规定 控制 模式 为 具有 补偿 器 的 输出 反馈 ， 动 态 解 糊 控制 系统 zer 的 结构 如 图 13. 12 
所 示 ,其 中 Cs) 为 补偿 恬 的 p Xp 传递 函数 矩阵 。 

基 此 ,动态 解 看 控制 的 提 法 归纳 为 ,确定 补偿 器 的 一 个 关 X 户 传递 函数 矩阵 Cs) ,使 
满足 如 下 的 三 点 综合 要 求 。 

《iD 控制 性 能 上 实现 一 个 输出 y, 由 且 仅 由 一 个 输入 所 控制 ,. 且 具有 期 望 动态 过 程 
竹 能 ,一 1,2w，, 力 。 等 价 地 , 即 要 求 控制 系统 Bc: 的 疡 基 疡 传递 冰 数 第 阵 Gece 6x) 为 非 奇异 
对 角 阵 ， 


oT A ra 
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和 1 
Ge ty) 一 …， acrit ED C13. 200) 
L Bors 全， 
县 gesits) 满 足 期 望 极点 配置 ,i 一 1.2,*…, 思 。 

(li) 系统 结构 上 共有 抑制 唤 志 属性。 等 价 地 , 即 要 求 控制 系统 (的 pxp 传递 陋 数 
矩阵 

Gerts) 一 GCC 十 在 CC 1 ! 【1T3. 201) 

为 严 真 或 真 。 

ii 补偿 器 满足 物理 可 实现 性 。 等 价 地 , 即 旨 求 补 档 器 的 户 X 户 传递 联 数 盾 阵 C(x) 
为 严 真 或 真 。 


图 13. 12 动态 逻 确 控制 系统 的 结构 图 


给 出 反馈 基本 解 稍 控制 问题 的 补偿 器 的 综合 


本 部 分 先 就 基本 解 耦 控制 问题 讨论 补偿 器 的 综合 。 随后 将 可 看 到 ,对 更 为 一 般 解 类 
控制 综合 问题 的 讨论 都 是 建立 在 基本 解 硬 控制 结论 基础 上 的 。 

《1) 基本 解 而 控制 问题 

结论 13. 41 [基本 解 耦 控制 问题 基本 解 看 控制 问题 是 指 ,在 图 13. 12 所 示 解 看 控 
制 系 统 结构 中 ,对 爱 控 系统 进而 假定 


CGts) 为 非 奇异 {13. 202) 
G(s) 二 不 可 简约 WO)D 1(s) 《13. 203) 
Ds) 稳定 ， NG 稳定 (13. 204) 
对 补偿 器 则 进而 取 为 
Ce) = GG {Pts} = DN 505) pts) C13. 205) 
其 中 
Bitsy 
ol(s) 
Prls) 一 - (13. 206) 
Bs) 
a ls) 


Qsy) 入 (C5) 为 待定 密 项 式 ， 1 一 1 .2 让 
对 应 地 ,基本 解 二 控制 系统 3. 的 结构 如 图 13 .13 所 示 。 


13.4 输出 反馈 动态 解 精 控制 问题 的 补偿 胡 的 综合 83 


Cray Gt} 


Aralsl 


图 13. 13 基本 解 耦 控制 系统 的 半 构 图 


(2) 基本 解 看 控制 系统 5. 的 可 解 耦 性 
结论 13. 42 [er 的 可 解 耦 性 ] 图 13. 13 所 示 基 本 解 焰 控 制 系统 三 .; 必 可 实现 动态 解 


看 , 且 其 闭环 传递 孙 数 和 矩阵 Gr (3) 为 
3) i 
a 
GrFts) 一 1 《13. 207) 


bots) 
ap(ts) 十 应 (7) 


证 由 图 13.13 所 示 3s* 的 结构 图 ,可 以 导出 
(cp (5) =G{ICN LT GICs) ] ! 
= 一 CC HPOOLT + GONG (Pes)] 《13. 208) 
=P(a)[ T+ Pts)]! 
再 将 式 (23.206) 代 入 式 (13. 208), 即 可 得 到 
Ger ts) 一 中 (LT 十 严 (5)] 


Bis) 
wts) 十 六 s) 


_ ~ (13. 209) 


BCs) 
dp (5) + 8 (Cs) 


并 且 ,Ger (3) 为 非 奇 异 。 据 此 ,由 解 耦 性 定义 知 ,Se 实现 动 态 解 精 . 证 明 完 成 。 
(3) 综合 补偿 器 的 Cis) 
结论 13.43 [Crs) 的 关系 式 ] 对 图 13. 13 所 示 的 基本 解 攀 控制 系统 Zee , 表 


I “rr hiptsy 
G(s} = : : 
bl (Cs) wu hps Cs) 


(13. 210) 
则 补偿 器 的 Cs) 为 
eh) -. ER 
Cs) = : : 《13. 211) 
sn ~ eo 


me MT mr be rT 
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证 由 图 13. 13 所 示 Sr 的 结 枸 几 . 可 以 导出 
Cs) = DOON (Ps) = G4) Ps) (13, 212) 
将 式 (13.210) 和 式 (13,206) 代 入 式 (13, 氏 2), 即 于 导出 式 (13. 21:)。 证 明 完 成 ， 
结论 13. 44 [Cts) 的 综合 ] 对 式 (13.211) 所 示 的 补 楼 器 的 Cts) 关 系 式 , 吉 


,CY 


dCs) 
则 Cs? 的 真 或 严 真性 可 通过 合理 选取 mt) 和 如 5) 的 次 数 来 保证 。 
(i) 若 陪 fa, (5) ,Bt3)) 使 对 所 有 jj 二 1,2,… ,上 p 成 立 ， 


hh, (3) 一 1 一 12 (13. 213) 


(degafs) — deg (3)) > max[ degn, £5) 一 吕 egd (3) | (C13.214) 
则 Cs 为 真 。 
Ci 若 取 {ayCs) ,BGs 使 对 所 有 j= 二 1,2,.…, 记 成立 ; 
{dega,(s) 一 degB, {5)) > max[ degn, 《5 — degd, ts) |] 13,215) 
则 Cis) 为 严 真 ， 
证 由 Cts) 的 关系 式 (13.211), 并 利用 式 (13.213), 可 以 导出 
cy(s) = h, (3) 六 = 站 到 (13. 216) 
基 此 ,可 以 得 到 
deg[ cs ks) 分母] = dega, 05) 十 degd, (s) 《13. 217) 
deg[ey(s》 分 子 ] = deg 朋 (5 十 degn, Cs) 【13. 218) 
于 是 ,有 


deg[Lcy (s) 分 母 ] 一 deg[c, (5) 分 子 ] 
=[ dega,(s) 一 degB (s}] — [degn, (5) 一 degd ts ¢ 


+ 


3. 219) 
由 此 ,就 即 证 得 
式 {13. 214) 成 立 
这 degLe,y (ts) 分母] 一 deg[cs(s) 分 子 ] 闻 站 ， j= 1],2,.,p 
地 Cts) 为 真 (13. 220) 
式 (13. 215) 成 立 
> deg[Lce,(s) 分 母 ] 一 deg[e, Cs) 分 子 ] 守 0， 1.j 一 1 2 
之 CC) 为 严 真 《13. 221} 
结论 13. 45 [Cts) 的 综合 ] 对 图 13, 13 有 所 示 的 基本 解 辜 控制 系统 Ecr 和 式 (13. 211) 
押 示 的 补偿 器 的 CC) 关系 式 , 设 六 (5) 为 对 解 看 后 单 输入 单 输出 系统 传递 函数 


(sy , 
Scr; CS) -rs 1 = 1,?,,p 《13. 222) 


指定 的 期 望 闭 环 极点 组 对 应 的 期 望 分 母 多 项 式 。 则 ges, (s) ,一 1,2,…, 坟 的 极点 配置 和 
ecr 人 3) 的 真 或 严 真 , 可 通过 合理 地 选取 网 项 式 2 和 局 (7 一 12,…) 记 来 保证 。 即 ， 


13.4 输出 反馈 动态 解 烛 控 制 问题 的 补偿 器 的 综合 5 


若 取 
有 is) 二 B 二 常数 (13. 223) 
(5 一 安 (5) 一 户 为 稳定 (13. 224} 
dega, (3) 这 (或 >) max[ degn, 0) — degd, (35) | (13.225) 


则 Er 可 实现 期 望 团 环 极点 配置 ,并 使 闭环 传递 孙 数 答 阵 Gcr (3) 为 严 真 或 真 ， 

证 ”结论 的 正确 性 显然 。 

.4) 基本 解 而 控制 系统 的 机 制 

结论 13. 46 [ 解 看 系统 机 制 ] 对 图 13. 13 所 示 的 基本 解 碍 控制 系统 zcs 和 图 中 补偿 
句 的 取 定 C(s) ,其 解 耘 机 制 是 基于 受 控 系 统 与 补偿 器 间 * 极 点 -零点 准确 对 消 ” 和 Pis) 的 
对 角 征 阵 属性 。 

注 1 上 述 结论 中 , 受 控 系 统 与 补偿 器 间 “ 极 点 -零点 准确 对 消 " 表 现 为 

“G(5) 极点 即 detD(s} 一 0 根 ” 准 确 对 消 “Cs) 零点 即 detD(s) 二 0 根 ” 
“G(s) 零点 即 detN(s) = 0 根 ” 准 确 对 消 “CG) 极点 即 detN(s) 二 0 根 ” 

注 2 正 是 由 于 受 控 系统 与 补偿 器 间 * 极 点 -零点 难 确 对 消 ” 这 种 机 制 ,使 在 基本 和 解 碍 
控制 系统 Ec 中 需要 引 和 人“D(s) 为 稳定 ,NCs) 为 稳定 ”附加 假定 ， 否则 , 若 Dis} 不 稳定 或 : 
和 N(s) 不 稳定 ,而 又 没有 引 人 其 他 措施 , 则 就 会 面临 不 稳定 极点 -零点 对 消 问题 。 在 理论 
上 ,不 稳定 极点 -零点 对 消 是 允许 的 ;在 实际 中 ,不 稳定 极点 -零点 对 消 将 最 终 导 致 系统 的 
不 稳定 ,因而 是 不 允许 的 。 


对 输出 反馈 基本 解 大 控制 系统 的 推广 


本 部 分 中 ,通过 对 基本 解 耦 控制 系统 推广 .给 出 受 控 系 统 放宽 条 件 后 动态 解 灶 控 制 问 
题 补偿 器 综合 的 有 关 结 论 。 

(1) 推广 到 非 最 小 相位 受 控 系统 

在 图 13. 13 所 示 结 构 解 耦 控制 系统 Bcr 中 ,假定 受 控 系统 G6) 二 NOD ! (5) 次 不 可 
简约 ,D(s) 为 稳定 ,N(s) 为 不 稳定 但 非 奇 异 : 则 受 控 系 统 为 非 最 小 相位 ,并 相应 构成 WO) 
不 称 定 解 耦 控制 问题 。 

对 Nt5) 不 稳定 解 碍 控制 综合 问题 ,基本 步骤 是 通过 合理 选取 8 一 2, 户 全 
消除 补偿 器 传递 函数 矩阵 Cs) 的 表达 式 

Cs) 一 下 (5 ltsy Ps) 


总 (5) a Cs) -1 
和 …。 13.226) 
B,Cs) os Cs) 


中 的 不 稳定 极点 即 detN{s) ==0 不 稳定 根 。 为 此 , 表 
Bts) 二 N (5) 第 j 列 渚 元 有 理 分 式 对 应 “deiN(s) 一 0 


一 有 (ss)N i!(s} 
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木 稳定 根 ” 的 最 小 公分 挟 ， 了 一 1 .2 (13. 227) 
并 取 
Bs) 一 到， 待定 ，) 一 1,2， pp 《13. 228} 
那么 ,可 使 
Bs) ] 
有 一) ， [13. 229) 
Bt{s) 


的 极点 中 不 包含 detNt{s) 一 0 不 稳定 根 。 

在 此 基础 上 ,并 基于 基本 解 三 控制 补偿 器 综合 结论 ,可 对 NGs?y 不 稳定 解 看 控制 补偿 
器 综合 问题 直接 给 出 下 面 一些 相关 结论 

结论 13. 47 上 补偿 器 的 综合 ] 对 图 13. 13 所 示 结 构 形 式 N(;) 不 稳定 解 厢 控制 系统 
Ser ,通过 按 式 (13. 228) 所 示 选 取 有 Cs) 一 1,2,…,p, 可 得 到 极点 中 不 自 含 detwtyy 一 0 
不 稳定 氢 的 补偿 器 传递 函数 年 阵 CC) 为 


a Cs) 


Cs) = 了 PC- (13. 230) 


opls) 
其 中 ,N's) 由 式 (13. 229) 给 出 。 

注 通常 ,CCs) 不 包含 不 稳定 极点 被 认为 是 补偿 器 可 在 物理 上 实现 的 前 握 。 

结论 13. 48 [补偿 器 的 综合 】 对 图 13, 13 所 示 结 构 形式 的 Nis) 不 稳定 解 看 控制 系 
统 Ec , 表 


m1 Cs) os mips) 
duts) dn Cs) 
Dis}yWN (5s) 一 ; : C13,231) 
Nas) pp (Cs) 
dn (sy) dp C5) 
则 可 导出 
{Il Coy Cs) op (sd edip ts) 
Cs) 一 : : (1]3. 232) 
Bsn (s) sn (5) 
or (syd py ts) ups) d,s) 


且 在 局 (5,j 一 1,2,…, 户 取 定 下 ,通过 对 j 一 1,2,…,p 选取 
degai (5) 尖 (或 汪 }{ deg (5) + max[ degn, (5) 一 degad, Cs)]) 《13. 233) 
可 使 C(s) 为 真 (或 严 真 )。 
结论 13. 49 [补偿 器 的 综合 ] 对 图 13. 13 所 示 结 构 形 式 的 N63) 不 稳定 解 耦 控制 系 
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统 Sr ,在 品 ( 和 degat 一 1,2.… 户 肥 定 下 .通过 对 7 一 1.2.…, 寺 选取 有 ,使 满足 


ws Bs op kh,(s) (13, 234) 
af) 为 稳定 13. 235) 
《7) 二 解 耦 后 第 了 个 子 系 统 期 香 特 征 才 项 式 《13. 236) 
串 定 出 使 EScr 解 耦 和 各 个 子 系统 实现 期 望 极 点 配置 的 C(*) 为 
rats) ! 


Cts) 一 DCON Ts) (13. 237} 
Qo (5s) 

进而 ,还 可 导出 有 关 BL. 的 闭环 传递 卫 数 矩阵 的 结论 。 
结论 13. 50 [闭环 传递 函数 第 阵 ] 对 图 13. 13 所 示 结 构 形式 的 Ni) 不 稳定 解 厢 控 
制 系统 3cr ,基于 上 述 综合 得 到 的 补偿 器 的 Cts), 可 导出 Sr 的 闭环 传递 函数 矩阵 


右 cr 《5) 汶 


Bs E 
nD Cs) 
Gcr(s) 一 ， (13.238) 
总 人 
ns Cs) 
且 由 于 局 (5) 二 0 根 包 会 detN(s) =0 不 稳定 根 ,j 一 1,2,…. 思 ;所 以 Gcr 5) 为 非 最 小 相位 。 
《2) 推广 到 不 稳定 受 控 系 统 
在 图 13. 13 所 示 结 构 的 解 罚 控制 系统 2. 中 ,假定 受 控 系 统 G(s) 二 N(5)D-! (5) 为 不 
可 简约 ,N(s) 为 稳定 ,DCs) 为 不 稳定 , 则 受 控 系统 为 不 稳定 系统 ,并 相应 地 构成 Dts) 不 稳 
定 解 克 控 制 问题 。 
求解 DP(43) 不 秘 定 解 耦 控制 问题 的 思路 是 , 先 对 不 稳定 受 控 系统 引 人 预 补偿 输出 反馈 
使 实现 稳定 ,再 对 所 得 到 稳定 的 新 受 控 系 统 按 基 本 解 粳 控 制 问题 结论 综合 其 补偿 医 ， 基 
此 思路 ,直接 给 出 如 下 的 相关 结论 ， 
结论 13. 51 [ 解 看 控制 系统 结构 图 ] 对 Ds) 不 稳定 解 厅 控制 问题 ,其 解 艳 控制 系统 
Sr 的 结构 如 图 13. 14 所 示 。 其 中 , 右 笛 虚线 框 中 为 预 补偿 输出 反馈 系统 ,CCs) 是 秆 不 稳 
定 (5 有 (5) 为 稳定 的 镇 定 补偿 器 传递 函数 矩阵 ,NC(s)D-!'(s) 为 稳定 的 新 受 控 对 象 的 
不 可 简约 MFPD。 并 且 ,Cts) 可 按 输出 反馈 极点 配置 补偿 器 的 综合 方法 确定 , 久 C5)D 106s) 
为 
G3) = NCOD YICOY LH NOIDT YC C13. 239) 
的 不 可 简约 MFD， 
结论 13.52 [补偿 器 综合 ] 对 图 13, 14 所 示 Ds 不 稳定 解 移 控 制 系统 Br ,基于 稳 
定 的 不 可 简约 N{s)D -1(s) 为 新 受 控 对 象 ,可 以 导出 补偿 器 传递 函数 矩阵 CCs) 为 
Cs = DOON 15)P(5) 《13. 240) 


HT -pe 
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1 


图 13.14 不 税 定 受 榨 对 象 的 解 看 控制 系统 结 移 图 


| (1.3. 241) 


L op ts) 
其 中 ,a.(s) 和 (3) 可 按 基 本 解 焕 控制 问题 有 关 结 论 定 出 ,i 二 1,2,.…,p。 


13.5 输出 反馈 静态 解 克 控 制 问题 的 补偿 器 的 综合 


惑 态 解 而 控制 的 “准确 零点 -极点 对 消 ”" 机 制 使 其 对 系统 参数 握 动 具有 很 剖 圳 感性 。 
动态 解 耦 控制 的 这 一 缺点 限制 了 其 在 某 些 过 程控 制 领域 的 有 效应 用 。 而 对 大 多 数 工 业 控 
制 对 象 更 有 意义 的 是 静态 解 克 控制 问题 。 本 节 是 对 输出 反馈 静态 解 艳 蓉 制 的 补偿 器 综合 
问题 的 一 个 简要 的 讨论 。 


问题 的 提 法 


考虑 线性 时 不 变 多 输入 多 输出 受 控 系统 , 系统 由 其 传递 函数 矩阵 CC) 完全 表征 ， 
G(s) 为 9X 三 真 或 严 真有 理 分 式 矩 阵 。 静 态 解 耦 控制 系统 scr 的 结构 如 图 13. 15 所 示 , 补 
偿 器 由 Cts) 和 Pts) 申 联 组 成 ,CC 和 PKs) 为 pXg 和 gqXg 传递 阴 数 和 矩阵、 参考 输入 vw 限 
定 为 
vt} = dlt) (13. 242) 
其 中 ,4 为 gx1 实 常 向 量 ,1(#) 为 单位 阶 乒 函数 。 


网 村 1 


图 13.15 糖 山 反 局 静 访 解 看 控制 系统 


表 Ger (3) 为 Bcr 的 gxg 闭环 传递 函数 矩阵 ,并 考虑 到 [1(0)] 二 1/s, 可 导出 系统 输 
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出 3 的 拉 普 拉 斯 变换 关系 式 为 
YD) = Gr) (3) = 上 Cer(ad (13. 243) 


且 在 xcr 为 稳定 前 所 下 ,运用 拉 普 拉 斯 变换 终 值 定理 ,又 可 导出 8X1 输出 yt 的 稳 态 


值 为 
limye) = limsy (8) 一 limGes (Cod — Grito) ad (13. 244) 
I CE FO 


所 谓 静 态 解 克 控 市 问 题 就 是 ,对 图 13. 15 所 示 结 构 静 态 解 耦 控 制 系统 Zecr , 寻找 补偿 
器 的 一 组 {C03) ,Pes)) ,使 Zee 的 闭环 传递 消 数 矩阵 Gor (3) 成 立 : 
非 对 角 短 阵 , Ys 关 0 


Gorts) = 1 非 厅 异 对 角 短 阵 .Y _ (13. 245 
等 价 地 , 若 表 

人 
yf) = : (13. 246) 

yt) 

SO》 
Gece C0) 一 | , (13, 247) 
go 0) 


ol 
好 一 目 《13. 248) 
dd 


则 当 实 现 静态 解 确 控 制 时 ,对 所 有 i 二 1,2,,…,g, 有 
3 一 DT Via= eo 《13.249) 


输出 反馈 静态 解 克 控 制 问题 的 补偿 器 的 综合 


本 部 分 中 ,给 出 辖 则 反馈 静态 解 耦 控 制 补偿 器 综合 问题 的 一 些 相关 结论 。 
(1) cr 的 闭环 传递 函数 矩阵 
结论 13. 53 [闭环 传递 函数 矩阵 ] 对 图 13. 15 所 示 缚 构 静 态 解 三 控 制 系统 .6 ,其 
闭环 传递 函数 答 阵 Ges 和 5) 为 
Geets) 一 [十 GCCCPC GICs) Ps) (13, 250) 


证 由 图 13.15 所 示 er 结构 图 即 可 导出 式 (13. 250)。 只 虱 推 证 过 程 略 去 。 

(2) Ece 的 输入 -误差 传递 阔 数 矩阵 

结论 13. 54 [输入 -误差 传递 函数 从 阵 ] 对 图 13. 15 所 未 结构 静态 解 看 控制 系统 
Zcr :其 由 参考 输入 v 到 误差 信号 e 的 传递 函数 矩阵 Car(s) 为 


nn eh re tn eb op mm 二 < 
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Gt) ~ GICEIYPEs)]) ! {13, 251) 
进而 .闭环 传递 函数 延 阵 Grr C3} 和 输入 -误差 传递 因数 拭 阵 Gam(s) 之 间 有 具有 美 系 ， 
Gets) = ~ Gs) £13, 252) 


证 关系 式 (13.251) 了 可 由 图 13. 15 所 示 Sr 铺 构 图 直接 导出 。 进 而 ,由 式 (13. 250) 
和 (13. 251), 即 可 证 得 
Goer ls) =—=[T+ OC PY) GICOY Ps) 
一 {L 十 GDOCCDPS GIOCCONI PD) 7TH GOICCOYI P(E) ] 
[T+ GOYICCY Psy | 
一 了 一 Gt:) {13. 253) 
(3) rr 的 稳定 性 
结论 13. 55 [稳定 性 ] 对 图 13. 15 所 示 结 构 静 态 解 厌 控 制 系统 3er , 设 受 控 系 统 的 
qX 思 传递 函数 矩阵 GCs) 不 包含 ;一 0 的 蔚 点 ,有 旦 p 宇 gq。 再 之 


一 一 
1 


由 多 (3) = =a 取 了 4s) = 二 (13, 254) 
测 通过 选取 补偿 识 的 万 xXg 有 理 分 式 阵 Cs) 可 使 er 为 汤 近 稳定 。 
证 首先 ,家 
Gs) 一 Di1C3)Nits) 为 不 可 前 约 (13. 255 ) 
CO) 一 本) 有 0 《13. 256) 


再 将 (13.254) 一 (13.256) 代 入 Gey (5 关系 式 (13.251) ,可 以 导出 
Gav{s) 一 [+ Dr' (YN, (ON. C0) Des) | 


=sD.(s) LD D.C) 十 EC)N CS (9 《13. 257 ) 
进而 ,由 “G(5) 不 包含 =0 零点 和 户 之 9” 假 定 ,并 利用 串联 系统 能 控 性 能 观测 性 判 据 , 可 
知 串 联系 统 G(5 一 (175) 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 ， 青 知 捉 联 系统 "G0) 一 (175 "的 
传递 函数 矩阵 为 


TL * Di CONL CS) = GI) ,De ON Cs) = LsDy (5)]-'N, (5) (13. 258) 


基 此 ,并 由 “Gts) 一 (1/s)1," 为 能 控 和 能 观测 ,还 可 导出 

deg det[ sD1.(s)] = deg det[s1,] + deg detDts) (13, 259) 
这 表明 , 式 (13. 258) 中 的 [ap (3)]-'Ni (5s) 为 不 可 简约 MFD， 从 而 , 革 由 式 (13.257}) 弟 出 
的 Ce 的 分 母 矩 阵 ， 

Dev(s) = {sD CG) Ds) + NCs) N.Cs)] 《13. 260) 
dethey{s) =—0 的 根 可 通过 选 服 {D.Cs),N.(s)} 而 任意 配置 ,包括 使 其 均 具有 负 实 部 即使 
Zcr 为 渐 近 稳定 。 证 明 完成 。 

注 上 述 结论 证 明 过 程 说 明 , 在 结论 条 件 下 , { DC,N'(s)) 即 静态 解 大 控制 系统 
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芋 F 中 补偿 妖 的 C 可 采用 输出 反馈 要 点 配置 问题 补偿 器 经 合算 法 确定 ， 
(4) se 的 可 静态 敌 硝 性 
结论 13. 56 [可 静态 解 斐 性 ] 对 图 13, 15 所 示 结 构 静 态 解 耦 控 制 系统 Bt , 设 爱 控 
系统 的 gx 传递 函数 短 阵 GO) 不 包含 :一 0 的 零点 , 且 pg。 那么 , 若 取 
PC 一 1, (13. 261) 


和 
Et = NDD to) 全 dietDa(s) 一 0 根 均 有 负 实 部 C13. 262) 
则 Zs 可 实现 静态 解 磊 。 其 中 ,Da (3y) 的 关系 式 由 式 513. 250) 给 出 . 
证 由 结论 13.55 知 ,在 结论 条 件 下 ,site 为 渐 近 稳定 。 基 此 ,有 有 
limetr) 一 从 (13, 263) 
再 由 拉 普 拉 斯 变换 终 值 定理 ,并 考虑 到 参考 输 信 为 w (0) 一 df 可 以 导出 


0 =limetr) = Lim ers) 


=limsGay 63) $6) = limsGw ts) Ta -Gan tod (13. 261) 
于 一 上 CE 4 


注意 到 d 取 0. 因 而 又 有 GmC0) 一 0。 将 此 代入 式 (13. 252) ,还 可 得 到 
Cert0)y 一 了 一 CO0) = 了 (13. 265) 

这 表明 ,Ger(D) 为 非 奇 异 对 角 和 矩阵。 据 定义 知 ,Ser 实 珊 静 态 解 炮 。 证 明 完 成 ， 

(5) 静态 解 奈 的 便 桂 性 

结论 13, 57 [和 鲁 棒 性 ] 对 图 13. 15 所 示 实 现 静 态 解 而 的 输出 反馈 榨 制 系统 三 , 若 
区 控 系统 的 G(5) 和 补偿 器 的 Cs) 产生 参数 摄 动 , 则 只 要 这 种 摄 动 下 Ser 保 持 为 新 近 稳 
定 ,Zcr 必 仍 能 保持 静态 解 而 。 

注 上 述 结论 表明 ,静态 解 帮 控制 对 GCs} 和 CX) 的 参数 握 动 全 有 很 好 鲁 棒 人 性 。 相 比 
于 上 一 节 讨 论 的 动态 解 硝 控 制 ,静态 解 耦 控制 的 这 一 属性 对 工程 应 用 是 一 个 重要 优 捉 。 


13.6 输出 反馈 无 静 差 跟踪 控制 问题 的 补偿 器 的 综合 


跟 足 控制 广泛 存在 于 运动 体 控制 等 领域 ， 跟踪 控制 是 控制 理论 中 受到 关注 的 一 类 重 
要 理论 问题 。 跟 踩 控制 问题 的 特点 是 受 控 系 统 同时 作用 有 外 部 扰动 和 参考 输入 。 对 跟踪 
榨 制 的 基本 要 求 是 使 系统 输出 实现 对 参考 输入 的 无 静 差 跟 趾 。 本 章 是 对 得 出 反馈 无 静 差 
时 踩 补偿 器 综合 问题 的 简要 讨论 ,主要 内 容 包 括 问题 的 提 法 .补偿 器 的 构成 和 综合 ,以 及 
输出 反馈 跟踪 控制 系统 的 特性 等 。 
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问题 的 提 法 


考虑 多 输入 多 输出 线性 时 不 变 受 控 系 统 ,其 无 静 差 跟踪 输出 反馈 控制 系统 内 有 如 图 
13. 16 所 示 组 成 结构 。 其 中 ,虚线 框 示 部 分 为 爱 控 系 统 , 以 Cts) 表征 的 环节 为 补偿 器 ， 
(5) 和 wts) 分 别 为 参考 输入 和 抗 动 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 。 


黎 13. 1# 无 静 差 跟踪 输出 反 伍 控制 系统 


受 控 系 统 由 9X 声 传递 函数 矩 备 Go) 定 全 表征 , 设 其 为 满 秩 和 上 真 或 严 直 .并 去 全 (5) 为 
MFD 形式 : 
ets) 二 不 可 简约 左 MFD D71CW)N (3s) {13. 266) 
其 中 ,Do 和 Nu) 为 gXd 和 9X 户 多 项 起 矩阵 。 进而 ,假定 输入 维 数 大 于 等 于 输出 维 
数 , 即 有 


dimtay 一 疡 莹 出 mt = ou 【13. 267) 
并 可 导出 表征 受 控 系 统 变 量 间 因 困 关 系 的 方程 : 
(CS = Do CDN CORts) 4 DCsywes) {13, 268) 


其 中 ,gx 1 贿 考 输入 vs)} 和 gx1 扰动 信和 号 ws) 为 半 确 知 , 即 wt1) 和 w(t) 的 旺 数 属性 (如 
阶 雅 沙 数 、 确 定 频 率 的 正 阔 性 函数 等 ) 为 已 知 ,但 其 晤 值 属性 (如 振幅 值 ,相位 值 等 ) 为 未 
知 。 复 频率 域 中 ,可 把 半 确 知 # (5) 和 Ww(s) 表 为 真 左 MFD 形式 信号 模型 
vs) = DN, Cs) {13, 269) 
w{s) = Di N, ts) (13. 270) 
其 中 ,gxg 多 项 式 和 矩阵 DD,(s) 和 DCs) 为 已 知 ,yx 1 多 顺 式 拭 阵 N,(s) 和 N,(s) 为 任意 ， 
控制 模式 采用 " 申 联 补偿 ”和 “输出 反馈 ” 相 结合 的 方式 。 补 偿 器 由 PXg 忧 递 盘 数 乍 
阵 C(5) 表 征 , 并 按 物 理 可 实现 性 要 求 设 Cs) 为 真 或 严 真 ， 
所 谓 线性 时 不 变 系 统 的 无 静 差 跟 跨 控制 是 ,就 图 13. 16 所 示 线 性 时 不 变 输 出 反馈 系 
统 Et 的 结构 ,对 仅 确 知 结构 特征 的 任意 参考 输入 vw “和 和 任意 扰动 信号 wt?), 即 对 已 知 
D5) 和 D0) 与 任意 NN,(3) 利 Nts) ,寻找 补偿 器 的 一 个 真 或 严 真传 递 函 数 和 矩阵 Cs)、 
使 er 为 渐 近 稳定 且 输 出 (2) 相 对 于 参考 榆 人 ww 《四 的 跟 荣 误差 et1) 新 近 扑 于 党 , 即 有 
limet:) = limLv C0 — y(n)] 一 由 (13. 271) 
控制 工程 上 ,通常 还 可 把 无 静 差 艰 踪 控制 进一步 区 分 为 如 下 三 类 情形 ， 
0) 曾 近 诊 踪 。 若 对 参考 输 人 (0 和 关 0 为 任意 ,扰动 信号 ws=0 ,有 
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linegty 一 站 了 即 limyti} — lim vw (rt) (13, 272) 
则 称 Er 的 给 出 yj 实 现 对 釜 考 输入 vt) 的 浙 近 跟踪 。 
i) 扰动 抑制 。 若 对 参考 输入 mm (1) 三 0 ,扰动 信号 wiz} 关 0 为 任意 ,有 
limet 一 人 即 lim 一 (C13. 273) 


了 


则 称 Er 的 输出 yt 站 实现 对 扰动 wt 的 抑制 。 
(iiD) 无 静 差 跟踪 。 若 对 参 叔 输入 vw [0 闫 0 为 任意 ,扰动 信和 号 wt) 闫 0 为 任意 , 胡 
lirmet 1) 一 和 即 limytt) 一 lim v(t) (13.271) 
则 称 2. 的 输出 y(00 同 时 实现 对 参考 输入 vw (0 的 潮 近 跟 芒 和 对 护 动 wt2j 的 抑制 ,简称 为 
无 静 差 跟踪. 


补偿 器 的 结构 


本 部 分 中 ,针对 图 13. 16 所 示 无 静 差 跟踪 输出 反馈 控制 系统 3， 的 结构 ,讨论 补 从 占 
的 组 成 结构 ,并 归纳 为 如 下 一 些 结论 . 

(1) 无 静 差 跟踪 补偿 器 的 寻 构 

结论 13. 58 [补偿 器 结构 ] 对 图 13. 16 所 示 线 居 时 不 蛮 无 静 差 跟踪 输出 反馈 控制 系 
统 Sr ,补偿 器 由 “内 模 补偿 器 一 镇 定 补偿 器 "顺序 串联 构成 .内 横 补 偿 唉 由 gXg 传递 函数 
矩阵 C(s) 表 征 ,镇 定 补偿 器 由 pxg 传递 函数 矩阵 C(x) 表 入 ,补偿 器 的 传递 咀 数 牛 阵 忆 
《5} 尖 

Cs) = CCC {13. 275) 

(2) 内 模 补 偿 器 

结论 13. 59 [内 模 牢 偿 器 ] 对 图 13. 16 所 示 线 性 时 不 变 无 静 差 跟踪 输出 反馈 控制 系 
统 3rrf , 表 


和 (5) 二 “detD.(,) 一 0 不 稳定 根 ” 组 成 的 特征 多 项 式 (13. 276) 
C5) 二 “detD,ls) 一 0 不 稳定 根 ” 组 成 的 特征 狗 项 式 (C13. 277) 
二 (5) 和 和 名.(5) 最 小 公 倍 式 (13. 278) 
则 内 模 补 偿 器 传递 函数 矩阵 CC3) 取 为 
Cs) = CL, 《13. 279》 


注 1 此 结论 中 ,$s '(s) 表征 参考 输入 vw (1) 和 扰动 信号 wt 中 的 公共 不 稳定 结构 符 
性 ,构成 植 人 于 补 偿 器 的 m《 切 和 Wt 由 的 一 个 内 部 模型 ,这 就 是 把 式 (13.279) 给 出 的 C65) 
称 为 内 模 补偿 呆 的 由 来 ， 

注 2 考虑 到 detD,(s)=0 和 detD Cry =0 稳定 根 对 应 的 wo 和 w(2) 约 各 个 分 景 会 
随 :>oo 而 趋向 于 零 ,因此 它们 不 会 对 输出 yo 在 ! 一 sc 时 的 稳 态 过 程 产生 影响 .而 这 也 
就 是 内 模 $7' (3s)I 中 不 引入 上 述 稳 定 很 的 原因 。 
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注 3 在 闭环 系统 .1 为 浙 近 稳定 阅 提 下 .在 补偿 器 中 植 入 内 模 #$5 its74 的 作用 是 从 
机 理 上 使 Se 输出 y¥(1) 实 现 对 套 考 输入 vt) 的 靳 近 跟 蜂 和 对 抗 动 由 门 的 抑制 。 
(3) 镇 定 补 供 器 
结论 13. 60 [镇 定 补 偿 器 ] 对 图 13. 16 所 示 线 性 时 不 变 无 静 差 跟踪 输出 上 反馈 控制 系 
统 ser :和 镇定 补 供 右 的 功能 是 使 闭环 系统 B04 实 现 渐 近 稳定 ,或 更 一 般 地 使 闭环 系统 Ser 实 
现任 意 期 望 极点 配置 。 进 而 .从 物理 可 实现 性 , 型 求 镇 定 补偿 侨 的 pxg 传递 耳 数 算 阵 
Cts) 为 真 或 严 真 ,并 表 
Ci) — N.CND, I Ls) (13. 280) 
其 中 ,N.C 和 Det) 为 pxg 和 lg XxXg 针 项 式 看 阵 ， 
(4) 取 定 补偿 器 结构 下 无 静 关 跟踪 输出 反馈 控制 系统 屋 r 的 组 成 
结论 13. 61 [无 静 差 跟 踪 控 制 条 统 组 成 ] 对 网 13. 16 所 示 线 性 时 不 变 无 静 盖 跟踪 答 
出 反馈 控制 系统 Er ,在 补偿 器 的 传递 画 数 算 阵 Cs 的 上 述 取 定 下 , 即 有 
0 = NOD OF (0 )L, 《13. 281) 
则 可 表 对 阅 的 无 静 差 跟踪 输出 反馈 控制 系统 ;的 组 成 如 图 13. 17 所 示 。 


Ww 


TTT 7 
| | YY ,| 


图 13. 17 无 静 差 跟踪 输出 反馈 控制 系统 


输出 反馈 跟踪 控制 系统 的 特性 


下 面 , 纵 出 输出 反馈 眼 踪 控 制 系统 的 一 些 特性 ， 

(1) 误差 -参考 输入 传递 函数 矩阵 

结论 13. 62 [误差 -输入 传递 函数 年 阵 ] 对 图 13. 17 所 未 线性 时 不 变 输 出 反馈 跟踪 
控制 系统 Ecr , 表 e(s) 和 5 (4s) 为 跟踪 误 益 et 站 和 参考 输入 Y (71) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 则 由 名 (5) 
到 es) 的 误差 -参考 输入 传递 函数 矩阵 Ciy (5) 为 


Gev (ts) = $ID, Cs Dt (sD ts) {13, 282) 
Pr) = [HOD CID, Cs) + Ni (3)N, sy] (13. 283) 

证 对 图 13.17 所 示 跟 踪 控 制 系统 , 令 (3) 三 0, 可 以 导出 
05) = 0 (3) 一 有 CN CON CD Cr) 由 1 (syh ets) (13, 284) 


经 简单 计算 整理 ,有 
eC3) = [+ DOIN, CON (COD: Cs)$ Cs) 1 os) (13. 285) 
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基 此 ,就 即 证 得 
Gets) 二 [并 十 用 ODN COON CYID Cg Ts] 
— $ID ILIOD (OD CG) NOYIN CD)] 5 (13. 286) 
(2) 误差 扰动 传递 陶 数 矩阵 
结论 13. 63 [误差 -扰动 传递 隔 数 矩阵 ] 对 图 13. 17 所 未 烧 性 时 不 灾 边 出 反 人 局 跟踪 
控制 系统 2 e ,可 els) 和 w(s) 为 跟踪 误差 e(1) 和 扰动 wt7) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 则 由 Ws) 证 
ets} 的 误差 -扰动 传递 孙 数 矩阵 Gmw(s) 为 
Gew ts) =— $s D, (YD Cs) (13. 287) 
Des Cs) = [HOD YD (CG) FN CIN. C01] (13.288) 
证 ”证明 思路 类 同 于 结论 13. 62 证 明 过 程 。 具 体 扒 证 过 程 略 大 。 
(3) 女 踪 误差 的 复 频 率 域 关 系 式 
结论 13. 64 [跟踪 误差 关系 式 ] 对 图 13. 17 所 示 线 性 时 不 恋 输 出 反馈 跟踪 控制 系统 
zer ,跟踪 误差 eC 站 的 拉 普 拉 斯 变换 als) 为 
e063) 一 Grey (0 0 (5) 4 Gy CW) (13.289) 
证 对 图 13.17 所 永 跟踪 控制 系统 , 邻 3 (天 和 和 wt) 天 和 ,并 运用 答 加 原理 . 即 可 导 
出 式 (13, 289)。 
《4) 串联 系统 ”Di TCD Nt) 一 1'(5)I” 的 能 控 性 能 观测 性 
结论 13. 65 [能 控 人 性 能 观测 性 ] 对 包含 于 图 13. 16 所 示 线性 时 不 变 输 出 反馈 跟踪 控 
制 系统 3cr 中 的 串联 系统 *Di'CON (5) 一 $ 《LL” ,其 中 gxp 满 秩 DL'(W)Ni (5) 为 不 可 
简约 ;有 
疡 之 9 用 疡 ODN 零点 关 “$(s) 二 0 根 * 
一 申 联 系统 Dr (NL(Gs) 一 上 1 (9) 完全 能 控 和 完全 能 观测 (13. 290) 
证 ”对 给 定 串联 系统 ,天 


不 可 简约 Di (NL(3) 二 不 可 简约 NCYD-1Cs) (13. 291) 
PD = ($ID = ,$01) i (13, 292) 
且 有 
Di CDNLCS) 极点 ”零点 = NCO)DTG) 极点 / 零点 (13, 293) 
《C1 极点 /零点 一 (4# 《130) 极点 / 零点 (13. 294) 
再 表 


零 战 集 4 一 1 rankNCa) 二 q 或 rankw CA) 一 q+ A, EE P (13. 295} 

“(sy 一 0 根 " 集 = {5 | rank$(s,) 二 0， 5 个 《13. 298) 

其 中 ,已 用 到 条 件 p 关 9。 而 由 Di 1 CDN (5) 零 点 关 "$(5) 二 0 根 " 知 ,对 任意 4,€ A 和 任意 
35 和 毛囊, 有 4 天 5 ， 现 令 

S$: = 有 CN 一 (了 159) (13. 297) 

SS: = (FOOIOTT, ~ L$ C4) i 《13. 298) 


OT We pf EE re ee 
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于 是 ,利用 于 系统 以 不 加 简约 MFD 走 社 情形 的 串联 系统 $ 一 他 的 能 控 性 和 能 观测 性 判 
据 , 有 
DPC 一 % 5 能 控 
NODD IC 一 ($0157) 能 控 
守 19C NG) 在 互 质 
rank $IT NG) = oa, YE (413. 299) 
Dr CN 一 WI 能 观测 
二 NCOD C5) 一 (074) 能 观测 
这 Ds) ,JILNG)) 右 筷 质 
Dis) 


人 rank| 
Ntis) 


|- p. YE (13. 300) 


进 而 ,基于 4. 尖 5 ,由 
rankL BCs)T, ,NCs) | = 9 YA 
rank[ PCs) TI, ,NGS) | = rankL Ns)] 一 9， Ys 蕊 出 
rank[L$Cs) 1, ,NGs)] = rank$to) I = gq, Ys€EA 


可 以 导出 
rank[L $s}1,, NCs)] — 9 YstEet 《13. 301) 
央 由 NCD 10s) 为 不 可 简约 , 久 吕 得 到 
rank[ | pr Ya (13. 302) 
Nts) 


基 此 ,并 利用 式 (13. 299) 和 式 (13. 300), 就 证 得 DL' (ON, (6) 一 # sd 为 完全 能 控 和 和 完 
全 能 观 油 。 证 明 完 成 。 
(5) 输出 反馈 跟踪 控制 系统 :的 稳定 性 
结论 13. 56 [Ser 的 稳定 性 ] 对 图 13. 17 所 示 线 性 时 不 变 输出 反馈 最 踪 控 制 系统 
Err :其 中 4Xp 满 秩 Di! (5) N(x) 为 不 可 简约 ,有 
疡 汉人 入 上 且 下 ODN (Cs) 零点 对“(x) 一 0 根 ” 
了 存在 户 Xg 镇 定 补 屡 器 Cls) 二 N.Cs)Dz'(s) 为 真 使 了 为 新 近 稳 定 


C13. 303) 
证 前 述 结论 中 导出 ,对 误 盖 传递 函数 矩阵 Gm (和 Gmw (5) ,分 母 算 阵 De (5) 为 
Dists)y = [$ID D.(s) 二 NiL(s) N.Cs) | C13. 304) 


此 由 结论 13. 65 知 ,在 本 结论 给 出 条 件 下 ,包含 于 二 :中 的 Di (DA 一 gg 505) 工 串联 
系统 为 完全 能 控 和 完全 能 观测 , 即 可 由 传递 函数 矩阵 
GI(3) = FT) LD (YN Cs) = (下 DD Cs) NS) C13, 305) 
完全 表征 。 基 此 ,成 立 ， 
deg dett $s) Dtsy) 一 deg det( pes} i,) 十 geg det(D, (5)) 《13. 306) 
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表明 行 r05) 一 (不 DC ?N00 为 水 可 简约 。 由 此 ,以 极点 配置 或 镇 定 角 度 , 可 把 图 
13.17 所 示 跟 中 控制 系统 Er 等 价 地 看 为 以 新 受 控 对 象 
Gi ECOD, C3)) tN (C4) (13. 307) 
和 补偿 器 
Cs) = 有) {13, 308} 
组 成 的 输出 反馈 系统 ,其 闭环 传递 叮 数 移 阵 的 分 母 征 阵 等 于 式 (13. 304}) 给 出 的 Dee (5)。 
于 是 , 据 和 输出 反馈 极点 配置 问题 的 存 关 结论 可 知 , 必 存 在 真 CC 一 NS)D IO) 使 马 : 的 
极点 即 detBer (5) = 二 3 的 根 任 意 了 配置 ,包括 配置 到 左 半 开 复 平 面 上 即 3r 癌 近 稳 定 ， 证 明 
完成 。 
注 ”是 以 看 出 ,上 述 结 论证 明 中 ,同时 给 出 了 按 任 意 期 望 极点 配置 或 按 汤 近 稳 定 要 求 
来 综合 镇 定 补偿 器 Ce C3) 二 NCs)D,'(s) 的 算法 思路 。 对 此 ,将 不 再 另行 专题 讨论 ， 


输出 反馈 无 静 差 跟踪 控制 系统 的 基本 结论 


这 一 部 分 中 ,基于 跟踪 控制 系统 的 特性 ,进而 给 出 输出 反馈 无 静 差 跟踪 控制 系统 的 一 
些 相关 结论 。 
“1) 输出 反 司 无 静 差 跟踪 控制 的 条 件 
结论 13. 67 [无 静 差 跟踪 条 件 ] 对 图 13. 17 折 示 线性 时 不 变 输 出 反馈 跟踪 控制 系统 
Zer ,其 中 4Xm 满 秩 吕 CA 为 不 可 简约 ,参考 输入 mo 一 0 为 任意 ,扰动 信和 号 
WE 天 和 为 任意 ,有 
户 守 和 且 Di' CH)NLCs) 零点 和 2“ 人 二 0 根 * 
祈 存在 PXg 和 镇 定 补偿 器 CCs) 一 N.(s) Dz-'(s) 为 直 
使 Ser 实现 无 静 差 跟踪 控制 (]3. 309) 
证 区 分 三 种 情形 进行 证 明 。 
《iD 证 明 渐 过 跟踪 。 对 此 ,有 (=0m (03) 一 DD; 75)N, CD ,DC 和 NO 为 yxXg 和 和 
9X1 多 项 式 矩 阵 。 进 而 ,由 图 13. 17 所 示 Sct 结构 图 ,并 利用 式 (13. 282), 可 导出 
2(s) —Gey (i) ds) 
= D.C DAC DL C5) Do! (sON, CT) 
=D. HDD CHLE YD, C1] 'N, ts) (13. 310) 
前 已 证 明 结 论 给 定 条 件 下 detperts)=0 根 均 具 有 负 实 部 ,而 《Dts) 中 D,(s) 的 不 稳 
定 因 式 已 被 消去 ,所 以 由 上 式 知 els) 极 点 必 均 具有 负 实 部 。 从 而 ,证 得 Es 可 实现 渐 近 
跟踪 
lime(t) 一 0 即 limytz) 一 limv (ND), YN) (13. 311) 
《ii 证明 扰动 损 制 。 对 此 ,有 名 (0 ,w= Do CON, (0), D.C) 和 NG) gxXg 


Oe Tm rr rp pe wo 
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各 9X1 雪 项 式 撼 阵 ， 进 而 .由 图 13. 17 所 天 也 结构 图 .并 利用 式 (13.287)1 ,可 导出 
Ee{3) 一 Gew tsyCn) 
一 一 家 站 IDACYID CIN, Cs) 
一 一 DOYODAtsY CD, sy] :N,(s) 《13. 312) 
同样 ,前 已 证 明 结 论 坊 定 菜 件 下 detD.its) 王 0 根 均 具有 负 实 部 ,$$ 10D 中 D, 145) 
的 不 稳定 因 式 已 被 消去 ,所 以 由 上 上 式 知 e0v) 极 点 必 均 具有 和 负 实 部 。 从 而 ,还 得 Ber 实现 扰 
动 抑制 : 
limett) = 0, YN,(Cs} ‘13.313} 
iii) 证 明志 更 差 幅 踪 , 有 邯 同时 实现 渐 近 跟踪 和 扰动 抑制 。 对 此 .有 有 
Ww) 一 DDN 人) = DCN Cs) 
于 是 , 按 合 加 康 理 ,由 式 (13. 311) 和 式 (13, 313) 就 即 证 得 
lim ett) = 0 Rim p00) = lim vw (0) YN). Ne Co) (13, 314) 
《2) 输出 反 俩 无 静 差 跟踪 补偿 器 综合 的 分 步 性 
结论 13. 68 .补偿 器 综合 分 步 性 ] 对 图 13. 17 所 水 线性 时 不 变 输出 反馈 跟踪 控制 系 
统 Zcr ,其 中 gxp 满 秩 DL'(C5) Ni(s) 为 不 可 简约 ,gyX1 参考 输入 ov (C5) 一 D7IN, Cs) ,qx 1 
扰动 信号 ws) 一 Da'N (5) , 则 其 补偿 器 Xxg 的 Cs) 一 C《s)C (sy 9 分 两 步 综 合 。 首 先 ， 
取 内 模 补偿 器 gxg 的 Cts) 为 
C0 = es), (C13. 315) 
其 中 ,让 六 为 detD,(s) 不 稳定 因 式 和 detD. (不 稳定 因 式 的 最 小 公 倍 式 。 进而 ,由 迪 解 
方程 
[$ID CIOD. Es) + NCON.G)] = Depts) 《13. 316) 
年 出 镇 定 补偿 器 pxXg 的 
Clsy = N.C) Ds) 《13. 317) 
其 中 ,Diets) 为 由 任意 期 望 闭 环 极点 组 导出 的 期 望 闭环 分 母 算 阵 。 
《3) 输出 反馈 无 静 差 跟踪 控制 的 机 制 
结论 13. 69 [无 静 差 跟踪 控制 机 制 ] 对 图 13. 17 所 示 线 性 时 不 变 输 出 反馈 跟踪 控制 
系统 Zcr ,使 Zr 实现 无 静 差 眼 踪 控制 的 机 制 是 ,在 系统 为 渐 近 稳定 前 提 下 ,通过 在 补 绊 器 
中 植 人 有 反映 参考 输入 w {1) 和 扰动 信号 wt) 的 公共 不 稳定 结构 特性 的 内 模 $1C5) 了 ,以 完 
全 消除 跟踪 稳 态 误差 和 完全 补偿 扰动 稳 坊 影响 ,是 称 此 控制 原理 为 内 模 原 理 ， 
(4) 边 出 反馈 无 静 差 跟踪 控制 系统 的 人 鲁 棱 性 
结论 13. 70[ 曾 樟 性 ] 对 图 13. 17 所 示 基 于 内 模 原 理 约 线性 时 不 变 输出 反馈 跟踪 控 
制 系 统 Ece ,有 
(D Ber 对 受 控 系 统 De'(s) Ni(s) 和 镇定 补偿 器 Co(s) 的 参数 援 动 具有 很 强人 鲁 棱 性 , 即 
只 要 参数 据 动 不 破坏 Ect 渐 近 稳定 , 划 Ze: 仍 能 做 到 渐 近 跟踪 和 扰动 损 制 。 
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ii) Eu 对 外 部 输 和 人 和 扰动 的 共同 多 项 式 上 下;) 的 参数 据 动 不 具有 和 鲁 棱 性 , 即 参 数 任 何 
摄 动 都 将 直接 影响 疡 近 跟 踪 和 扰动 抑制 ， 但 荐 ,比较 表明 ,针对 如 5s) 的 参数 援 动 ,如 时 不 
采用 基于 内 模 原 理 的 输出 反馈 跟踪 控制 方案 ;那么 相应 控制 系统 的 前 棱 性 会 更 差 。 

(5) 内 模 原 理 输 出 反馈 跟踪 控制 的 实质 

结论 13. 71 [内 模 原理 控制 的 实质 ] 图 13.17 所 示 基 于 内 模 原理 的 输出 反馈 无 静 差 
跟踪 控制 实质 上 基 对 经 典 控制 理论 中 的 单 输 和 人 单 输出 工 型 和 由 型 无 静 差 控制 的 推广 和 一 
般 化 。 这 种 推广 表现 为 ,一 是 将 受 控 对 象 推广 到 多 输入 多 输出 系统 , 二 是 将 外 部 信号 类 
型 由 典型 函数 即 阶 睹 函 数 ( 相 应 内 模 为 (14s}T ) 和 和 斜坡 画 数 (相应 内 模 为 (179) 五 ) 推 广 到 
一 般 任意 是 数 (相应 内 模 为 #! C5) 4)。 

《6) 基本 结论 中 两 个 假设 条 件 的 基本 性 

结论 13. 72 [假设 条 件 的 基本 性 ] 对 "xz 不 可 简约 满 秩 了 Di ICsyN (的 受 控 对 
象 " 和 “任意 参考 输入 v (4) 翅 0 和 任意 扰动 wz 天 0? 的 图 13. 17 所 示 线 人 性 时 不 变 输出 反 镶 
形 缀 控制 系统 Zcr ,综合 问题 基本 结论 中 的 两 个 假设 条 件 “p 宇 g” 和 Di! (Cs) AN (Cs] 零 点 天 
“$$ (5) 一 0 根 "? 具 有 基本 重要 性 。 分 析 表 明 ,不 满足 其 中 任何 一 个 条 件 ,都 会 破坏 源 近 跟踪 
和 挑动 抑制 综合 目标 的 实现 。 
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线性 二 次 型 调节 器 问题 简称 为 LQ 问题 。LQ 问题 是 以 线性 系统 (1) 为 受 控 对 象 和 
以 状态 与 控制 的 二 次 型 函数 CQ) 为 性 能 指标 的 一 类 最 优 控制 问题 。 在 时 间 域 中 ,LQ 问题 
是 基于 状态 空间 描述 和 方法 来 求解 的 。 本 节 从 复 频率 城 描述 和 方法 角度 ,讨论 LQ 问题 
的 综合 方法 和 有 关 属 性 。 


问题 的 提 法 


通常 ,TQ 间 题 以 状态 宝 间 描述 形式 给 出 。 考 虑 线性 时 不 变 受 控 系统 和 状态 与 控制 
的 二 次 型 性 能 指标 : 


=Ar+Bau, x(0) 一 如 ,2 昌 (13. 318) 
一 | [xT OQx + ut Ru jd (13, 319) 


其 中 ,4 和 上 B 为 xnXn 和 nnXp 系数 矩阵 , 民 = RD 正定 ?和 @= 引 过 0( 正 半 定 ) 为 加 权 抵 
阵 。 再 表 & 一 CTC,C 为 gXn 常 隆 。 假定,(4,8) 为 完全 能 控 , (4h， 世 ) 为 完全 能 观测 。 所 
请 LQ 问题 就 是 ， 六 318) 和 二 次 型 性 能 指标 (13. 319) ,综合 一 个 控制 
#" 及 其 相应 状态 x* ,使 有 
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J* 一 | [x TOr: Lu :Ru Jdt— min|. ix'Qx+uRuld C13.320) 
并 和 且 , 称 uw' 为 最 优 控 制 ,x ”为 最 优 轨 线 ,三 为 最 优 件 能 值 ， 
状态 空间 方法 中 ,上 述 1Q 问题 的 最 优 解 可 基于 证 和 典 变 分 法 的 理论 和 方法 采 导 出 。 
对 受 控 系统 (13.318) ,使 性 能 指标 (13. 319) 取 为 极 小 的 最 优 控 制 u' 存在 和 和 唯一 ,日 为 


wu =— Kr). EK" -RHP {13. 321) 
最 优 性 能 值 请 为 
1" = 如 PPx， (13. 322) 
而 最 优 闭环 控制 系统 x 次 
x’ = (4— BR BPY ,x (0 owt 0 {13. 323) 
其 中 ,nxn 实 对 称 常 阵 卫 为 如 下 黎 卡 提 (Riecati) 矩 阵 代 数 方程 的 唯一 正定 解 阵 ， 
PA4A+A'PTO—PBR :BTP 一 0 (13. 324) 


并 且 , 最 优 闭 环 控制 系统 Ex 必 为 饭 近 稳定 。 


状态 空间 域 LQ 问题 的 基于 特征 结构 的 求解 


这 一 部 分 中 ,基于 状态 空间 域 的 描述 和 复 频 率 域 的 方法 ,讨论 LQ 问题 的 有 关 属 性 和 
综合 方法 。 对 此 ,给 出 如 下 的 一 些 结论 ， 
(1) 最 优 闭环 控制 系统 Bi 的 特征 值 
结论 13.73 [最 优 特 征 值 ] 对 由 ?= 维 受 控 系 统 (13. 3187 和 性 能 指标 (13. 319) 组 成 的 
LQ 问题, 定 光 2nX 2n 增 广 矩阵 吊 为 
点 


MA | ec 一 如 
且 简称 最 优 曾 环 控制 系统 中 的 特征 值 为 最 优 特 征 值 , 则 有 
Zi 的 上 个 最 优 特征 值 =“detCd 一 My 二 0 的 位 于 左 举 开 复 平面 上 的 ;个 根 ” 
{13. 326) 
证 对 给 定 LQ 问题 ,采用 欧 拉 - 拉 格 妆 日 (Euler-Lagrange) 方 法 推导 其 最 优 控 制 。 
为 此 ,构造 如 下 险 密 尔 顿 (Hamilton}) 欧 数 ， 
HixnA) =]/2{x' Ox 二 +w Ru) A TX 十 Bu) 
—1/20x CICx + wu Ry) +ATCAx + Bn) 《13. 327) 
其 中 , 协 状态 1 "为 1 Xn 向量。 基 此 ,并 考 虚 到 Ta4 一 等 ,可 以 导出 
-人 YE ) 


(13. 325》 


9 a 一 Ar+ Bu, X00) = x 
(13. 328) 
和 一 一 4 CrCx， Acoc) =0 


并 且 ,基于 La 问题 的 状态 空间 方法 求解 中 的 推导 知 ,使 性 能 指标 (13， 319) 取 极 小 的 最 优 
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控制 u' 满足 方程 : 


SH Rae 十 BT 一 0 《13. 329) 
如 


由 此 ,可 得 最 优 控制 wu' 为 
uw" 一 R'B'A (13.330) 


再 将 式 (13.330) 代 人 式 (13.328). 可 以 导出 对 应 于 性 能 最 优 的 系统 方程 为 


x = Ax' — BR'BiIA, x (0)— xr, 
. (13, 331) 
cc ar Atc) = 人 0 
或 表 其 为 增 广 方程 形式 ， 
Xx] fF 4 一 BR BITx x 0) fx 
[3 2 [se 一 4 i J |=] ‘13. 332) 
这 表明 ,LQ 问题 的 最 优 闭 环 控制 系统 EE 的 最 优 特征 值 必 属于 
det sf — | A a J]|= 0 (13. 333) 
— 人 OC 一 六" 


的 2 个 根 中 的 = 个 。 再 从 增 广 矩阵 首 的 形式 知 , 方 程 (13.333) 的 2n 个 根 对 称 于 复 平面 
虚 轴 而 分 布 。 车 x 为 它 的 一 个 根 , 则 与 其 对 称 的 另 一 个 根 为 一 pu。 由 此 ,方程 (13. 333) 
的 2n 个 根 中 ,n 个 根 分 布 于 左 半 复 平面 , 另 ”个 根 分 布 于 右 半 复 平面 。 但 由 LQ 问题 的 
状态 空间 法 分 析 结 果 知 ,最 优 闭 环 控制 系统 或 为 渐 近 稳定 , 即 32 的 特征 值 均 位 于 左 半 
开 复 平面 。 从 而 ,证 得 式 人 13. 326) 给 出 的 论断 。 证 明 完 成 。 


ms] 2 


图 13.18 LQ 澡 题 的 最 优 状态 反 韦 控制 系统 


(2) 基于 特征 结构 的 最 优 控 制 a' 的 关系 式 
结论 13. 74 [最 优 控 制 ] 对 由 维 受 控 系 统 (13. 318) 种 性 能 指标 C13, 319) 组 成 的 
LQ 问题 , 按 图 13. 18 所 示 构 成 状态 反馈 最 优 控 制 系统 Zr . 设 5% 的 nx 个 最 优 特征 值 


人 sa] 《13. 334) 
为 两 两 相 异 . 且 满足 条 件 ， 
所 并 站 的 特征 值 ， i = 1,2,-…,n (13. 335) 
再 表 
萤 ， 
| 。 为 短 隆 M4 的 属于 上 的 特征 向 量 ， 站 二 1,2,.…,n (13. 336) 


其 中 ,XX; 和 四, 均 为 nxX1 向 量 ,M 的 定义 让 给 出 于 式 (13. 325)。 那 么 ,LQ 问题 的 最 优 控 
制 na* 的 基于 特征 结构 的 关系 式 为 


TE ee Fe en er me To Topher e 
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| uu = Kx'i)} 
| K’ = RI'B'A.. A XX,] 


(13. 


337) 


证 对 图 13. 18 了 所 示 的 藤 优 控制 系统 3i ,其 闭环 系统 矩阵 为 (A 一 BK ). 日 


”一 一 下 "ft 。 按 设 定 ,有 
%, 二 拓 阵 (区 一 BK ') 的 属于 x 的 特征 向 量 。 1 一 1,2. 
再 注意 天 调节 问题 中 参考 输入 v7) 一 0, 刚 当 x 站 一 区 e"' ,有 
uD = Ue 一 一 
由 此 ,可 得 
和 一 一 下 
另 一 方面 ,基于 前 面 的 推 证 知 , 最 优 控制 w 满足 关系 式 ， 
u(t 一 一 下 1 有 Ai) 
且 令 ,相应 于 x) 一 和 er 和 ww' (2 二 Uie%' ,A (0) 的 美 系 式 为 
A Se= A 2 
将 式 413. 342) 代 入 式 (13. 341) ,又 可 导出 
U, =— RIBA, i= 1,2,,n 
面 由 式 (13.340) 和 (13. 343) ,进而 得 到 
KX = RIBA, i=~1,2,...n 
或 
K°[X 2 X= RiBTA … A,] 


i 二 ] ,2 有 
LE, ~—(A— BR')X = AX,— BK:X 
~ 
一 点 下， 一 BR BA, = [A -RB ]| | 


面 由 式 (13. 3427 和 式 {13. 331), 则 有 
A{D) 一 所 站 的 =— CCX,e — ATA er 
由 此 ,还 可 对 f=1,2,"",H 导出 
| 是 ， 
HA =— CCX,— ATA = EC -AD ， | 


i 


进而 ,联合 式 (13. 348) 和 式 (13. 346) ,可 以 给 出 


ee Sa -i) i 
A ee 和 


[ ] 为 年 茵 m 的 属于 / 的 特征 向 量 ， ;一 1,2,…,n 


这 就 表明 


£13, 


‘13, 


(13. 


13. 


338) 


339) 


340) 


3,.341) 


J. 342) 


- 343) 


344 


[13. 3451 
再 所 和 X, 为 怎 阵 (4 一 了 ) 的 属于 j 的 特征 向 量 , 由 特征 向 量 定 所 并 利用 式 (13. 344) ,对 


‘13. 


3463 


《13. 347) 


(13. 348) 


(13.349) 


13.350) 
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并且 ,由 特征 值 1 六 ,Ap 两 两 相 异 知 ， 大 , 鞍 …, 甘 ,) 为 线性 无 甘 , 有 即 nxXxn 的 给 阵 
[着 , ,站 大 |] 为 可 道 。 从 而 , 基 此 和 式 (13. 345}, 就 即 证 得 
K’: = RIiBTA, A,)] KR] ! (13, 35]1) 
而 如 前 所 述 ,最 优 控 制 为 于 一 一 兵 " x' 0。 证 明 完 成 。 
注 上 述 结 论 中 ,特征 值 yp .x ，… ,po 两 两 相 异 的 假设 不 是 本 质 性 的 。 如 若 不 属于 
这 种 情形 ,有 即 {fg ,2 ,pe}) 中 包 会 重 特征 值 , 则 只 要 对 应 于 重 特征 值 志 取 


X, 
| 。 ] 为 短 库 M 的 属于 ,的 广 文 特征 向 量 ， j 一 1,2,…,8 


相应 的 结论 以 及 如 下 所 介绍 的 算法 仍然 成 立 。 

(3) 最 优 控 制 的 基于 特征 结构 的 综合 算法 

算法 13.5 [最 优 控 制 综合 算法 ] 给 定 ” 维 线 性 时 不 变 受 控 系 统 (13. 318) 和 性 能 指 
标 (13. 319) 组 成 的 LQ 问题 ,基于 广义 矩阵 特征 结构 ,确定 最 优 控制 w 二 一 "x' (4) 的 
最 优 反 馈 害 阵 KK* 。 

Step 1: 组 成 2nX 3n 增 广 失 阵 ， 


“| 态 — BR'B 
wa[ A 
i 一 如 


Step 2: 计算 增 广 矩 阵 M 的 位 于 左 半 开 复 平面 上 的 个 特征 值 1ma ,pw ，…,p,; ,不 芒 
设 其 为 两 两 相 异 。 
SteD 3: 计算 


旺 ， 
矩阵 M 的 属于 前 特征 向 量 | |， i 一 12. 


Step 4: 组 成 mnX※Xw 和 矩阵; 
LA eA], [EX ,KX, ] 
Step 5: 计算 [和 及 !。 
Step 6: 计算 
EK’ = R BIA,,*. [于 四 
Step 7 :计算 停止 。 


LQ 调节 器 问题 的 复 频率 域 综 合 


本 部 分 中 ,讨论 LQ 最 优 控制 系统 的 复 频率 域 综合 问题 . 

(1) 最 优 控 制 系 统 的 复 频 率 域 结 构图 

结论 13. 75 [ 复 频率 域 缚 村 图 ] 对 由 +» 维 受 控 系统 (13. 318) 和 性 能 指标 (13., 319) 组 
成 的 LQ 问题 ,最 优 控制 系统 的 复 频率 域 结 构图 如 图 13 19 所 示 。 

证 对 给 定 LQ 问题 ,前 已 导出 ,最 优 控制 二 .最 优 状 态 轨 线 x" 、 协 状态 1 之 间 成 立 


TT i pH Tm "PPPPER -天 -一 Te 一 ma 一 一 本 
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如 下 关系 式 ， 


六 ”一 Ax' 十 可 ,x (0) = x 《13. 352) 
A AAMCCr', Alo} 0 (13. 353) 
u"=—R1B'A (13.354) 
进而 ,形式 地 引信 输出 向 量 ， 
y= Cr’ (13, 355》 
n=—B'A (13. 356) 


于 是 ,将 式 (13. 352) 一 (13.356) 加 以 改写 .可 以 导出 


一 点 y 时 + * 10) 一 0 
全 * TB ” (13. 357) 
iy = Cx" 
fA = 一 4 一 CCco) =0 
(13, 358) 
[9 一 一 号 2 
u" =R-! (13.539) 


基 此 ,就 即 得 到 图 13. 19 所 示 最 优 控 制 系统 的 复 频率 域 结 构图 。 证 明 完成 。 


图 13. 19 最 优 榨 制 系统 的 复 频 率 域 结构 图 


《2) 最 优 控制 系统 的 闭环 传递 函数 第 阵 
结论 13. 76 [闭环 传递 函数 矩阵] 对 图 13. 19 所 示 线 性 时 不 变 最 优 控制 系统 的 复 频 
率 域 结构 图 , 受 控 系统 的 传递 函数 矩阵 为 


Gs) 一 CC — AiB 《]3. 360) 
协 状态 系统 的 传递 函数 第 阵 为 
G(s) = 了 (GT 十 4T)-ICT ~ [C(O + A)-B]T 

一 一 [CC 一 相 一 4 BT =— G(s) (13. 361) 

则 由 参考 输入 vo 到 反馈 量 。 的 闭环 传递 阔 数 矩阵 G; (9) 为 
G15} = [R+GT— YGOOYF GT YG) (13. 362) 

证 由 图 13. 19 的 结构 图 ,可 以 导出 

E (5) =— RIGT(— OGCO)ID Cs) 十 二 (5)] 《13. 363) 


基 此 ,经 简单 运算 ,可 以 得 到 
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EC 一 [十 县 1GT( 一 GT] RO JIG) vs) 《13. 364) 
从 而 .就 即 证 得 
Gs) 一 [LT 十 民 GH HG RIG (5) GC)) 
一 RG HIG] GT G0)) (13. 365) 
(3) 最 优 控 制 系统 的 特征 值 
结论 13. 77 最 优 特 征 值 ] 对 由 » 维 受 控 系统 (13. 318? 和 性 能 指标 (13, 319) 组 成 的 
LQ 问题, 表 最 优 控 制 系 统 的 特征 值 为 1p,…,p}, 则 有 
{pp detfR+ Gs)G()j] 二 0 根 ” (13. 366) 
(4) 最 优 反 局 矩阵 下 * 
结论 13.78 [最 优 反 馈 拖 阵 ] 对 由 维 受 控 系 统 (13.318) 和 性 能 指标 (13. 319) 扣 成 
的 LQ 间 题 , 设 


dg※ 户 的 Gts) = 不 可 简约 N(s) D1(3) (C13. 367) 
“detL 中 十 CI 一 DGC] = 二 0 根 ”= {py ,sp;: 两 陋 相 异 (13. 368) 
2 “detD(ts) = 一 0 根 "”， 7 二 1 ,2,..,n (C13, 369 1) 
再 表 

有 二 Dt 的 列 次 数 ， j= 1 2 (13. 370) 

| ti 

Ey 
让 15) 一 。 《13, 371》 
Gu) 为 “DT( 一 上 RD ATC-ADINCK) Eu) 一 0 的 非 平 凡 解 《13. 372) 


1 一 之， 天 
则 计算 最 优 反 局 和 拖 阵 EK" 的 复 频率 域 关系 式 为 
kK’ =— TD) Fo) Dp) Fm)] x 
Ea Fp pn ) Fp) (13. 373) 
证 为 使 证 明 思 路 更 为 清晰 ,分 为 四 步 进 行 证 明 ， 


(1 推导 闭环 “分 母 " 矩 阵 Dy(y)。 为 此 ,将 G(5) 二 Nis}yD-! (5s) 代入 闭环 传递 中 数 矩 
阵 G(s) 的 表达 式 (13. 362) ,有 
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Gs) = RD TO ON C—ONCGOYID O00] 1D To IN To oNCGYD (ts)) 
一 [DT 一 DCCODT 一 RD FN WNCGWOD OT x 
(— DT INT NGID (3)) 
一 [CODT( HRDGY HF NT ONGDD TO)] IC NT YONGOID- (SD)) 
《13. 374) 
基 此 ,可 以 得 到 和 矩阵 Dits}) 为 
Di(ls) = [Di(— YORDG) + NT oYNCG) DC) 《13. 375) 
4 证 明 (1m 的 一 个 属性 。 对 此 ,由 式 (13. 374) ,相应 地 可 导出 GCC 的 特征 
右 程 为 
det(R GIO— sOG(s)) 
= det(R+ DT ON TC ONCGID CY) 
detD '(— sj)det(D' 一 RD NTO ysJINCGM detD 0s) 


一 0 (13. 376) 

再 注 意 到 
“det[R+ OG (1G()] = 0 根 "” = {pp ! (13. 377) 
:A “detD(} = 二 0 和 要”， = 1,2,. 【13. 378) 
detD (5) = 1/detDt), ，detDT( 一 门 = detDt— »,} 13. 379) 

可 知 {A ,… ,pp,} 即 为 方程 

det (DT(— IRDO) 十 NT 一 NG = 0 (13. 380) 

的 个 根 。 

(ii 推导 式 (13, 372) 中 的 方程 。 为 此 ,对 爱 控 系统 引 人 PMD 描述 ,有 

Ka) 一 NOY RE CO), DCO) Fe) Hs) (13. 381) 


其 中 , 必 (5) 为 部 分 状态 的 拉 普 拉 斯 变换 ,G3) 和 训 " (5) 为 输出 和 输入 的 拉 普 拉 斯 变换 。 基 
此 ,并 由 和 矩阵 Dts) 的 关系 式 (13. 375) ,可 以 得 到 
DIS) CS) 一 [PDT(- HRD(s} 十 NTCO— NOY |D 1g Cs) 


一 [DT 一 YRDCG) + NT CO NG)] Es) (13. 382) 
显然 , 仅 当 3 二 此 并 二 1 ,2+ ,nn ,方程 


DY EC = (DT RD 十 NT NC)) 0) 一 《13. 383) 
有 非 平凡 解 Cp,)， 


6 证明 结 论 (13. 373)。 对 此 ,在 定 册 8 (pg),i==1,2,…,# 后 ,可 由 起 (13. 381) 和 
(13. 340) 导 出 


Day Cp) =U KE, ji- 1 2, ,4 {13. 384) 


13.7 线性 二 次 型 调节 器 问题 的 复 频率 域 综 合 697 


基 些 . 藉 可 得 到 


K* [XX] = [DC © p01) .7 DO) Cp)] (13, 385) 
其 中 ,天 1 一 1 2 为 矩阵 DDC) 的 相应 于 (i 一 1.2,…,n) 的 特征 向 量 。 并 有 旧 ;由 


Ci 二 1,2,… ,7n) 两 两 相 蚜 , 吕 知 四 (1 一 1.2, ,0) 线 性 无 关 。 进 一 步 ,由 DDG) 二 0 
(i 二 112, 呈 ,1) ,并 利用 Gls) 的 控制 右 形 实现 的 属性 ,可 知 特征 向 量 天 (一 1,2. ,mn) 满 
足 关 系 式 : 


= Eg), i= 1 un (13. 386) 

其 中 , 灾 {5) 给 出 于 式 (13.371)。 这 样 ,由 式 (13. 385) 和 式 {13. 386) ,就 即 导 出 计算 最 优 反 
镇 和 矩阵 KK' 的 复 频 率 域 关系 式 (13, 373)。 证 明 完 成 。 

(5) 最 优 控 制 的 复 频 率 域 综合 算法 

算法 13. 6 [最 优 控制 综合 算法 ] 给 定 由 维 受 控 系 统 (13. 318) 种 拍 能 指标 
(13.319}) 组 成 的 LQ 问题 ,要 求 基 于 复 频 率 域 方 法 ,确定 最 优 控 制 u' 一 一 KK* x' (1) 的 最 
优 反馈 和 矩阵” 。 

Step 1: 由 给 定 系数 矩阵 四,B8 和 加 权 窍 阵 旭 二 CIC, 计算 

G0) = CO - AY-1B 
Step 2; 对 gX 户 的 如 (3) ;导出 
NID Is 二 G63) 的 不 可 简约 右 MFD 

其 中 ,pxp 的 DDCs} 为 列 虐 约 。 


Step 3: 定 出 
,二 Ds) 的 列 次 数 , j= 二 1,2,…,p 
$1 | 
$ 
1 
is) 一 
Step 生 : 计算 矩阵 


Dit— RDG) + NT IN) 
Step 5: 计算 代数 方程 
det[D’'(— YY RDSs) 十 ANT 一 5)NC)] 一 0 
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的 个 根 ,p 训 yp ,不 她 设 其 为 明 项 相 兴 ， 妇 若 不 属于 这 种 情形 ,算法 息 路 仍 为 可 行 ， 
但 计算 特征 向 其 的 过 程 会 复 作 得 多 ， 
Step 5: 汗 算 
[及 区 -站 ?县 再 1 1 NE pING)], 7 ,en 
Step 了: 对 7 二 1,2,++ ,xn; 计 算 
[DT 一 AD NC NG 一 


的 非 平 凡 解 志 CA ) 。 
Step 8: 计算 寺 (1 一 1,2.,n, 
Step 9; 计算 
Dp) Ee), 1 J2,een 


OE), Fo 1,2,.n 
Step 10: 组 成 
[DC DEC .7, DOpn) bp)] 
i pO F Gn), Cp Ftp)) 
计算 
[Fed ba) Ca) Ey] 
Step 11: 计算 
K' 一 一 [DC 让 tH) Dn, ) oo) Xx 


[Pin ) t CD pa st, ) E | ! 
Step 12; 计算 停止。 


13.8 小 结 和 评述 


(1) 本 章 的 定位 ,本章 是 对 线性 时 不 变 受 控 对 象 的 复 频率 域 综合 向 题 的 系统 性 计 
论 。 综 合 问题 就 是 ,对 给 定 受 榨 系 统 和 指定 性 能 指标 ,在 指定 控制 模式 下 确定 一 个 控制 莫 
使 导出 的 控制 系统 同时 满足 期 望 性 能 和 物理 可 实现 性 的 要 求 。， 综 合 指 标 包括 极点 配置 、 
动态 解 帮 , 兰 态 解 耦 . 渐 近 跟 踪 和 扰动 抑制 .状态 和 控制 的 二 次 型 优化 函 燥 等 类 型 ， 捧 制 
父 式 兼顾 输出 反馈 和 状态 反馈 ,以 具有 串联 补偿 器 的 输 册 反馈 为 主 。 讨 论 内 容 涉及 综 会 
二 论 和 经 合 算法 ,研究 手段 采用 复 频 率 城 模 述 和 方法 。 本 章 导出 的 结果 , 既 具 有 独立 理论 
意义 ,也 为 工程 应 用 提供 了 理 沦 指导 和 综合 算法 ， 

(2) 极点 配置 问题 。 综 合 实质 是 通过 引信 控制 句 使 对 运动 行为 具有 决定 性 影响 的 控 
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制 系统 概 点 配置 到 期 单位 置 上 .从 萌 蝴 控制 动能 和 物理 可 实现 性 角度 ,具有 补偿 器 输出 
反馈 居 极 点 配 管 复 报 索 碟 综合 中 按 为 是 本 和 有 效 的 控制 模式 若 受 控 系 统 为 严 真 , 肥 补 
偿 器 为 真 . 则 当 补 杰 器 阶 数 i 二 min 一 lv 一 1 时 m1 实现 全 部 极点 任意 期 望 配 置 ; 若 受 控 
系统 为 真 . 隘 补偿 器 为 严 庚 . 则 当 补 众 鹃 阶 数 训 宇 min,y,rv' 时 可 实现 全 部 极点 任意 期 望 柄 
置 。 这 里 ,x 和 +! 为 受 控 系统 的 能 观测 性 指数 和 能 控 性 指数 ,极点 辽 置 导出 的 综合 理论 
和 算法 , 既 被 作为 控制 系统 综合 中 -种 独立 方法 ,也 被 引入 控制 系统 其 他 综合 方法 作为 配 
依 纸 成 方法 。 

(3) 动态 解 耦 问题 。 综 合 实质 是 通过 中 人 控制 器 使 导出 的 控制 系统 在 整个 运行 过 各 
中 实现 一 个 输出 由 上 且 仅 由 一 个 输入 所 控制 。 控 制 模式 采用 其 有 串联 补偿 起 的 输出 反馈 . 
在 满足 一 定 限 制 下 ,基于 “ 受 控 系 统 极点 零点 补 伴 器 零点 : 圾 点 " 间 的 对 消 机 制 .可 移 成 
和 定 出 同时 满足 动态 解 厌 利 极点 配 轩 的 补偿 器 。 动态 解 耦 的 缺点 旦 封 参 数 报 动 非常 
敏感 

(4) 静态 解 研 问题 。 综合 实质 是 通过 引入 控制 器 使 导出 的 拧 制 系统 在 稳 态 过 行 过 程 
中 实现 一 个 输出 由 几 仅 由 -- 个 输入 所 控制 。 静 念 解 耦 只 授 用 于 参与 输 人 为 阶 暑 函数 型 癌 
旱情 形 。 控 制 模式 采用 具有 串联 补偿 器 的 输出 反馈 。 静 态 解 枉 的 优点 是 ,易于 定 出 同时 
满足 静态 解构 和 极点 配置 的 补偿 器 ,量具 有 很 好 重 棱 性 妈 只 要 参数 摄 动 不 破 二 系统 渐 近 
稳定 仍 可 保持 静态 解 三 。 

《5) 渐 近 跟踪 和 扰动 搞 制 站 题 。 综 合 实质 是 通过 引入 控 制 器 使 导出 的 控制 系统 在 稳 
态 过 程 中 司 时 实现 对 参考 输入 的 完全 跟踪 和 对 扰动 的 完全 抑制 。 控制 慌 式 采用 只 有 串联 
补 储 器 的 输出 反馈 ,补偿 器 由 内 模 补 偿 器 和 镇 定 补偿 器 组 成 。 内 模 补偿 器 的 传递 请 数 逢 
阵 取 为 9 "(5s) 了 形式 ,其 作用 是 提供 实现 汤 近 跟踪 和 扰动 抑制 的 机 制 .8(5) 为 参考 输入 和 
抗 动 的 模型 不 稳定 因 式 的 县 小 公 售 式 。 镇 定 补偿 器 的 作用 是 对 系统 实现 镇 定 .可 接 极 点 
配置 算法 进行 综合 。 通常 . 称 植 人 于 补偿 器 的 外 部 信号 模型 为 内 模 , 相 应 控制 原理 为 内 异 
原理 . 基于 内 模 原理 的 渐 近 跟踪 和 扰动 抑制 控制 方案 的 优点 是 对 除 内 模 外 的 参数 摄 动 具 
有 很 好 和 鲁 棱 性 ，。 

C6) LQ 最 优 控制 问题 。 综 合 实质 是 对 线性 时 不 变 受 控 对 象 (L.) 引 人 控制 使 状态 和 
答 人 的 二 次 型 性 能 指标 CQ}) 取 为 极 小 。 控 制 模式 采用 状态 反馈 ， 在 复 频率 域 中 .用 以 综 
合 最 优 状 态 反 馈 阵 的 方法 有 “基于 特征 值 -特征 商量 的 方法 "和 * 基 于 复 频 率 域 描述 的 方 
法 ”。 LQ 最 优 控制 复 频率 域 方法 的 特点 是 ,避免 了 状态 空间 方法 中 决 解 秆 隆 黎 卡 提 方 物 
的 复杂 步骤 。 
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习 题 
13.4 湖 断 下 列 各 有 理 分 式 知 阵 尾 否 为 铂 环 : 
1 s+1 
(ys—1)” sy—2 
1 1 
于 十 全 EE 
r ] 2 
$s—1 s—1] 
(ii) so-| 
1 一 | 
《一 (十 1 Cs 二 1C 于 1 
-1 
i 0 0 
(iiy CCD 一 | 0 -二 0 
1 
io = 


13.2 给 定 一 个 有 理 分 式 短 阵 Cts) 为 循环 , 试 证 明 , 对 任意 同 维 实 常 阵 到, 有 理 分 式 
矩阵 Cs) 一 CC) 十 丰 也 为 循环 。 

13.3 给 定 线性 时 不 变 受 控 系 统 的 传递 函数 矩阵 为 

十 s 十 1 人 1 

25 2 25 二 5 十 1 48 了 25 十 1 
斌 综合 一 个 状态 反馈 阵 五 ,使 得 状态 反馈 控制 系统 的 极点 配置 为 视 二 一 2 一 一 1 士 ]， 
445 一 一 4 士 j2。 

13. 4 对 上 题 中 给 出 的 线性 时 不 变 受 控 系 统 和 期 望 闭 环 极 点 组 , 试 确定 实现 极点 配 
置 的 一 个 “观测 器 -控制 器 型 ”补偿 发, 并 画 出 闭环 控制 系统 的 结构 图 。 

13.5 给 定 图 P13.5 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 单 位 输出 反馈 系统 , 设 受 榨 系统 
的 传递 函数 为 


G(s) 一 | 


Cs 一 (一 7 一 3 十 1) 
试 确定 补偿 器 的 一 个 次 数 为 2 的 严 真传 递 函 数 CCs) ,使 所 导出 的 单位 给 出 反馈 系统 的 极 
点 配置 为 一 4. 一 3, 一 2, 一 1。 
13.6 给 定 图 Pi3.5 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 单 位 输出 反馈 系统 , 设 受 控 系 综 
的 忧 递 画 数 矩 阵 为 
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型 Ts 上 二 Cs) 上 
图 P13.5 
一 1 
Gls) = re i 


试 确定 补 秋 器 的 一 个 真 或 严 真 传递 明 数 短 阵 fr) 使 所 导出 的 单位 输出 反馈 系统 的 极点 
配 把 为 一 1, 一 2 十 .一作 。 
13.7 给 定 图 P13.5 所 示 其 有 补 殿 器 的 线性 时 不 变 单 位 输出 反馈 系统 , 设 受 控 系 统 
的 传递 加 数 秆 阵 为 
s O01irs 1 0 
C0 一 |: | Lo 0 | 


试 确定 补偿 髓 的 一 个 真 或 严 真传 递 肖 数 答 阵 Cts), 使 所 导 出 的 单位 输出 反馈 系统 的 分 母 
和 矩阵 配置 为 


[s+ 1) 0 
Dts) 一 


L 9 cs 十 1) 

13.8 给 定 图 Pi3.5 所 示 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 单位 输出 反馈 系统 , 设 受 控 系统 

的 8Xx 声 传递 男 数 矩阵 
全 (5 = NCOYIDTC) 一 了 CNAS) 
为 互 质 MFD, 再 设 省 (57 笠 (5) 为 使 大 (人 了 (0 十 YO)NGs) 一 I 成 立 的 pXp 和 pxXg 儿 项 
式 和 矩阵。 试 证 上 明 ;车 开 (5) 为 极点 均 具 有 货 实 部 的 任意 pxq 有 理 分 式 阵 , 则 形 如 下 式 的 补 
偿 器 : 
CY) = [XC) — HOONLEY] ITLYCD 十 再 (DCs)] 

可 使 单位 输出 反刍 系统 为 稳定 。 

13.9 给 定 钱 性 时 不 变 受 榨 系 统 的 传递 函数 矩阵 为 


Ti i747 0 i i 
“= | 由 | 
试 综合 一 个 “观测 器 -控制 器 型 ”补偿 器 ,使 所 导出 的 闭环 控制 系统 的 分 母 和 矩阵 配置 为 
Tis 1): 0 
DCs} 一 | 0 | 


13. 10 给 定 图 Fl3.5 所 未 具有 补偿 器 的 线性 时 不 变 单 位 输出 反馈 系统 , 设 受 控 系 
统 的 传递 函数 矩阵 为 
s 1 一 1 s7-! 
cy 3 
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试 综合 补偿 器 的 一 个 传递 函数 不 阵 C6») ,使 所 导出 的 闭环 控制 系统 突现 动态 解 看 ,并 满 
足 如 下 要 求 ;(i) CGs 为 严 真 ;iD 闭环 控制 系统 传递 两 数 矩 阵 G4(3) 为 严 真 ; (iii) 对 解 看 
后 SISO 控制 系统 ,配置 & Cs) 的 期 里 极 点 均 为 一 2 ,配置 (的 期 望 极 点 均 为 一 3。 

13.11 给 定 图 P13.11 所 示 共 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 单位 输出 反馈 系统 , 受 控 系统 
的 传递 函数 年 阵 GC9 同 于 上 题 , 试 确定 补偿 器 的 真 或 严 真传 递 咀 数 中 阵 P(s) 和 Cs) ,使 
折 导 出 的 计 环 控制 系统 相对 于 单位 阶 夏 型 参考 输 人 


l 
Ve) 一 ‘ol ,| 


实现 静态 解 耦 ,日 配 置 闭环 控制 系统 传递 晒 数 惩 阵 的 极点 即 derDi(s) 一 0 的 根 均 为 一 2， 


图 EF13. 12 


13. 12 给 定 图 P13. 12 所 泵 有 具 有 补偿 器 的 线性 时 不 变 单 位 输出 反馈 系统 , 受 检 系统 
的 传递 函数 和 矩阵 G63) 一 NGs3D-1ity) 同 于 题 13. 9, 上 幅 设 Dr CoN() 为 G(s) 的 一 个 不 可 
简约 左 MFD, 人 参考 输入 和 扰动 为 


-1 1 
vl) = 0) | 一 | | 
[1 weir) ) 


武 确定 补偿 器 的 一 个 传递 是 数 和 矩阵 Cs) :使 所 导出 的 闭环 控制 系统 实现 无 静 差 跟踪 ,用 
配 输 系统 闭环 极点 却 detDits) 一 0 的 根 均 为 一 2 ， 


13.13 给 定 线 性 时 不 变 受 控 系 统 和 二 次 型 性 能 指标 为 
. ro 1 0 
“一 |, lt li 


J = | Cz? dr: + 2u:) de 
试 利 用 复 频率 天 法 定 出 其 最 优 状 态 反 蚀 增益 和 矩阵 反 : 。 
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